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分布位错法求解次表面裂纹的力学行为

李文俊，张雪朋，江晓禹

（西南交通大学力学与航空航天学院，成都 611756）

摘 要：利用分布位错法求解半无限大平面在赫兹压力下次表面裂纹的力学性质，通过叠

加原理将原问题分解成两个子问题，建立关于裂纹面的位错积分方程。采用弹性力学 Flamant
解求解子问题 1，子问题 2采用Gauss-Chebyshev数值求积方法，得到裂纹面上相关力学参量。

进一步分析赫兹压力位置，裂纹长度、裂纹深度和裂纹与自由表面夹角之间的相互作用对于裂

纹扩展的影响。结果表明：赫兹压力离裂纹越远，裂纹尖端的应力集中程度越小，裂纹越不容易

扩展；在裂纹非常靠近自由表面且与自由表面平行时，裂纹容易从两端处扩展，造成表面的剥

离；裂纹离自由表面比较近时，裂纹容易往自由表面扩展，当深度达到一定值时，裂纹容易往钢

轨内部扩展，裂纹长度的增加会加剧裂纹一端的应力集中程度。
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中图分类号：TB331 文献标志码：A

引 言

随着铁路运输的速度和运载能力的提高，在复

杂的工况下，由轮轨滚动导致的钢轨材料的失效越

来越严重，而钢轨材料的失效通常是由断裂或者疲

劳引起的。材料表面疲劳裂纹的萌生与发展机理

非常复杂，引起了国内外专家的广泛关注和深入研

究[1-2]。当轮轨与钢轨相接触时，轮轨和钢轨之间的

相互作用，将在钢轨内部产生微裂纹，微裂纹一旦

产生之后，将会不断的扩展，当裂纹长度达到一定

值时，会引起钢轨表面的材料脱落，甚至引起钢轨

的断裂，造成严重的列车脱轨事故[3]。

轮轨接触力是一种随时间变化的多轴非比例

载荷，在轮轨接触力的作用下，裂纹附近的局部表

面上承受较大的压缩应力，会导致裂纹表面闭合和

摩擦接触。分布位错法是一种研究裂纹的有效方

法，它的主要原理是利用连续分布的位错来等效地

代替裂纹。LI等[4-5]用分布位错法研究了在半无限

大的平面内，多个微裂纹对主裂纹的影响，他们的

局限在于没有考虑复杂工况，这与实际情况不符。

王强胜等[6-7]基于该方法，研究了不同工况下次表面

直裂纹的力学性质，但仅考虑了垂直于表面的裂

纹，不具有一般性。曹世豪[8]及江晓禹[9-12]等利用有

限元，将钢轨简化为半无限大平面，研究了不同轴

向载荷和不同裂纹角下，不同裂纹位置的应力强度

因子。Tiberiu[13]通过有限元建模，研究了赫兹接触
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对轮轨接触问题的适用性，发现材料的内部缺陷、

内部塑性变形、临界摩擦系数对材料的破坏有直接

的影响。以上研究主要是通过有限元模拟不同载

荷下裂纹的力学性质，但是对于复杂工况下半无限

平面内与自由表面成一定角度的直裂纹，通过理论

计算来求解裂纹尖端的应力强度因子解析解，及讨

论不同因素对于裂纹扩展的影响方面的研究鲜有

报道。为此，本文通过将轮轨载荷等效为赫兹压

力，研究在不同的工况下，多种因素对于裂纹扩展

的影响，为铁路运输的安全性评估提供参考。

1 理论模型

将轮轨载荷简化为移动的赫兹压力，研究在半

无限大平面内一条与自由表面成 θ角度的次表面裂

纹。如图 1所示，赫兹压力的接触长度为 L，从裂纹

顶部到表面的距离为 a，从裂纹中心到表面的距离

为 d，从下端到表面的距离为 b，与水平面的夹角为

θ，为了便于方程的积分，建立了一个局部坐标系，Oi

为坐标原点，并且其与中心O的距离为 y = iL，赫兹

压力以长度 L间隔从左往右进行移动。假设半无限

大的弹性平面只受到赫兹压力的作用，由于裂纹面

在轮轨载荷的反复研磨下，比较光滑，为了简化计

算，忽略裂纹面接触摩擦力的作用。根据文献

[14-15]中提出的方法，可获得滑移面上产生的

应力。

图1 赫兹压力作用下次表面裂纹问题模型

2 理论求解

2.1 叠加原理

图 1中，为了得到裂纹面上的应力场，可以利用

Bueckner原理将移动赫兹压力下的半无限平面内的

次表面裂纹问题分解为两个子问题。为了满足叠

加原理使用条件，即裂纹面为自由表面，两个子问

题分别为，子问题 1：求解在无裂纹的半无限平面上

由赫兹压力产生的应力；子问题 2：求解与子问题 1
大小相等方向相反的方向载荷。由弹性力学

Flamant解[16]求解子问题 1，而子问题 2可以通过分

布位错方法进行求解，再叠加这两个子问题，可以

获得问题的最终解决方案，即获得裂纹面上的

应力：

σij ( x,y ) = σ͂ij ( x, y ) + σ̄ij ( x, y ) （1）
式中：σ͂ij ( x, y )为子问题 1的应力，σ̄ij ( x, y )为子问题

2的应力，ij = xx, xy, yy。
裂纹的边界条件为：

{N ( )x = σ̄yy + σ͂yy

S ( )x = τ̄xy + τ͂xy （2）
其中：N ( x )为法向应力，S ( x )为切向应力。

2.2 赫兹压力泰勒展开

由于赫兹压力无法直接在裂纹面上积分，为了

简化运算又不失精度，对赫兹压力进行泰勒展开到

一定的阶次，运用Gauss—Chebyshev数值求积方法

求解，由于在赫兹压力作用下，裂纹面在压应力作

用下处于闭合状态，裂纹主要是发生滑移破坏，因

此通过上述方法计算裂纹尖端K II的数值解。

从弹性力学的 Flammant解出发，Taylor展开后

可以直接积分赫兹压力，从而得出平面内裂纹上的

应力表达式。分布位错会导致接触面的变形，为了

简化运算，将界面压力与赫兹压力等效：

dF = P0 × 1 - ς2
L2
dς （3）

σ͂yi yi
=- 2π×∫-LL P0 × 1- ς2

L2
× x ( )yi-ς 2

é
ë

ù
ûx2 +( )yi-ς 2 2 dς，

i = 1,2,3,… （4）
τ͂xyi = - 2π × ∫-LL P0 × 1 - ς2

L2
×

x2 ( )yi - ς 2

é
ë

ù
ûx2 + ( )yi - ς 2 2 dς, i = 1, 2, 3,… （5）
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σ͂xx = - 2π × ∫-LL P0 × 1 - ς2
L2
×

x3

é
ë

ù
ûx2 + ( )yi - ς 2 2 dς

，i=1, 2, 3,…（6）

式（3）~（6）中：P0为初始压力，ς为局部坐标系中任

意一点， 表示赫兹压力移动到 ( )0,iL 处时平面内

的法向应力，τ͂xyi表示赫兹压力移动到 ( )0,iL 处时平

面内的切应力，σ͂xx表示平面的纵向应力。

由于式（4）~（6）无法直接积分运算，所以将赫

兹压力进行泰勒展开处理，得到展开式为：

P ( )ς
P0

= 1 - ς2
L2
≈ f ( )ς = 1 - 12!

ς2

L2
- 34!

ς4

L4
-

45
6!
ς6

L6
- ⋯ （7）

将式（7）代入式（4）~（6）中，则：

σ͂yi yi
=- 2π×∫-LL f ( )ς × x ( )yi-ς 2

é
ë

ù
ûx2+( )yi-ς 2 2 dς，i=1,2,3,⋯

（8）

τ͂xyi=- 2π×∫-LL f ( )ς × x2 ( )yi-ς 2

é
ë

ù
ûx2+( )yi-ς 2 2 dς，i=1,2,3,⋯（9）

σ͂xx =- 2π ×∫-LL f ( )ς × x3

é
ë

ù
ûx2 + ( )yi - ς 2 2 dς，i=1,2,3,⋯

（10）
分别将 yi = -iL代入式(8)~(10)中，得到无量纲

化的 σ͂yi yi
、τ͂xyi和 σ͂xx。

图 2所示为赫兹压力展开为不同阶次时，应力

随无量纲化距离 x L的变化情况。图 2中，2-σyy、

2-τxy、2-σxx分别表示式（7）展开为两项时对应的压

应力、切应力和水平应力。由图 2可见，幂级数在展

开到 6项之后，应力值变化非常小，为了计算方便，

又不丧失精度，将式（7）展开为 6项代入后文进行数

值计算。图 3所示为赫兹压力位于平面上不同位置

时，裂纹面上应力值的变化情况。由图 3可见，裂纹

面上应力值随着赫兹压力的移动而变小，当 x/L = 4
时，应力值的变化趋于平缓。
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图2 当赫兹压力泰勒扩展到不同阶时的应力变化
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图3 赫兹压力在不同位置时的应力值

2.3 位错密度积分方程的建立

裂纹线 (ς,0)处存在位错，Burgers的分量分别为

bx和 by，则位错产生的应力[17]通过下式计算：

σ̄xx ( )x, y = 2μ
π ( )κ + 1 {bx ( )ς Gxxx ( )x, y ; ς +

}by ( )ς Gyxx ( )x, y ; ς
（11）

σ̄yy ( )x, y = 2μ
π ( )κ + 1 {bx ( )ς Gxyy ( )x,y ; ς +

}by ( )ς Gyyy ( )x, y ; ς
（12）

τ̄xy ( )x, y = 2μ
π ( )κ + 1 {bx ( )ς Gxxy ( )x, y ; ς +

}by ( )ς Gyxy ( )x, y ; ς
（13）

其中：μ为剪切模量，κ为Kolosov常数。

图 3中可见，σyy /p0 < 0，因此，图 1中的裂纹表

面始终承受压缩载荷而保持闭合，并且裂纹可以等

效于滑动错位，影响函数Gijk描述裂纹面上一点位错

对于裂纹面上的任意一处位错的影响，影响函数Gijk

可由文献[17]得出，裂纹面 ( ŷ = 0)上,法向和切向应

力为：
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N ( )x = σ͂yy ( )x + 2μ
π ( )κ + 1 ∫ab [ Bx̂ ( )ς̂ Gx̂ŷŷ ( )x̂ ; ς̂ +

Bŷ ( )ς̂ Gŷŷŷ ( )x̂ ; ς̂ ] dς̂
（14）

S ( )x = τ͂xy ( )x + 2μ
π ( )κ + 1 ∫ab [ Bx̂ ( )ς̂ Gx̂x̂ŷ ( )x̂; ς̂ +

Bŷ ( )ς̂ Gŷx̂ŷ ( )x̂; ς̂ ] dς̂
（15）

其中：Bx̂ ( ς̂)和Bŷ ( ς̂)分别为裂纹沿 x和 y方向的位错

密度函数。将式(8)~(9)代入式(14)中，位错密度的积

分方程为：

σ͂yy ( )x + 2μ
π ( )κ + 1 ∫ab [ Bx̂ ( )ς̂ Gx̂ŷŷ ( )x̂ ; ς̂ +
Bŷ ( )ς̂ Gŷŷŷ ( )x̂ ; ς̂ ] dς̂ = 0

（16）

τ͂xy ( )x + 2μ
π ( )κ + 1 ∫ab [ Bx̂ ( )ς̂ Gx̂x̂ŷ ( )x̂ ; ς̂ +
Bŷ ( )ς̂ Gŷx̂ŷ ( )x̂ ; ς̂ ] dς̂ = 0

（17）

可以通过转换矩阵A[17]来实现局部坐标与全局

坐标的影响函数的转换：

æ

è

ç

ç
ççç
ç

ö

ø

÷

÷
÷÷÷
÷

Gx̂ŷŷ

Gŷŷŷ

Gx̂x̂ŷ

Gŷx̂ŷ

= A

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

Gxxx

Gxyy

Gxxy

Gyxx

Gyyy

Gyxy

（18）

上式中：等号左边为局部坐标系下的影响函数，等

号右边则为全局坐标系下的影响函数。

2.4 数值求解位错密度积分方程

由于位错密度积分方程式(16)~(17)很难求解解

析解，因此使用Gauss-Chebyshev积分方法，将积分

区间 (a,b)用式（19）规范化，得到归一化区间 ( -1,1)：
ì

í

î

ïï
ïï

s = 2ς - (b + a )
b - a

t = 2x - (b + a )
b - a

（19）

通过Gauss-Chebyshev数值求积方法，将式(16)
~(17)的两个方程各离散为 (N - 1)个方程：

1
N∑i = 1

N

{φx ( )si cGx̂ŷŷ ( )tk,si + φy ( )si [ 1
tk - si +

}cGŷŷŷ ( )tk,si ] +
κ + 1
2μ σ͂yy ( )tk = 0

（20）

1
N∑i = 1

N

{φx ( )si é
ë
êê

ù

û
úú

1
tk - si + cGx̂x̂ŷ ( )tk,si +

}φy ( )si cGŷx̂ŷ ( )tk,si +
κ + 1
2μ τxy ( )si = 0

（21）

其中：c为裂纹的一半长度。需要两个附加方程来

求解未知函数ϕ ( s)，由于从裂纹表面的一端到另一

端没有净位错，因此可以得到两个附加方程为：

ì

í

î

ïï
ïï

∫-11 Bx ( s)ds = 0
∫-11 By ( s)ds = 0

（22）

式(22)可以离散为：

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

π
N∑i = 1

N

ϕx ( si ) = 0
π
N∑i = 1

N

ϕy ( si ) = 0
（23）

在式（20）~（23）中设置 N个离散积分点 si 和

(N - 1)个相应的配置点 tk，离散积分点和配置点可

以从文献[17]中得到：

si = cos π(2i - 1)2N , i = 1, 2,⋯,N （24）
tk = cos πkN , k = 1, 2,⋯,N - 1 （25）
由式（20）~（23）解出ϕ ( si )，可由式(22)得到位错

密度函数：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

Bx ( s) = 1
1- s2 MI∑

i= 1

N é

ë
êê

ù

û
úú

1
2 +∑j = 1

N - 1
ΦI ( s) ϕx ( si )

By ( s) = 1
1- s2 MI∑

i= 1

N é

ë
êê

ù

û
úú

1
2 +∑j = 1

N - 1
ΦI ( s) ϕy ( si )

（26）

由式（23）与Krenk插值公式，可以得到裂纹两

端应力强度因子为：

K II ( )a

P0 2πL =-
1
N∑i= 1

N
sin é

ë
ê

ù

û
úπ 2 ( )N + 1- i - 1

4N
sin é

ë
ê

ù

û
ú

2π ( )N + 1- i - 1
4N

×

ϕx ( )sN + 1- i

（27）

K II ( )b

P0 2πL =
1
N∑i=1

N sin éëê
ù
û
úπ 2i-14N ( )2N -1

sin é
ë
ê

ù
û
úπ 2i-14N

×ϕx ( )si （28）
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3 结果验证

为保证数值积分方法的正确性，将图 1中裂纹

设置为与自由表面平行。在文献[18]中将轮轨载荷

等效为赫兹压力，研究在赫兹压力作用下次表面水

平裂纹的扩展规律。本文与文献[18]中裂纹尖端二

型应力强度因子的对比如图 4所示，图中 d为裂纹

与自由表面之间的距离。图 4可见，随着赫兹压力

的移动，裂纹位于接触斑中心时最大，且该方法与

文献[18]的计算结果是基本吻合的，因此本文采用

的方法所得到的最终结果是可靠的。
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0.3

0.4

0.5
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0.8

d/L=1

d/L=3

本文结果

文献结果

x/L

II

0
πK

P
L

α

图4 与文献[18]结果的对比

4 结论与分析

4.1 赫兹压力在不同位置时对于K II的影响

裂纹的深度和长度均取为定值（d = 0.6，c =
0.5）时，计算了赫兹压力在移动过程中裂纹尖端应

力强度因子的变化情况，如图 5所示。由图 5可以

看出，裂纹尖端应力强度因子在赫兹压力处于自

由表面（0，L）处时，应力强度因子呈先减小后增大

的趋势。当裂纹沿水平方向时，裂纹两端处应力

集中程度比较强，裂纹容易沿水平方向扩展，导致

钢轨表面的剥离。随着赫兹压力远离裂纹，当赫

兹压力处于自由表面（0，2L）处时，裂纹尖端的应

力强度因子整体呈减小的趋势，但裂纹两端的应

力强度因子随着与自由表面夹角的改变呈现出不

同的变化规律，b端是先减小后增大，而 a端是先

增大再减小。在轮轨载荷的反复作用下，这些现

象对于裂纹扩展有非常大的影响，下文将会对这

些因素进行进一步的探讨。

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
0.0

0.1

0.2

θ/˚

y=2L

y=L

  a端
  b端

II

0
πK

P
L

α

图5 赫兹压力位于在位置对于K II的影响

4.2 裂纹深度对于K II的影响

当裂纹长度取为定值 ( )2c/L = 1 时，裂纹尖端应

力强度因子随着裂纹深度改变的变化趋势如图 6所
示。在次表面裂纹非常靠近自由表面的情况下，当

裂纹与自由表面平行时，裂纹尖端处应力集中程度

较大，裂纹容易从两端处发生扩展，造成表面的剥

离。随着裂纹深度的增加，裂纹尖端的应力强度因

子整体呈减小的趋势，说明裂纹的深度对于裂纹尖

端的应力强度因子影响较大。与裂纹非常靠近自

由表面不同的是，此时裂纹尖端处的应力强度因子

出现了截然不同的变化趋势：裂纹较浅时，裂纹 a端

容易扩展；而随着裂纹深度的增加，a端变得不容易

扩展，b端更容易扩展。即：裂纹离自由表面更近

时，裂纹容易往自由表面扩展；当裂纹深度达到一

定值时，裂纹容易往钢轨内部扩展。当裂纹与自由

表面垂直时，裂纹总是容易朝着一端扩展且与裂纹

的深度无关，裂纹容易扩展的方向跟裂纹与自由表

面的夹角有关。
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图6 裂纹深度对于K II的影响
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4.3 裂纹长度对于K II的影响

当裂纹的深度( )d/L = 2 为定值时，裂纹长度的改

变对于裂纹尖端应力强度因子的影响如图 7所示。

当裂纹沿着水平方向，赫兹压力在裂纹两端产生的应

力强度因子保持不变，裂纹尖端应力强度因子只与裂

纹的深度有关，裂纹的长度不会对裂纹尖端应力强度

因子产生影响，裂纹长度的改变不会引起裂纹尖端的

应力集中程度的变化。当裂纹与自由表面趋近于垂

直时，此时裂纹两端的应力强度因子变化趋势相反，

裂纹的一端应力集中比另外一端更加明显，裂纹更容

易向一端扩展。裂纹长度的增加会加剧裂纹一端的

应力集中程度，即裂纹越长越容易扩展。
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图7 裂纹长度对于K II的影响

5 结论

通过将轮轨载荷等效为赫兹压力，研究在不同

的工况下，赫兹压力位置、裂纹长度、裂纹深度和裂

纹与自由表面夹角之间的相互作用对于裂纹扩展

的影响，得出结论如下：

（1）将裂纹等效为均匀分布的位错，通过对裂

纹的理论求解，可以改变载荷的施加方式，得到更

为复杂的条件下，裂纹扩展与自由表面夹角之间的

关系。

（2）随着赫兹压力的移动，在裂纹深度和长度

取一定值时，赫兹压力离裂纹越远，裂纹尖端的应

力集中程度越小，裂纹越不容易扩展。

（3）在次表面裂纹非常靠近自由表面的情况

下，且裂纹与自由表面平行时，裂纹容易从两端处

发生扩展，造成表面的剥离。裂纹离自由表面更近

时，裂纹容易往自由表面扩展，当深度达到一定值

时，裂纹容易往钢轨内部扩展，裂纹长度的增加会

加剧裂纹一端的应力集中程度。
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Mechanical Behavior of Subsurface Crack with Arbitrary Angle by

Distributed Dislocation Method

LI Wenjun1, ZHANG Xuepeng2, JIANG Xiaoyu3

(School of Mechanics and Aerospace Engineering, Southwest Jiaotong University, Chengdu 611756, China)

Abstract: The mechanical properties of subsurface cracks in a semi-infinite plane under Hertz pressure are

solved by the distributed dislocation method. The original problem is decomposed into two subproblems by

superposition principle and the dislocation integral equation about the crack surface is established. Subproblem 1

is solved by the elastic Flamant solution, subproblem 2 adopts Gauss-Chebyshev numerical quadrature method to

obtain the relevant mechanical parameters on the crack surface. The effects of Hertz pressure position, crack

length, crack depth and the angle between crack and free surface on crack propagation are analyzed. The result

shows that the farther the Hertz pressure is from the crack, the smaller the stress concentration at the tip of the

crack, and the less likely the crack is to expand. When the crack is very close to and parallel to the free surface,

the crack easily spreads from both ends, causing the surface to peel off. When the crack is relatively close to the

free surface, the crack is easy to expand to the free surface, when the depth reaches a certain value, the crack is

easy to expand inside the rail, and the increase in the length of the crack will aggravate the stress concentration at

one end of the crack.

Key words: Hertz pressure; subsurface crack; distributed dislocation method; dislocation density; stress intensity

factor
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