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关于对偶对的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ平坦模及其维数

何东林，樊 亮

（陇南师范高等专科学校数信学院，甘肃 陇南 ７４２５００）

　　摘　要：基于Ｗａｎｇ等人引入的Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）平坦模的概念，利用环模理论和同调代数的方法，

研究了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）平坦模类 ＧＦ（ｘ，ｙ） 的稳定性，讨论了任意左 Ｒ模 Ｍ的 ＧＦ（ｘ，ｙ）投射维数

ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｍ）的若干性质，其中（ｘ，ｙ）是Ｒ模范畴的一个完备对偶对。证明了ｘ是模类ＧＦ（ｘ，ｙ）的生成

子和余生成子，且在左Ｒ模短正合列（ε）：０→Ｕ→Ｖ→Ｗ→０中各项的ＧＦ（ｘ，ｙ）投射维数之间存在着密

切的联系。结果表明：当（ｘ，ｙ）是一个完备对偶对，ＧＦ（ｘ，ｙ）是投射可解的，且Ｔｏｒ
Ｒ
ｉ≥１（ｙ，ｘ）＝０时，如果Ｖ

是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）平坦模，那么ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｗ）≤ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｕ）＋１；如果Ｕ是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）平坦

模，那么ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｖ）≤ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｗ）；如果Ｗ是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）平坦模且（ε）在函子ＨｏｍＲ（ｘ，－）

下正合，那么等式ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｕ）＝ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｖ）成立。

关键词：对偶对；Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）平坦模；维数；投射可解
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引 言

投射模、内射模和平坦摸是同调代数和环模理论的

主要研究对象。利用这３类模可以引入模的投射维数、

内射维数和平坦维数这３种同调不变量。１９６７年 Ａｕｓ

ｌａｎｄｅｒ和Ｂｒｉｄｇｅｒ［１］在双边 Ｎｏｅｔｈｅｒ环上引入了有限生成

模的另一个同调维数 Ｇ维数，来刻画 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ环上模

的相关性质。局部Ｎｏｅｔｈｅｒｉａｎ环 Ｒ，( )ｍ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ环

当且仅当ｋ＝Ｒ／ｍ具有有限的Ｇ维数，当且仅当所有有

限生成Ｒ模都具有有限Ｇ维数。１９９５年Ｅｎｏｃｈｓ和Ｊｅｎ

ｄａ［２］引入了一般环上的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模和 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ

内射模［２］，以及Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ平坦模［３］。２００４年Ｈｏｌｍ［４］在

任意环上提出了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模、内射模和平坦模及

其维数的概念，并对其性质进行了系统的讨论。称 Ｒ

模Ｍ是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模，如果存在一个完全投射分解

Ｐ＝…→Ｐ１→Ｐ０→Ｐ
０→Ｐ１→…使得Ｍｌｍ（Ｐ０→

Ｐ０），类似地可定义Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ内射模和Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ平坦

模，２００７年Ｂｅｎｎｉｓ和Ｍａｈｄｏｕ［５］研究了Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模

内射模和平坦模的一些特殊情况，并给出了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ

投射模、内射模和平坦模的一个简单刻画。左Ｒ模Ｍ是

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射的当且仅当它是强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模的

直和因子。近年来，仍有许多学者从事该方面的研

究［６１１］。特别地，Ｗａｎｇ等［１２］引入了关于对偶对 （ｘ，ｙ）

的Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ平坦模，并证明了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）平坦



模类具有很好的性质，例如 ＧＦ１（ｘ，ｙ） ＝ＧＦ
２
（ｘ，ｙ），其中

ＧＦ１（ｘ，ｙ） ＝ＧＦ（ｘ，ｙ）表示所有 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）平坦模组

成的类，ＧＦ２（ｘ，ｙ） ＝｛模Ｍ｜存在ｙＲ －正合的正合列…

→Ｇ１→Ｇ０→Ｇ
０→Ｇ１→…，其中Ｇｉ，Ｇ

ｉ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）｝。基

于以上研究背景，本文进一步讨论任意 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，

ｙ）平坦模类ＧＦ（ｘ，ｙ）的稳定性，以及任意模的ＧＦ（ｘ，ｙ）投

射维数，并研究左Ｒ模正合列（ε）：０→Ｕ→Ｖ→Ｗ→０

中各项的ＧＦ（ｘ，ｙ）投射维数之间的联系。

文中的环Ｒ均指有单位元的结合环，模指酉模。设

ｘ是一个左Ｒ模类，称ｘ是投射可解的，如果ｘ关于扩张

和满同态的核封闭且 Ｐ（Ｒ） ｘ，其中 Ｐ（Ｒ）表示投射

左Ｒ模类。设ｗ和ｘ是Ｒ模类且ｗｘ，称ｗ是ｘ的生

成子［１３］，如果对任意Ｘ∈ｘ都存在正合列０→Ｘ′→Ｗ→

Ｘ→０，其中Ｘ′∈ｘ且Ｗ∈ｗ。进而若对任意Ｘ∈ｘ和

Ｗ∈ｗ有Ｅｘｔｉ≥１Ｒ （Ｗ，Ｘ）＝０，则称生成子 ｗ是投射的。

对偶地可定义余生成子和内射余生成子。

１ 定义和引理

设ｘ是一个左Ｒ模类，ｙ是一个右Ｒ模类，Ｍ为任

意左Ｒ模。

定义１［１２］ 称 Ｍ是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）平坦模，如果

存在左Ｒ模正合列

Ｘ：…→Ｘ１→Ｘ０→Ｘ
０→Ｘ１→…，

其中Ｘｉ，Ｘ
ｉ∈ｘ，使得ＭＫｅｒ（Ｘ０→Ｘ１）且Ｘ在ｙ

Ｒ
－

下正合（即对任意Ｙ∈ｙ，Ｘ在函子Ｙ
Ｒ
－下正合）。

用ＧＦ（ｘ，ｙ）表示所有 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）平坦模组成

的类。

例１ （１）对任意Ｘ∈ｘ，有Ｘ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）。

（２）正合列 Ｘ的每个核、像及余核均是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ

（ｘ，ｙ）平坦模。

（３）如果ｘ是平坦左Ｒ模类Ｆ（Ｒ），ｙ是内射右Ｒ

模类Ｉ（Ｒ），则Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）平坦模就是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ

平坦模。

（４）如果ｘ是平坦左Ｒ模类Ｆ（Ｒ），那么Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ

（ｘ，ｙ）平坦模与Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｙ平坦模一致。

引理１［１２］ 设ＧＦ（ｘ，ｙ）关于扩张封闭，则以下条件等

价：

（１）Ｍ具有ｙ
Ｒ
－正合的ｘ余分解。

（２）Ｍ具有ｙ
Ｒ
－正合的ＧＦ（ｘ，ｙ）余分解。

定义２［１２］ 称 （ｘ，ｙ）是一个对偶对，如果满足以下

条件：

（１）Ｘ∈ ｘ当且仅当 Ｘ＋∈ ｙ，其中 Ｘ＋＝ＨｏｍＲ（Ｘ，

Ｑ／Ｚ）。

（２）ｙ关于直和因子和有限直和封闭。

进而，称对偶对（ｘ，ｙ）是完备的，如果Ｒ∈ｘ且ｘ关

于扩张及直和因子封闭。

引理２［１４］ 如果 （ｘ，ｙ）是一个完全对偶对，那么

Ｆ（Ｒ）ｘ且Ｉ（Ｒ）ｙ。

例２ （１）（Ｆｎ，Ｉｎ）是一个完备对偶对，其中 Ｆｎ是

平坦维数不超过 ｎ的左 Ｒ模组成的类，Ｉｎ是平坦维数

不超过ｎ的右Ｒ模组成的类。

（２）（Ｆｎ，ＦＩｎ）是一个完备对偶对，其中Ｆｎ是ＦＰ内

射维数不超过ｎ的右Ｒ模组成的类。

如果对任意Ｘ∈ｘ和Ｙ∈ｙ，有ＴｏｒＲｉ≥１（Ｙ，Ｘ）＝０，

则记ＴｏｒＲｉ≥１（ｙ，ｘ）＝０。如果存在正合列０→Ｇｎ→…→

Ｇ１→Ｇ０→Ｍ→０（其中Ｇｉ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）），则称Ｍ的ＧＦ（ｘ，ｙ）

投射维数ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｍ）≤ｎ，并记ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｍ）＝ｉｎｆ

｛ｎ｜ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｍ）≤ ｎ｝。否则称 Ｍ的 ＧＦ（ｘ，ｙ）投射

维数ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｍ）＝＋∞。

引理３［１２］ 设ＴｏｒＲｉ≥１（ｙ，ｘ）＝０且Ｐ（Ｒ）ｘ，则以

下条件等价：

（１）Ｍ是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）平坦模。

（２）对任意Ｙ∈ｙ有ＴｏｒＲｉ≥１（Ｙ，Ｍ）＝０且存在ｙＲ －

正合的正合列

０→Ｍ→Ｘ０→Ｘ１→…，其中Ｘｉ∈ｘ。

（３）存在左Ｒ模正合列０→Ｍ→Ｘ→Ｇ→０，其中

Ｘ∈ｘ且Ｇ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）。

引理４ 设ｗ是ｘ的余生成子且ｖ是ｙ的生成子，ｘ

和ｙ关于扩张封闭，０→Ｍ′→Ｍ→Ｍ″→０是Ｒ模正合

列，则以下说法成立：

（１）如果 ｗ关于直和因子封闭，Ｍ，Ｍ″∈ ｘ且

Ｅｘｔ１Ｒ（ｘ，Ｍ′）＝０，则Ｍ′∈ｗ。

（２）如果 ｖ关于直和因子封闭，Ｍ，Ｍ′∈ ｙ且

Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ″，ｙ）＝０，则Ｍ″∈ｖ。

证明 由文献［１２］中命题３．１易证。
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２ 主要结果

下文均假设ＴｏｒＲｉ≥１（ｙ，ｘ）＝０，Ｐ（Ｒ）ｘ且ＧＦ（ｘ，ｙ）

是投射可解的。

命题１ 对任意正整数 ｎ，都有 ＧＦ１（ｘ，ｙ） ＝ＧＦ
２
（ｘ，ｙ）

＝ＧＦ３（ｘ，ｙ） ＝…＝ＧＦ
ｎ
（ｘ，ｙ），其中ＧＦ

１
（ｘ，ｙ） ＝ＧＦ（ｘ，ｙ），当ｋ≥

２时，ＧＦｋ（ｘ，ｙ） ＝｛Ｍ｜存在ｙＲ －正合的正合列…→Ｇ１

→Ｇ０→Ｇ
０→Ｇ１→…，其中Ｇｉ，Ｇ

ｉ∈ＧＦｋ－１（ｘ，ｙ）｝。

证明 由例 １的（１）知，对任意 Ｘ∈ ｘ，有 Ｘ∈

ＧＦ（ｘ，ｙ）。可见ＧＦ
１
（ｘ，ｙ）ＧＦ

２
（ｘ，ｙ）。设Ｍ∈ＧＦ

２
（ｘ，ｙ），则由引

理３知，Ｍ∈ＧＦ１（ｘ，ｙ）当且仅当对任意Ｙ∈ｙ有Ｔｏｒ
Ｒ
ｉ≥１（Ｙ，

Ｍ）＝０且Ｍ具有ｙ
Ｒ
－正合的ＧＦ（ｘ，ｙ）余分解。又根

据引理１可得，Ｍ∈ ＧＦ１（ｘ，ｙ）当且仅当对任意 Ｙ∈ ｙ有

ＴｏｒＲｉ≥１（Ｙ，Ｍ）＝０且Ｍ具有ｙＲ －正合的ｘ余分解。可

见ＧＦ２（ｘ，ｙ）ＧＦ
１
（ｘ，ｙ），从而有ＧＦ

１
（ｘ，ｙ） ＝ＧＦ

２
（ｘ，ｙ）。

因为ＧＦ３（ｘ，ｙ）＝｛Ｍ｜存在ｙＲ －正合的正合列…→

Ｇ１→Ｇ０→ Ｇ
０→ Ｇ１→ …，其中 Ｇｉ，Ｇ

ｉ∈ ＧＦ２（ｘ，ｙ）｝，且

ＧＦ１（ｘ，ｙ） ＝ＧＦ
２
（ｘ，ｙ），所以ＧＦ

３
（ｘ，ｙ） ＝｛Ｍ｜存在ｙＲ －正合

的正合列…→Ｇ１→Ｇ０→Ｇ
０→Ｇ１→…，其中Ｇｉ，Ｇ

ｉ∈

ＧＦ１（ｘ，ｙ）｝。从而有ＧＦ
２
（ｘ，ｙ） ＝ＧＦ

３
（ｘ，ｙ）。依此类推，可得对任

意正整数 ｎ，都有 ＧＦ１（ｘ，ｙ） ＝ＧＦ
２
（ｘ，ｙ） ＝ＧＦ

３
（ｘ，ｙ） ＝…

＝ＧＦｎ（ｘ，ｙ）。

命题２ 设 （ｘ，ｙ）是一个完全对偶对，则以下条件

等价：

（ｉ）Ｍ是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）平坦模。

（ｉｉ）对任意Ｙ∈ｙ，有ＴｏｒＲｉ≥１（Ｙ，Ｍ）＝０且存在ｙＲ
－正合的正合列

０→Ｍ→Ｘ０→Ｘ１→…，其中Ｘｉ∈ｘ。

（ｉｉｉ）ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｍ）有限且对任意 Ｙ∈ ｙ有

ＴｏｒＲｉ≥１（Ｙ，Ｍ）＝０。

（ｉｖ）存在ｙ
Ｒ
－正合的正合列０→Ｇ→Ｘ→Ｍ→０，

其中Ｘ∈ｘ且Ｇ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）。

（ｖ）存在左Ｒ模正合列０→Ｍ→Ｘ′→Ｇ′→０，其中

Ｘ′∈ｘ且Ｇ′∈ＧＦ（ｘ，ｙ）。

证明 （ｉ）（ｉｉ）（ｖ）由引理３易证。

（ｉ）（ｉｖ）设Ｍ是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）平坦模，则由

定义１知存在左Ｒ模正合列

Ｘ：…→Ｘ１→Ｘ０→Ｘ
０→Ｘ１→…，其中Ｘｉ，Ｘ

ｉ∈ｘ，

使得ＭＫｅｒ（Ｘ０→Ｘ１）且Ｘ在ｙ
Ｒ
－下正合。令Ｇ

Ｋｅｒ（Ｘ０→Ｘ
０）且Ｘ＝Ｘ０，则正合列０→Ｇ→Ｘ→Ｍ→

０是ｙ
Ｒ
－正合的，其中Ｘ∈ｘ。又由例１的（２）知Ｇ∈

ＧＦ（ｘ，ｙ）。

（ｉｖ）（ｉｉｉ）因为对任意Ｘ∈ｘ，有Ｘ∈ＧＦ（ｘ，ｙ），所

以ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｍ）有限。对任意 Ｙ∈ ｙ，由引理 ３知

ＴｏｒＲｉ≥１（Ｙ，Ｇ）＝０且Ｔｏｒ
Ｒ
ｉ≥１（Ｙ，Ｘ）＝０。用函子ＹＲ －作

用于正合列０→Ｇ→Ｘ→Ｍ→０可得长正合列

… → ＴｏｒＲ２（Ｙ，Ｍ）→ Ｔｏｒ
Ｒ
１（Ｙ，Ｇ）→ Ｔｏｒ

Ｒ
１（Ｙ，Ｘ）→

ＴｏｒＲ１（Ｙ，Ｍ）→ＹＲＧ→… （１）

可见，ＴｏｒＲｉ≥２（Ｙ，Ｍ）＝０。又因为正合列０→Ｇ→Ｘ

→ Ｍ→ ０是 ｙ
Ｒ
－正合的且 ＴｏｒＲ１（Ｙ，Ｘ）＝０，所以

ＴｏｒＲ１（Ｙ，Ｍ）＝０。因此Ｔｏｒ
Ｒ
ｉ≥１（Ｙ，Ｍ）＝０。

（ｉｉｉ）（ｉ）设正合列０→Ｇ→Ｘ→Ｍ→０是ｙ
Ｒ
－

正合的，其中Ｘ∈ｘ且Ｇ∈ ＧＦ（ｘ，ｙ），根据定义１易知 Ｍ

是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）平坦模。

定理１ 设（ｘ，ｙ）是一个完全对偶对，（ε）：０→ Ｕ

→Ｖ→Ｗ→０是左Ｒ模正合列，则

（ｉ）如果Ｕ，Ｗ∈ＧＦ（ｘ，ｙ），那么Ｖ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）。

（ｉｉ）如果 Ｕ，Ｖ∈ ＧＦ（ｘ，ｙ） 且对任意 Ｙ∈ ｙ有

ＴｏｒＲｉ≥１（Ｙ，Ｗ）＝０，那么Ｗ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）。

（ｉｉｉ）如果Ｖ，Ｗ∈ＧＦ（ｘ，ｙ），那么Ｕ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）。

证明 （ｉ）设Ｕ，Ｗ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）。因为ＧＦ（ｘ，ｙ）是投射可

解的，由文献［１２］中命题２．１２知，ＧＦ（ｘ，ｙ）关于扩张封

闭，所以Ｖ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）。

（ｉｉ）设Ｕ，Ｖ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）且对任意Ｙ∈ｙ有Ｔｏｒ
Ｒ
ｉ≥１（Ｙ，

Ｗ）＝０。根据文献［１２］中命题２．１５可得Ｗ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）。

（ｉｉｉ）设Ｖ，Ｗ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）。由Ｖ是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）平

坦模及命题２可知，存在正合列０→Ｇ→Ｘ→Ｖ→０，其

中Ｘ∈ｘ且Ｇ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）。构造拉回图，如图１所示。

在正合列０→Ｈ→ Ｘ→ Ｗ→０中，Ｘ∈ ｘ且 Ｗ∈

ＧＦ（ｘ，ｙ）。根据命题１可得Ｈ是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）平坦模。

对任意Ｙ∈ｙ，用函子Ｙ
Ｒ
－作用于图１中第一列正合

列可得长正合列

… → ＴｏｒＲ１（Ｙ，Ｇ）→ Ｔｏｒ
Ｒ
１（Ｙ，Ｈ）→ Ｔｏｒ

Ｒ
１（Ｙ，Ｕ）→

ＴｏｒＲ２（Ｙ，Ｇ）→… （２）
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图１ Ｕ→Ｖ与Ｘ→Ｖ的拉回图

又因为Ｈ，Ｇ∈ＧＦ（ｘ，ｙ），由命题１知Ｔｏｒ
Ｒ
１（Ｙ，Ｈ）＝０

＝ＴｏｒＲ２（Ｙ，Ｇ）。根据文献［１２］中命题 ２．１５可得 Ｕ∈

ＧＦ（ｘ，ｙ）。

定理２ 设（ｘ，ｙ）是一个完全对偶对，（ε）：０→ Ｕ

→Ｖ→Ｗ→０是左Ｒ模正合列，则

（ｉ）如果 Ｖ∈ ＧＦ（ｘ，ｙ），那 么 ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｗ）≤

ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｕ）＋１。

（ｉｉ）如果 Ｕ∈ ＧＦ（ｘ，ｙ），那么 ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｖ）≤

ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｗ）。

证明 （ｉ）设Ｖ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）。若ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｕ）＝＋∞，

则ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｗ）≤ ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｕ）＋１显然成立。若

ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｕ）＜＋∞，不妨设ｘＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｕ）＝ｎ，则

存在长度为ｎ的正合列

０→Ｇｎ→…→Ｇ１→Ｇ０→Ｕ→０ （３）

其中Ｇｉ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）（ｉ＝０，１，…，ｎ）。将式（３）与（ε）拼

接可得正合列

０→Ｇｎ→…→Ｇ１→Ｇ０→Ｖ→Ｗ→０ （４）

其中Ｇｉ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）且Ｖ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）。从而ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｗ）≤

ｎ＋１＝ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｕ）＋１。

（ｉｉ）设Ｕ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）。若ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｗ）＝＋∞，则不

等式显然成立。若 ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｗ） ＜＋∞，不妨设

ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｗ）＝ｍ，由文献［１２］中定理２．１６知，存在

正合列 ０→ Ｋ０ → Ｘ０ → Ｗ→ ０，其中 Ｘ０ ∈ ｘ且

ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｋ０）＝ｍ－１。构造拉回图，如图２所示。

在中间行正合列０→Ｕ→Ｈ→Ｘ０→０中，Ｕ，Ｘ０∈

ＧＦ（ｘ，ｙ）且ＧＦ（ｘ，ｙ）关于扩张封闭，可见Ｈ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）。又因

为图 ２中间列正合列 ０→ Ｋ０ → Ｈ→ Ｖ→ ０中，

ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｋ０）＝ｍ－１，所以ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｖ）≤ｍ－１＋

１＝ｍ，即ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｖ）≤ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｗ）。

定理３ 设（ｘ，ｙ）是一个完全对偶对，（ε）：０→ Ｕ

图２ Ｖ→Ｗ与Ｘ０→Ｗ的拉回图

→Ｖ→Ｗ→０是左Ｒ模正合列，如果Ｗ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）且（ε）

在 ＨｏｍＲ（ｘ， －）下 正 合，那 么 ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｕ） ＝

ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｖ）。

证明 设Ｗ∈ ＧＦ（ｘ，ｙ）且 （ε）在 ＨｏｍＲ（ｘ，－）下正

合。

先证不等式 ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｕ）≤ ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｖ）。若

ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｖ） ＝＋ ∞，则 不 等 式 显 然 成 立。若

ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｖ）＜＋∞，不妨设 ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｖ）＝ｎ。当

ｎ＝０时，Ｖ是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）平坦模。由 Ｗ ∈

ＧＦ（ｘ，ｙ）及定理１可知，Ｕ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）。可见ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｕ）

＝０≤ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｖ），不等式成立。当ｎ≥０时，存在长

度为ｎ的正合列

０→Ｇｎ→Ｘｎ－１→…→Ｘ１→Ｘ０→Ｖ→０ （５）

其中Ｘｉ∈ｘ且Ｇｎ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）。令Ｋ０ ＝Ｋｅｒ（Ｘ０→Ｖ），显

然ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｋ０）＝ｎ－１。构造拉回图，如图３所示。

图３ Ｕ→Ｖ与Ｘ０→Ｖ的拉回图

在正合列０→Ｈ→Ｘ０→Ｗ→０中，Ｘ０∈ｘ且Ｗ∈

ＧＦ（ｘ，ｙ），由命题１可得Ｈ∈ ＧＦ（ｘ，ｙ）。考虑图３中第一列

正合列０→Ｋ０→Ｈ→Ｕ→０，因为ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｋ０）＝ｎ

－１且Ｈ∈ＧＦ（ｘ，ｙ），所以ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｕ）≤ｎ－１＋１＝ｎ，

即ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｕ）≤ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｖ）。

再 证 ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｖ） ≤ ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｕ）。 若

ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｕ） ＝＋ ∞，则 不 等 式 显 然 成 立。若

ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｕ）＜＋∞，不妨设ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｕ）＝ｍ。对ｍ

６８ 四川轻化工大学学报（自然科学版）　　　　　 　　　　　　　２０２０年８月



用数学归纳法，当ｍ＝０时，由 ＧＦ（ｘ，ｙ）关于扩张封闭易

知ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｖ）＝０，可见结论成立。假设结论对于

ｍ１成立，下面讨论对于ｍ的情形。由文献［１２］中定理

２．１６知，存在长度为ｍ的正合列

０→Ｇ′ｍ→Ｘ′ｍ－１→…→Ｘ′１→Ｘ′０→Ｕ→０（６）

其中Ｘ′ｉ∈ｘ且Ｇ′ｍ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）。令Ｋ′０ ＝Ｋｅｒ（Ｘ′０→Ｕ），

则 ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｋ′０）＝ｍ－１。由Ｗ∈ＧＦ（ｘ，ｙ）知存在正合

列０→ Ｋ″０→ Ｘ″０→ Ｗ→ ０，其中 Ｘ″０∈ ｘ且 Ｋ″０∈

ＧＦ（ｘ，ｙ）。又因为正合列 （ε）在 ＨｏｍＲ（ｘ，－）下正合，所

以可构造交换图，如图４所示。

图４ 交换图

在 正 合 列 ０→ Ｋ′０ → Ｎ → Ｋ″０ → ０中，

ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｋ′０）＝ｍ－１。由归纳假设知，ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｎ）

≤ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｋ′０）＝ｍ－１。考虑上图中间列正合列０→

Ｎ→ Ｘ′０ !

Ｘ″０ → Ｖ→ ０，由 Ｘ′０ !

Ｘ″０ ∈ ｘ可得

ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｖ）≤ｍ－１＋１＝ｍ＝ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｕ）。可见

结论对于ｍ也成立。

综上所述，ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｕ）＝ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｖ）。

定理 ４ 设 （ｘ，ｙ）是一个完全对偶对，则 ｘ是

ＧＦ（ｘ，ｙ）的生成子和余生成子。

证明 对任意左 Ｒ模 Ｍ∈ ＧＦ（ｘ，ｙ），根据定义３可

得，存在左Ｒ模正合列

Ｘ：…→Ｘ１→Ｘ０→Ｘ
０→Ｘ１→…， （７）

其中Ｘｉ，Ｘ
ｉ∈ｘ，使得ＭＫｅｒ（Ｘ０→Ｘ１）且Ｘ在ｙ

Ｒ
－

下正合（即对任意Ｙ∈ｙ，Ｘ在函子Ｙ
Ｒ
－下正合）。令

Ｍ′Ｋｅｒ（Ｘ０→Ｘ
０）且Ｍ″Ｋｅｒ（Ｘ１→Ｘ２），则有两个

短正合列

０→Ｍ′→Ｘ０→Ｍ→０和０→Ｍ→Ｘ
０→Ｍ″→０，其

中Ｘ０，Ｘ
０∈ ｘ。又由例 １中（２）可知，Ｍ′∈ ＧＦ（ｘ，ｙ）且

Ｍ″∈ＧＦ（ｘ，ｙ）。因此ｘ是ＧＦ（ｘ，ｙ）的生成子和余生成子。

推论１ 设 （ｘ，ｙ）是一个完全对偶对，０→ Ｍ′→

Ｍ→Ｍ″→０是Ｒ模正合列，则

（１）如果Ｍ，Ｍ″∈ＧＦ（ｘ，ｙ）且Ｅｘｔ
１
Ｒ（ＧＦ（ｘ，ｙ），Ｍ′）＝０，

则Ｍ′∈ｘ。

（２）如果Ｍ，Ｍ′∈ＧＦ（ｘ，ｙ）且Ｅｘｔ
１
Ｒ（Ｍ″，ＧＦ（ｘ，ｙ））＝０，

则Ｍ″∈ｘ。

证明 根据定理４、引理４以及完备对偶对的定义

可证。

３ 结束语

利用环模理论和同调代数的方法，研究了 Ｇｏｒｅｎ

ｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）平坦模类ＧＦ（ｘ，ｙ）的稳定性，以及任意左 Ｒ

模Ｍ的ＧＦ（ｘ，ｙ）投射维数。证明了ｘ是模类ＧＦ（ｘ，ｙ）的生

成子和余生成子。结果表明：当（ｘ，ｙ）是一个完备对偶

对，ＧＦ（ｘ，ｙ）是投射可解的且Ｔｏｒ
Ｒ
ｉ≥１（ｙ，ｘ）＝０时，任意左

Ｒ模短正合列（ε）：０→Ｕ→Ｖ→Ｗ→０中各项的Ｇｏｒｅｎ

ｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）平坦维数之间的具有密切联系。从而补充

了Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ同调代数中的相关理论，并进一步完善了

对Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ模类及其维数后续问题的研究，具有一定

的理论价值。
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０ｏｆｌｅｆｔＲｍｏｄｕｌｅｓ．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｉｎｄｉｃａｔｅｔｈａｔ：ｉｆＶｉｓａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）ｆｌａｔｍｏｄｕｌｅ，ｔｈｅｎＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｗ）≤

ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｕ）＋１；ｉｆＵｉｓａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）ｆｌａｔｍｏｄｕｌｅ，ｔｈｅｎＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｖ）≤ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｗ）；ｉｆＷｉｓａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，

ｙ）ｆｌａｔｍｏｄｕｌｅａｎｄ（ε）ｉｓｅｘａｃｔｕｎｄｅｒｔｈｅｆｕｎｃｔｏｒＨｏｍＲ（ｘ，－），ｔｈｅｎｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｕ）＝ＧＦ（ｘ，ｙ）ｐｄ（Ｖ）ｈｏｌｄｓ，

ｗｈｅｎ（ｘ，ｙ）ｉｓａｐｅｒｆｅｃｔｄｕａｌｉｔｙｐａｉｒ，ＧＦ（ｘ，ｙ）ｉｓｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｌｙｒｅｓｏｌｖｉｎｇａｎｄＴｏｒ
Ｒ
ｉ≥１（ｙ，ｘ）＝０．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｄｕａｌｉｔｙｐａｉｒｓ；Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ（ｘ，ｙ）ｆｌａｔｍｏｄｕｌｅｓ；ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ；ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｌｙｒｅｓｏｌｖｉｎｇ

８８ 四川轻化工大学学报（自然科学版）　　　　　 　　　　　　　２０２０年８月




