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Ｓｉｌｔｉｎｇ模的一个推广

何东林，李煜彦

（陇南师范高等专科学校数信学院，甘肃 陇南 ７４２５００）

　　摘　要：基于ＡｎｇｅｌｅｒｉＨüｇｅｌ等人提出的ｓｉｌｔｉｎｇ模的概念，以及 Ｂｒｅａｚ等人对 ｓｉｌｔｉｎｇ模生成的 ｔｏｒｓｉｏｎ

类的研究，给出了ｎｓｉｌｔｉｎｇ模的定义。称左 Ｒ模 Ｔ是 ｎｓｉｌｔｉｎｇ模，如果存在正合列 Ｐｎ＋１→
σ

Ｐｎ→ … →

Ｐ２→Ｐ１→Ｔ→０，其中Ｐｉ（１≤ｉ≤ｎ＋１）为投射模，且Ｐｒｅｓ
ｎ（Ｔ）＝Ｄσ。ｎｓｉｌｔｉｎｇ模是ｓｉｌｔｉｎｇ模的一个

推广，１ｓｉｌｔｉｎｇ模与ｓｉｌｔｉｎｇ模是一致的。利用环模理论和同调代数的方法，研究了ｎｓｉｌｔｉｎｇ模的若干性质

和等价刻画，得出当 Ｔ是 ｎｓｉｌｔｉｎｇ模时，Ｐｒｅｓｎ（Ｔ）＝Ｇｅｎ（Ｔ）＝Ｄσ Ｔ
⊥ｉ≥ｎ成立，其中 Ｄσ ＝｛Ｘ∈

ＲＭｏｄＨｏｍＲ（σ，Ｘ）是满同态｝。并讨论了ｎｓｉｌｔｉｎｇ模与ｎｔｉｌｔｉｎｇ模之间的关系，结果表明，如果存在左

Ｒ模正合列０→Ｐｎ＋１→
σ

Ｐｎ→…→Ｐ２→Ｐ１→Ｔ→０且ＤσＴ
⊥ｉ≥１，其中Ｐｉ（１≤ｉ≤ｎ＋１）为投射模，

那么以下说法等价：（１）Ｔ是ｎｓｉｌｔｉｎｇ模；（２）Ｔ是ｎｔｉｌｔｉｎｇ模。

关键词：ｓｉｌｔｉｎｇ模；ｎｓｉｌｔｉｎｇ模；ｎｔｉｌｔｉｎｇ模；正合列
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引 言

倾斜理论作为Ａｒｔｉｎ代数表示论中重要的研究课题

之一，受到许多作者的关注［１５］。

Ｃｏｌｐｉ等［６］给出了１ｔｉｌｔｉｎｇ模（未必有限生成）的一

个等价刻画：Ｔ是１ｔｉｌｔｉｎｇ模当且仅当 Ｇｅｎ（Ｔ）＝Ｔ⊥１，

其中Ｇｅｎ（Ｔ）表示由模Ｔ生成的模类。Ｂａｚｚｏｎｉ［７］将其推

广，得到了ｎｔｉｌｔｉｎｇ模的一个等价刻画：Ｔ是ｎｔｉｌｔｉｎｇ模

当且仅当Ｐｒｅｓｎ（Ｔ）＝Ｔ⊥ｉ≥１，其中Ｐｒｅｓｎ（Ｔ）表示由模Ｔｎ

表示的模类。为了研究 Ｄｙｎｋｉｎ箭图表示的有界导出范

畴的τ结构，Ｋｅｌｌｅｒ等［８］引入了 ｓｉｌｔｉｎｇ复形的概念。在

此基础上，２０１４年 ＡｎｇｅｌｅｒｉＨüｇｅｌ等［９］给出 ｓｉｌｔｉｎｇ模的

定义，并证明Ｔ是１ｔｉｌｔｉｎｇ模，等价于 Ｔ是具有正合列０

→Ｐ２→Ｐ１→Ｔ→０的ｓｉｌｔｉｎｇ模，其中Ｐ１，Ｐ２为投射模。

２０１８年 Ｂｒｅｚａ等［１０］研究了 ｓｉｌｔｉｎｇ模生成的 ｔｏｒｓｉｏｎ类。

Ｍａｒｋｓ等［１１］讨论了导出范畴的 ｓｉｌｔｉｎｇ模和 ｃｏｓｉｌｔｉｎｇ模。

Ｈüｇｅｌ［１２］研究了ｓｉｌｔｉｎｇ模的数量。２０１９年Ｍａｒｋｓ等［１３］又

讨论了通过ｓｉｌｔｉｎｇ模的广泛局部化。因此，可考虑ｓｉｌｔｉｎｇ

模的一个推广—ｎｓｉｌｔｉｎｇ模，研究其性质和等价刻画，并

讨论ｎｓｉｌｔｉｎｇ模与ｎｔｉｌｔｉｎｇ模之间的关系。

文中的环Ｒ均指有单位元的结合环，所有模均指有

单位元的酉左 Ｒ模。用 ＲＭｏｄ表示左 Ｒ模范畴，

ＡｄｄＲ（Ｔ）表示同构于 Ｔ的拷贝直和的直和因子的模组

成的类［１４］。记Ｐｒｅｓｎ（Ｔ）＝｛Ｍ∈ＲＭｏｄ｜存在正合列

Ｔｎ＋１→…→Ｔ２→Ｔ１→Ｍ→０，其中Ｔｉ∈ＡｄｄＲ（Ｔ）（１≤

ｉ≤ｎ＋１）｝。显然Ｐｒｅｓ１（Ｔ）＝Ｇｅｎ（Ｔ）。记Ｔ⊥ｉ ＝｛Ｎ∈



ＲＭｏｄ｜ＥｘｔｉＲ（Ｔ，Ｎ）＝０｝，Ｔ
⊥ｉ≥ｎ ＝｛Ｎ∈ＲＭｏｄ｜对任意

ｉ≥ｎ，有ＥｘｔｉＲ（Ｔ，Ｎ）＝０｝（参见［１５］）。设σ：Ｕ→Ｖ是

左 Ｒ模同态，记 Ｄσ ＝｛Ｘ∈ ＲＭｏｄ｜ＨｏｍＲ（σ，Ｘ）：

ＨｏｍＲ（Ｖ，Ｘ）→ＨｏｍＲ（Ｕ，Ｘ）为满同态｝。

１ 定义和引理

定义１［９］ 称左Ｒ模Ｔ是ｓｉｌｔｉｎｇ模，如果存在正合列

Ｐ２→
σ

Ｐ１→ Ｔ→ ０且 Ｇｅｎ（Ｔ）＝Ｄσ，其中 Ｐ１，Ｐ２为投

射模。

定义２［７］ 称左Ｒ模Ｔ是ｎｔｉｌｔｉｎｇ模，如果以下条件

成立：

（１）ｐｄＲ（Ｔ）≤ｎ，其中ｐｄＲ（Ｔ）表示模Ｔ的投射维数；

（２）对任意基数ｋ，都有ＥｘｔｉＲ（Ｔ，Ｔ
（ｋ））＝０；

（３）存在正合列０→Ｒ→Ｔ１→Ｔ２…→Ｔｎ＋１→０，其

中Ｔ１∈ＡｄｄＲ（Ｔ）（１≤ｉ≤ｎ＋１）。

引理１［７］ 设Ｔ是左Ｒ模，则以下条件等价：

（１）Ｔ是ｎｔｉｌｔｉｎｇ模；

（２）Ｐｒｅｓｎ（Ｔ）＝Ｔ⊥ｉ≥１。

引理２［９］ 设Ｔ是左Ｒ模，则以下条件等价：

（１）Ｔ是１ｔｉｌｔｉｎｇ模；

（２）Ｔ是ｓｉｌｔｉｎｇ模且存在正合列０→Ｐ２→
σ

Ｐ１→Ｔ→

０，其中Ｐ１，Ｐ２为投射模。

下面引入ｎｓｉｌｔｉｎｇ模的概念。

定义３ 称左Ｒ模 Ｔ是 ｎｓｉｌｔｉｎｇ模，如果存在正合

列

Ｐｎ＋１→
σ

Ｐｎ→…→Ｐ２→Ｐ１→Ｔ→０，

其中Ｐｉ（１≤ｉ≤ｎ＋１）为投射模，且Ｐｒｅｓ
ｎ（Ｔ）＝Ｄσ。

显然１ｓｉｌｔｉｎｇ模就是ｓｉｌｔｉｎｇ模。

２ 主要结果

命题１ 如果Ｔ是 ｎｓｉｌｔｉｎｇ模，那么 Ｇｅｎ（Ｔ） Ｄσ

Ｔ⊥ｎ。

证明 设Ｔ是ｎｓｉｌｔｉｎｇ模，则存在正合列

Ｐｎ＋１→
σ

Ｐｎ→…→Ｐ２→Ｐ１→Ｔ→０， （１）

其中Ｐｉ（１≤ｉ≤ｎ＋１）为投射模，且Ｐｒｅｓ
ｎ（Ｔ）＝Ｄσ。

先证Ｇｅｎ（Ｔ）Ｄσ。对任意 Ｍ∈ Ｇｅｎ（Ｔ），存在满

同态 α：Ｔ（Ｉ）→ Ｍ，其中 Ｉ为集合。对任意同态 ｆ∈

ＨｏｍＲ（Ｐｎ＋１，Ｍ），由Ｐｎ＋１是投射模及α是满同态知，存在同

态ｇ∈ＨｏｍＲ（Ｐｎ＋１，Ｔ
（Ｉ））使得ｆ＝αｇ。因为Ｔ（Ｉ）∈Ｐｒｅｓｎ（Ｔ）

＝Ｄσ，所以存在同态ｈ∈ＨｏｍＲ（Ｐｎ，Ｔ
（Ｉ）），使得ｇ＝ｈσ。令

β＝αｈ，则ｆ＝αｇ＝αｈσ＝βσ，即下图可交换

图１ ｆ＝βσ的交换图

可见Ｍ∈Ｄσ。由Ｍ的任意性知Ｇｅｎ（Ｔ）Ｄσ。

再证ＤσＴ
⊥ｎ。将同态σ：Ｐｎ＋１→Ｐｎ分解为满同态

π：Ｐｎ＋１→ｌｍσ和包含同态λ：ｌｍσ→Ｐｎ。令Ｃ＝Ｃｏｋｅｒσ，

对任意模Ｎ∈Ｄσ，用函子ＨｏｍＲ（－，Ｎ）作用于正合列

０→Ｃ→Ｐｎ－１→…→Ｐ２→Ｐ１→Ｔ→０， （２）

由维数转移公式可得Ｅｘｔ１Ｒ（Ｃ，Ｎ）Ｅｘｔ
ｎ
Ｒ（Ｔ，Ｎ）。考虑短

正合列０→ｌｍσ→Ｐｎ→Ｃ→０，用函子ＨｏｍＲ（－，Ｎ）作

用可得如下长正合列

０→ＨｏｍＲ（Ｃ，Ｎ）→ＨｏｍＲ（Ｐｎ，Ｎ）→ＨｏｍＲ（Ｉｍσ，Ｎ）

→Ｅｘｔ１Ｒ（Ｃ，Ｎ）→０ （３）

对任意ξ∈ＨｏｍＲ（ｌｍσ，Ｎ），由Ｎ∈Ｄσ易得如下交换图

图２ ησ＝ξπ的交换图

即存在同态η∈ＨｏｍＲ（Ｐｎ，Ｎ），使得ησ＝ξπ。而σ＝

λπ，可见ηλπ＝ξπ。因为π为满同态且满同态右可消，

所以ξ＝ηλ。从而ＨｏｍＲ（Ｐｎ，Ｎ）→ＨｏｍＲ（ｌｍσ，Ｎ）为满

同态且Ｅｘｔ１Ｒ（Ｃ，Ｎ）＝０。因此Ｅｘｔ
ｎ
Ｒ（Ｔ，Ｎ）＝０。由Ｎ的

任意性知，ＤσＴ
⊥ｎ。

综上所述，Ｇｅｎ（Ｔ）ＤσＴ
⊥ｎ成立。

例１ 设左Ｒ模 Ｔ是 ｓｉｌｔｉｎｇ模，则有 Ｇｅｎ（Ｔ）＝Ｄσ

Ｔ⊥１成立。

证明 因为左Ｒ模Ｔ是ｓｉｌｔｉｎｇ模，即１ｓｉｌｔｉｎｇ模。根

据命题１可得，Ｇｅｎ（Ｔ）＝ＤσＴ
⊥１显然成立。
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定理１ 设Ｔ是左Ｒ模，０→Ｐｎ＋１→
σ

Ｐｎ→…→Ｐ２→

Ｐ１→Ｔ→０是左Ｒ模正合列且ＤσＴ
⊥ｉ≥１，其中Ｐｉ（１≤

ｉ≤ｎ＋１）为投射模。如果Ｔ是ｎｔｉｌｔｉｎｇ模，那么Ｔ是ｎ

ｓｉｌｔｉｎｇ模。

证明 设 Ｔ是 ｎｔｉｌｔｉｎｇ模，则由引理１知 Ｐｒｅｓｎ（Ｔ）

＝Ｔ⊥ｉ≥１。

先证 Ｐｒｅｓｎ（Ｔ） Ｄσ。对任意 Ｍ∈ Ｐｒｅｓ
ｎ（Ｔ）

Ｇｅｎ（Ｔ），存在满同态α：Ｔ（Ｉ）→Ｍ，其中Ｉ为集合。对任

意ｆ∈ＨｏｍＲ（Ｐｎ＋１，Ｍ），由Ｐｎ＋１是投射模及 α是满同态

知，存在同态 β∈ ＨｏｍＲ（Ｐｎ＋１，Ｔ
（Ｉ））使得 ｆ＝αβ。因为

Ｔ（Ｉ）∈Ｐｒｅｓｎ（Ｔ）＝Ｔ⊥ｉ≥１，所以存在同态γ∈ＨｏｍＲ（Ｐｎ，

Ｔ（Ｉ）），使得β＝γσ。不妨令ｇ＝αγ，则ｇ∈ＨｏｍＲ（Ｐｎ，Ｍ）

且ｆ＝ｇσ。可见ＨｏｍＲ（Ｐｎ＋１，Ｍ）→ＨｏｍＲ（Ｐｎ，Ｍ）为满同态。

从而Ｍ∈Ｄσ。由Ｍ的任意性可知，Ｐｒｅｓ
ｎ（Ｔ）Ｄσ。

再证ＤσＰｒｅｓ
ｎ（Ｔ）。由假设知ＤσＴ

⊥ｉ≥１。又因为

Ｐｒｅｓｎ（Ｔ）＝Ｔ⊥ｉ≥１，所以ＤσＰｒｅｓ
ｎ（Ｔ）。

因此Ｔ是ｎｓｉｌｔｉｎｇ模。

定理２ 设Ｔ是左Ｒ模，０→Ｐｎ＋１→
σ

Ｐｎ→…→Ｐ２→

Ｐ１→Ｔ→０是左Ｒ模正合列且ＤσＴ
⊥ｉ≥１，其中Ｐｉ（１≤

ｉ≤ｎ＋１）为投射模。如果Ｔ是ｎｓｉｌｔｉｎｇ模，那么Ｔ是ｎ

ｔｉｌｔｉｎｇ模。

证明 设Ｔ是 ｎｓｉｌｔｉｎｇ模，则由引理１知 Ｐｒｅｓｎ（Ｔ）

＝Ｄσ。先证Ｔ
⊥ｉ≥１Ｄσ。对任意Ｎ∈Ｔ

⊥ｉ≥１，有Ｅｘｔｉ≥１Ｒ （Ｔ，

Ｎ）＝０。令Ｃ＝Ｃｏｋｅｒσ，用ＨｏｍＲ（－，Ｎ）作用于短正合

列０→Ｐｎ＋１→Ｐｎ→Ｃ→０可得长正合列

０→ＨｏｍＲ（Ｃ，Ｎ）→ＨｏｍＲ（Ｐｎ，Ｎ）→ＨｏｍＲ（Ｐｎ＋１，Ｎ）

→Ｅｘｔ１Ｒ（Ｃ，Ｎ）→０ （４）

由维数转移公式得Ｅｘｔ１Ｒ（Ｃ，Ｎ）Ｅｘｔ
ｎ
Ｒ（Ｔ，Ｎ）＝０。可见

ＨｏｍＲ（Ｐｎ＋１，Ｎ）→ ＨｏｍＲ（Ｐｎ，Ｎ） 为 满 同 态。从 而

Ｎ∈Ｄσ。由Ｎ的任意性知，Ｔ
⊥ｉ≥１Ｄσ。由假设知 Ｄσ

Ｔ⊥ｉ≥１。可见等式Ｐｒｅｓｎ（Ｔ）＝Ｄσ ＝Ｔ
⊥ｉ≥１成立。根据引理

１可得，Ｔ是ｎｔｉｌｔｉｎｇ模。

定理３ 设Ｔ是左Ｒ模，０→Ｐｎ＋１→
σ

Ｐｎ→…→Ｐ２→

Ｐ１→Ｔ→０是左Ｒ模正合列且ＤσＴ
⊥ｉ≥１，其中Ｐｉ（１≤

ｉ≤ｎ＋１）为投射模。则以下条件等价：

（１）Ｔ是ｎｔｉｌｔｉｎｇ模；

（２）Ｔ是ｎｓｉｌｔｉｎｇ模。

证明 由定理１和定理２易证。

例２ 设Ｔ是ｎｓｉｌｔｉｎｇ模且对应的 σ为单同态，求

证Ｐｒｅｓｎ（Ｔ）＝Ｇｅｎ（Ｔ）＝ＤσＴ
⊥ｉ≥ｎ。

证明 Ｐｒｅｓｎ（Ｔ）Ｇｅｎ（Ｔ）显然成立。由命题１知，

Ｇｅｎ（Ｔ） Ｄσ Ｔ
⊥ｎ。又因为 Ｔ是 ｎｓｉｌｔｉｎｇ模，所以

Ｐｒｅｓｎ（Ｔ）＝Ｄσ。从而Ｐｒｅｓ
ｎ（Ｔ）＝Ｇｅｎ（Ｔ）＝ＤσＴ

⊥ｎ。

下证ＤσＴ
⊥ｉ≥ｎ。对任意Ｍ∈Ｄσ，令Ｃ＝Ｃｏｋｅｒσ，

考虑正合列０→Ｐｎ＋１→Ｐｎ→Ｃ→０，用函子ＨｏｍＲ（－，

Ｍ）作用于该正合列可得如下长正合列

… → ＨｏｍＲ（Ｐｎ，Ｍ）→ ＨｏｍＲ（Ｐｎ＋１，Ｎ）→ Ｅｘｔ
１
Ｒ（Ｃ，

Ｍ）→０→０→Ｅｘｔ２Ｒ（Ｃ，Ｍ）→０→… （５）

可见 Ｅｘｔｉ≥２Ｒ （Ｃ，Ｍ）＝０。又因为 Ｍ∈ Ｄσ，所以

ＨｏｍＲ（Ｐｎ＋１，Ｍ）→ ＨｏｍＲ（Ｐｎ，Ｍ）为 满 同 态。易 知

Ｅｘｔ１Ｒ（Ｃ，Ｍ）＝０。从而Ｅｘｔ
ｉ≥１
Ｒ （Ｃ，Ｍ）＝０．由维数转移公

式可得ＥｘｔｉＲ（Ｃ，Ｍ） Ｅｘｔ
ｉ＋ｎ－１
Ｒ （Ｔ，Ｍ）。可见对任意 ｉ≥

ｎ，都有ＥｘｔｉＲ（Ｔ，Ｍ）＝０，即Ｍ∈Ｔ
⊥ｉ≥ｎ。由Ｍ的任意性可

知，ＤσＴ
⊥ｉ≥ｎ。

综上所述，Ｐｒｅｓｎ（Ｔ）＝Ｇｅｎ（Ｔ）＝ＤσＴ
⊥ｉ≥ｎ成立。

例３ 设Ｔ是ｓｉｌｔｉｎｇ模，则有Ｇｅｎ（Ｔ）＝ＤσＴ
⊥ｉ≥１

成立。

证明 因为Ｔ是ｓｉｌｔｉｎｇ模，即１ｓｉｌｔｉｎｇ模。根据定理

１得，Ｐｒｅｓ１（Ｔ）＝Ｇｅｎ（Ｔ）＝Ｄσ  Ｔ
⊥ｉ≥１ 成立。可见

Ｇｅｎ（Ｔ）＝ＤσＴ
⊥ｉ≥１显然成立。

例４ 正则模 ＲＲ既是ｎｓｉｌｔｉｎｇ模，又是ｎｔｉｌｔｉｎｇ模。

证明 先证 ＲＲ是 ｎｓｉｌｔｉｎｇ模。因为 ＲＲ是投射模，

考虑正合列

０ｎ＋１→
σ＝０

０ｎ→…→０２→Ｒ→
１Ｒ
Ｒ→０， （６）

其中０ｉ ＝０（ｉ＝２，３，…ｎ＋１），显然 Ｄσ ＝ＲＭｏｄ＝

Ｐｒｅｓｎ（Ｒ）。由定理３可得 ＲＲ是ｎｓｉｌｔｉｎｇ模。

再证 ＲＲ是ｎｔｉｌｔｉｎｇ模。因为Ｐｒｅｓ
ｎ（Ｒ）＝ＲＭｏｄ＝

Ｒ⊥ｉ≥１，根据引理１易得 ＲＲ是ｎｔｉｌｔｉｎｇ模。

３ 结束语

利用环模理论和同调代数的方法，给出了 ｓｉｌｔｉｎｇ模

的一个推广，研究了 ｎｓｉｌｔｉｎｇ模的若干性质和等价刻

画。证明当Ｔ是ｎｓｉｌｔｉｎｇ模时，Ｐｒｅｓｎ（Ｔ）＝Ｇｅｎ（Ｔ）＝

Ｄσ Ｔ
⊥ｉ≥ｎ 成立。结果表明如果存在左 Ｒ模正合列
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０→Ｐｎ＋１→
σ

Ｐｎ→…→Ｐ２→Ｐ１→Ｔ→０且ＤσＴ
⊥ｉ≥１，

其中Ｐｉ（１≤ｉ≤ｎ＋１）为投射模，那么以下说法等价：

（１）Ｔ是ｎｓｉｌｔｉｎｇ模；（２）Ｔ是ｎｔｉｌｔｉｎｇ模。从而补充了

ｓｉｌｔｉｎｇ模和ｔｉｌｔｉｎｇ模的相关结论，进一步完善了对 ｓｉｌｔｉｎｇ

模及ｔｉｌｔｉｎｇ模后续问题的研究，具有一定的理论价值。
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ＨＥＤｏｎｇｌｉｎ，ＬＩＹｕｙａｎ
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Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＢａｓｅｄｏｎｔｈｅｎｏｔｉｏｎｏｆｓｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｂｙＡｎｇｅｌｅｒｉＨüｇｅｌｅｔａｌ，ａｎｄｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎｓｏｆＢｒｅａｚｅｔａｌｆｏｒ

ｔｏｒｓｉｏｎｃｌａｓｓｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙｓｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅｓ，ｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｎｓｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅｓｉｓｇｉｖｅｎ．ＡｎＲｍｏｄｕｌｅＴｉｓｃａｌｌｅｄｎｓｉｌｔｉｎｇｍｏｄ

ｕｌｅ，ｉｆｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅＰｎ＋１→
σ

Ｐｎ→… → Ｐ２→ Ｐ１→ Ｔ→０ｗｉｔｈＰｉ（１≤ ｉ≤ ｎ＋１）ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅ，ａｎｄ

Ｐｒｅｓｎ（Ｔ）＝Ｄσ．ｎｓｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅｉｓａｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｓｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅ，１ｓｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅｓａｒｅｃｏｉｎｃｉｄｅｗｉｔｈｓｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅｓ．

Ｕｓｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓｏｆｒｉｎｇｓａｎｄｍｏｄｕｌｅｓａｎｄｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌａｌｇｅｂｒａｓ，ｓｏｍｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓａｎｄｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｓｏｆｎｓｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅｓａｒｅ

ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ，ｉｔｉｓｇｏｔｔｈａｔＰｒｅｓｎ（Ｔ）＝Ｇｅｎ（Ｔ）＝ＤσＴ
⊥ｉ≥ｎ，ｗｈｅｎＴｉｓｎｓｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅ．Ａｎｄｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｎ

ｓｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅｓａｎｄｎｔｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅｓｉｓｄｉｓｃｕｓｓｅｄ，ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｉｎｄｉｃａｔｅｔｈａｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｓｔａｔｅｍｅｎｔｓａｒｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ：（１）Ｔｉｓ

ｎｓｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅ；（２）Ｔｉｓｎｔｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅ，ｉｆｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０→Ｐｎ＋１→
σ

Ｐｎ→…→Ｐ２→Ｐ１→Ｔ→０ａｎｄ

ＤσＴ
⊥ｉ≥１ ｗｉｔｈＰｉ（１≤ｉ≤ｎ＋１）ｉｓｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅ．
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