
第３１卷第６期
２０１８年１２月

四川理工学院学报（自然科学版）

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｉｃｈｕａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅ＆Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ）
Ｖｏｌ３１　Ｎｏ６
Ｄｅｃ２０１８

收稿日期：２０１８０９２３
基金项目：福建省中青年教师教育科研项目（ＪＡＴ１７１１７１）
作者简介：蒋兰青（１９８６），女，福建三明人，硕士生，主要从事应用概率统计方面的研究，（Ｅｍａｉｌ）１５８８８３５７４＠ｑｑ．ｃｏｍ

文章编号：１６７３１５４９（２０１８）０６００８１０５ ＤＯＩ：１０．１１８６３／ｊ．ｓｕｓｅ．２０１８．０６．１３

均值方差准则下相依双险种最优再保险

蒋兰青

（闽江师范高等专科学校初等教育系，福州 ３５０１０８）

　　摘　要：随着保险业务的扩大与发展，保险公司必须通过再保险来分散风险，扩大承保能力。为此，

建立了一类双险种再保险模型，假设两险种理赔的发生均为复合Ｐｏｉｓｓｏｎ过程，保险公司对两险种分别采

取成数及超额赔款再保险。考虑到两险种的理赔之间不是独立的、不同风险业务可能引发共同的因素，

因此进一步将某种理赔相依关系引入上述模型中，建立了一类更符合实际的再保险模型。针对改进模

型，运用均值－方差原理和期望保费计算原理，通过解决总体风险最小和期望收益最大的双目标规划问

题，得到了模型的相应参数，从而选取最优自留额。
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引 言

随着对保险破产概率研究的成熟和完善，越来越多

的学者开始关注再保险对破产概率的影响，以及再保险

设计如何达到最优，从而为原保险公司分散风险，扩大

承保能力。已有不少文献研究过单一的成数或超额赔

款再保险模型的破产概率，或者进一步讨论模型的最优

自留额。王旭在文献［１］中讨论了离散时间比例再保险

模型的破产概率，文献［２３］均利用最小化破产概率讨

论了最优的比例再保险问题，文献［４７］利用期望效用

函数最大化研究了最优化比例或超额损失再保险策略。

而早在２００２年，ＣｅｎｔｅｎｏＭＬ就在文献［８］中研究了成

数超额赔款混合再保险模型，其中成数再保险保费按原

始条款计算，而超额赔款再保费则依据期望值原则计

算，并且假设理赔过程是一个复合 Ｐｏｉｓｓｏｎ过程。李兴

玉等在文献［９］中以经典破产理论为基础，将比例再保

险和超额赔款再保险纳入考量，构造与风险态度有关的

投资函数，再根据鞅方法得到与投资谨慎性有关的破产

概率。

受前人的启发，本文建立成数和超额损失混合双险

种再保险模型，并考虑两险种的理赔之间不是独立的，

将ＣｅｎｔｅｎｏＭＬ在文献［１０］中的某种相依关系引入到模

型中，建立了一类更符合实际的再保险模型。其次，考

虑到原保险人利用再保险转嫁风险必然会减少其原有

的期望收益，但是一个合理的再保险又可以通过增加安

全性来降低风险，综合这两方面因素，保险人必须通过



权衡收益和风险来得到最优策略。文献［１１１４］均从不

同角度研究了均值方差准则下的最优再保险问题。文

献［１１］将保险公司比例再保险的收益和风险通过线性

组合的方式，转化为单目标的最优决策模型，通过确定

分出比例来使再保险的风险效用达到最大。根据该思

想，最优再保险的决策问题就转化为再保险中相应参

数的选取问题。本文运用均值方差原理，即通过将总

体风险最小和期望收益最大的双目标规划转化为单目

标问题，得到了模型的相应参数，从而选取最优自

留额。

１ 预备知识与模型建立

定义 １［１５］ 计数过程 ｛Ｎ（ｔ），ｔ≥ ０｝称为参数为

λ（λ＞０）的齐次Ｐｏｉｓｓｏｎ过程，如果：

（１）Ｎ（０）＝０；

（２）过程有独立增量；

（３）对任意的ｓ，ｔ≥０；

Ｐ｛Ｎ（ｔ＋ｓ）－Ｎ（ｓ）＝ｎ｝＝ｅ－λｔ（λｔ）
ｎ

ｎ！，ｎ＝０，１，２…

定理 １［１６］ 关于齐次 Ｐｏｉｓｓｏｎ过程的可加性。设

Ｍ ＝｛Ｍｔ，ｔ≥０｝和Ｎ＝｛Ｎｔ，ｔ≥０｝是强度分别为λ１和

λ２的齐次Ｐｏｉｓｓｏｎ过程，并且两个过程相互独立，对于每

一个ω∈Ω和任意的ｔ≥０，令：

Ｋｔ（ω）＝Ｍｔ（ω）＋Ｎｔ（ω）

则上式定义的过程Ｋ＝｛Ｋｔ，ｔ≥０｝称为过程Ｍ＝｛Ｍｔ，

ｔ≥０｝和Ｎ＝｛Ｎｔ，ｔ≥０｝的叠加，且是服从强度为λ＝

λ１＋λ２的齐次Ｐｏｉｓｓｏｎ过程。

定理２［１６］ 设 ｛Ｓ（ｔ），ｔ≥０｝是一个复合Ｐｏｉｓｓｏｎ过

程，Ｐｏｉｓｓｏｎ过程｛Ｎ（ｔ），ｔ≥０｝的强度为λ，则：

（１）Ｓ（ｔ）有独立增量；

（２）若 Ｅ（Ｘｉ）＜＋∞，则 Ｅ（Ｓ（ｔ））＝λｔＥ（Ｘ１），

Ｖａｒ（Ｓ（ｔ））＝λｔＥ（Ｘ２１）。

下面进行模型的建立。

设（Ω，Ｆ，Ｐ）为一个完备的概率空间，本文考虑的

所有随机变量都是定义在该概率空间上的。假设保险

公司对两类险种采取不同的再保险策略，具体而言，对

险种一的理赔选择自留比例为ａ的成数再保险，对险种

二的理赔选择自留额为Ｍ的超额赔款再保险，建立如下

的相依混合双险种再保险风险模型，保险公司的盈余过

程与盈利过程分别为式（１）和式（２）：

Ｕ（ｔ，ａ，Ｍ）＝ｕ＋（Ｐ－Ｐａ－ＰＭ）ｔ－∑
Ｎ１（ｔ）

ｉ＝１
ａＸｉ－

　　∑
Ｎ２（ｔ）

ｊ＝１
ｈ（Ｙｊ）＋σＷ（ｔ），ｔ≥０

（１）

Ｓ（ｔ，ａ，Ｍ）＝Ｕ（ｔ，ａ，Ｍ）－ｕ，ｔ≥０ （２）

其中：

（１）ｕ≥０为保险公司的初始资金，Ｐ为单位时间

的保费率。

（２）｛Ｘｉ，ｉ≥１｝，｛Ｙｊ，ｊ≥１｝是取值于［０，∞）上非

负独立同分布的随机变量序列，分别表示险种一在第 ｉ

次的理赔额及险种二在第 ｊ次的理赔额，设其分布函数

分别为Ｆ（ｘ），Ｇ（ｙ），均值分别为μ１，μ２，且对ｘ≤０有

Ｆ（ｘ）＝０，对ｙ≤０有Ｇ（ｙ）＝０。

（３）Ｎ１（ｔ），Ｎ２（ｔ）分别表示两类险种在 ｔ时间内的

理赔次数，令Ｎ１（ｔ）＝Ｋ１（ｔ）＋Ｋ（ｔ），Ｎ２（ｔ）＝Ｋ２（ｔ）＋

Ｋ（ｔ），其中 Ｋ１（ｔ），Ｋ２（ｔ），Ｋ（ｔ）分别服从参数为 λ１，

λ２，λ的 Ｐｏｉｓｓｏｎ分布且相互独立，这样两险种的各自

理赔总额便通过 Ｋ（ｔ）联系起来。由定理 １易知

Ｎ１（ｔ），Ｎ２（ｔ）是分别服从强度为λ１＋λ，λ２＋λ的齐次

Ｐｏｉｓｓｏｎ过程。

（４）ｈ（Ｙｊ）＝ｍｉｎ｛Ｙｊ，Ｍ｝表示险种二在第ｊ次的理

赔额，Ｐａ，ＰＭ分别为成数再保险和超额赔款再保险的单

位时间再保费率，假设原保险公司与再保险公司都是按

期望值原理收取保费，且原保险、成数再保险和超额赔

款再保险的安全负载分别为θ，θ１，θ２（θ≤θ１，θ≤θ２），

于是Ｐ＝（１＋θ）［（λ１＋λ）μ１＋（λ２＋λ）μ２］，Ｐａ ＝

（１＋θ１）（１－ａ）（λ１ ＋λ）μ１，ＰＭ ＝（１＋θ２）（λ２ ＋
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λ）Ｅ［（Ｙｊ－Ｍ）＋］。

（５）｛Ｗ（ｔ），ｔ≥０｝为标准维纳过程，表示保险公司

不确定的收益和支出，σ＞０为干扰因子。且假设｛Ｘｉ，

ｉ≥１｝，｛Ｙｊ，ｊ≥１｝，｛Ｎ１（ｔ），ｔ≥０｝，｛Ｎ２（ｔ），ｔ≥０｝，

｛Ｗ（ｔ），ｔ≥０｝之间相互独立。

定义２ 记Ｔａ，Ｍ ＝ｉｎｆ｛ｔ｜Ｕ（ｔ，ａ，Ｍ）＜０｝表示保险

公司的破产时刻，若对所有 ｔ，均有 Ｕ（ｔ，ａ，Ｍ）＞０，则

Ｔａ，Ｍ ＝∞；记ψ（ｕ，ａ，Ｍ）＝Ｐ（Ｔａ，Ｍ ＜∞｜Ｕ（０）＝ｕ），

ｕ≥０表示最终破产概率。

２ 均值方差下的最优再保险

引言中已指出均值－方差原理的思想，即通过将总

体风险最小和期望收益最大的双目标规划转化为单目

标问题，本节将利用该方法求解以下模型的最优自留

额：

Ｕ（ｔ，ａ，Ｍ）＝ｕ＋（Ｐ－Ｐａ－ＰＭ）ｔ－∑
Ｎ１（ｔ）

ｉ＝１
ａＸｉ－

　　∑
Ｎ２（ｔ）

ｊ＝１
ｈ（Ｙｊ）＋σＷ（ｔ），ｔ≥０

这里考虑在某一时间段内的理赔，记两类总理赔分

别为：

Ｖ１ ＝∑
Ｎ１

ｉ＝１
ａＸｉ

Ｖ２ ＝∑
Ｎ２

ｊ＝１
ｈ（Ｙｊ）

由模型中的相关符号定义知，保险公司在该时间段

内的期望收益为：

Ｅ［Ｓ（ａ，Ｍ）］＝Ｐ－Ｐａ－ＰＭ －ＥＶ１－ＥＶ２ ＝

　（１＋θ）［（λ１＋λ）μ１＋（λ２＋λ）μ２］－

　（１＋θ１）（１－ａ）（λ１＋λ）μ１－

　（１＋θ２）（λ２＋λ）∫
∞

Ｍ
（１－Ｇ（ｙ））ｄｙ－

　（λ１＋λ）ａμ１－（λ２＋λ）∫
Ｍ

０
（１－Ｇ（ｙ））ｄｙ＝

　（θ＋ａθ１－θ１）（λ１＋λ）μ１＋θ（λ２＋λ）μ２－

　θ２（λ２＋λ）∫
∞

Ｍ
（１－Ｇ（ｙ））ｄｙ

（３）

原自留总风险的方差为：

Ｖａｒ（Ｖ１＋Ｖ２）＝ＶａｒＶ１＋ＶａｒＶ２＋２Ｃｏｖ（Ｖ１，Ｖ２）（４）

其中：

ＶａｒＶ１＋ＶａｒＶ２ ＝（λ１＋λ）ａ
２∫
∞

０
ｘ２ｄＦ（ｘ）＋

　（λ２＋λ）［∫
Ｍ

０
ｙ２ｄＧ（ｙ）＋∫

∞

Ｍ
Ｍ２ｄＧ（ｙ）］

（５）

Ｃｏｖ（Ｖ１，Ｖ２）＝Ｅ（Ｖ１，Ｖ２）－ＥＶ１·ＥＶ２ ＝

　Ｅ［Ｅ（Ｖ１，Ｖ２）｜Ｎ１Ｎ２］－

　Ｅ［Ｅ（Ｖ１｜Ｎ１）］·Ｅ［Ｅ（Ｖ２｜Ｎ２）］＝

　ａμ１［∫
Ｍ

０
（１－Ｇ（ｙ））ｄｙ］Ｅ（Ｎ１Ｎ２）－

　（λ１＋λ）（λ２＋λ）ａμ１［∫
Ｍ

０
（１－Ｇ（ｙ））ｄｙ］＝

　ａμ１［∫
Ｍ

０
（１－Ｇ（ｙ））ｄｙ］［Ｃｏｖ（Ｎ１，Ｎ２）＋ＥＮ１ＥＮ２］－

　（λ１＋λ）（λ２＋λ）ａμ１［∫
Ｍ

０
（１－Ｇ（ｙ））ｄｙ］＝

　λａμ１∫
Ｍ

０
（１－Ｇ（ｙ））ｄｙ

（６）

从而：

Ｖａｒ（Ｖ１＋Ｖ２）＝（λ１＋λ）ａ
２∫
∞

０
ｘ２ｄＦ（ｘ）＋

　（λ２＋λ）［∫
Ｍ

０
ｙ２ｄＧ（ｙ）＋∫

∞

Ｍ
Ｍ２ｄＧ（ｙ）］＋

　２λａμ１∫
Ｍ

０
（１－Ｇ（ｙ））ｄｙ

（７）

原保险公司是为了得到一个最优的再保险合同，

即选取适当的 ａ，Ｍ后，能使总期望收益尽量的大，而

同时总的风险尽量的小。然而这是一个非线性的双目

标规划问题，两个目标相互冲突，当保险人厌恶风险

时，其获得的收益就小，而当保险人追求收益时，其面

临的风险就增大，因此无法得出最优解。但可以通过

控制一个目标变量，而使另一个目标变量达到最优。

本节就是在既定的期望收益下，使保险公司的总风险

方差达到最小。

假设期望收益为 ｋ，可以利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘数法来求
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上述问题的最优解，此时Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为：

Ｌ（ａ，Ｍ，η）＝Ｖａｒ（Ｖ１＋Ｖ２）＋η（ＥＳ－ｋ）＝

　（λ１＋λ）ａ
２∫
∞

０
ｘ２ｄＦ（ｘ）＋

　（λ２＋λ）［∫
Ｍ

０
ｙ２ｄＧ（ｙ）＋∫

∞

Ｍ
Ｍ２ｄＧ（ｙ）］＋

　２λａμ１∫
Ｍ

０
（１－Ｇ（ｙ））ｄｙ＋θ（λ２＋λ）μ２＋

　η［（θ＋ａθ１－θ１）（λ１＋λ）μ１－

　θ２（λ２＋λ）∫
∞

Ｍ
（１－Ｇ（ｙ））ｄｙ－ｋ］

（８）

式（８）分别对ａ，Ｍ，η求偏导，并令其为０，得：

Ｌ
ａ
＝２ａ（λ１＋λ）∫

∞

０
ｘ２ｄＦ（ｘ）＋

　２λμ１∫
Ｍ

０
（１－Ｇ（ｙ））ｄｙ＋ηθ１（λ１＋λ）μ１

　 ＝０

（９）

Ｌ
Ｍ
＝２Ｍ（λ２＋λ）＋２λａμ１＋ηθ２（λ２＋λ）

　 ＝０

（１０）

Ｌ
η
＝（θ＋ａθ１－θ１）（λ１＋λ）μ１＋θ（λ２＋λ）μ２－

　θ２（λ２＋λ）∫
∞

Ｍ
（１－Ｇ（ｙ））ｄｙ－ｋ

　 ＝０

（１１）

由式（９）－式（１１）组成的方程组的解即为所要的

最优解。当理赔的分布函数确定时，代入上述方程组即

可求得最优解。

３ 应用举例

设两险种理赔额｛Ｘｉ，ｉ≥１｝，｛Ｙｊ，ｊ≥１｝均服从参

数为１的指数分布，即Ｆ（ｘ）＝１－ｅ－ｘ，ｘ＞０；Ｇ（ｙ）＝

１－ｅ－ｙ，ｙ＞０，于是μ１ ＝μ２ ＝１，且：

ＭＸ（ａＲａ，Ｍ）＝
１

１－ａＲａ，Ｍ

Ｍｈ（Ｙ）（Ｒａ，Ｍ）＝
Ｒａ，Ｍ·ｅ

（Ｒａ，Ｍ－１）－１
Ｒａ，Ｍ －１

假设θ＝０２，θ１ ＝θ２，＝０３，λ１ ＝λ２ ＝１，σ＝

００５，ｋ＝０６，根据这些数据并利用 Ｍａｔｌａｂ计算得：成

数再保险的最优自留比例ａ＝０６０７５，超额赔款再保险

的最优自留额Ｍ ＝１２９３９。
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