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谱元法在多层粘弹性路基中位移计算的研究

汪昌勇，冯志强，李九一，陈荟键

（西南交通大学力学与工程学院，成都 ６１００３１）

　　摘　要：研究以落锤式弯沉仪对路基的无损检测为工程背景，以线弹性得到的谱元法理论为基础，

对路基的粘弹性层结构模型进行分析，得到了适用于粘弹性层的计算方法即式 （２４）和式（２５）。此法主

要是在经过快速傅立叶变换后的频域中进行，将得到的频域中的响应再次逆变换为时域中的响应，由此

可避免遇到时域中难以解决的无穷积分的计算问题。研究进一步运用伯格斯模型，分别以泊松比随时

间变化和泊松比不随时间变化为例，利用自编语言代码计算出粘弹性层受瞬态力作用下的响应，结果发

现两种情况下都发生了符合动力学分析的位移响应滞后现象。
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引 言

目前，在数值模拟方面，对大多数固体模型进行分

析的方法通常是有限元法、边界元法等。在公路工程

中，路基检测的方法一般分为两种，一种是钻取样本检

测方法，另一种是无损检测法［１］。无损检测方法中的落

锤式弯沉仪（ＦａｌｌｉｎｇＷｅｉｇｈｔＤｅｆｌｅｃｔｏｍｅｔｅｒ，ＦＷＤ）检测方

法，是通过落锤式弯沉仪对路面施加瞬态载荷（该载荷

可以很好的模拟行车载荷），并通过电脑获取传感器数

据，进而分析公路质量的一种方法［２３］。落锤式弯沉仪

检测能够在短时间内获取数据并进行分析，适用于对公

路的阶段性检测，能够及时得出公路质量结果，节约公

路养护资金，减少交通事故的发生［４］。高速公路结构一

般分为路面层、基层和底基层［５］。按路基性质区分，公

路分为刚性路基、柔性路基和半刚性路基［６］。Ａｌ－

Ｋｈｏｕｒｙ等人［７］通过对路基结构的研究，提出了一套新的

理论方法即对线弹性多层结构进行计算和分析的谱元

法理论。谱元法的基本思路是首先基于连续介质力学

得到结构的受力平衡偏微分方程；然后利用傅里叶变换

将时域内的偏微分方程转化为频域内的常微分方程；其

次通过引进波谱形函数，把单元的任一位置的位移用结

点位移表示；最后求解常微分方程并代入相应的载荷和

边界条件，求出位移以及其它的变量结果，并将结果转

化为时域中的结果［８］。工程中，路基层常常表现出粘弹

性，本文以线弹性得到的谱元法理论为基础，对粘弹性

层结构模型进行分析，这可为结构的参数识别方法打下

坚实的基础。



１ 谱元法理论

柱坐标系下的半空间如图１所示，图中虚线表示理

想边界，该处路表响应为零；ｐ（ｒ，ｔ）为施加的瞬态载荷，

可用点关于空间和时间两个独立函数的乘积表示，其表

达式为：

ｐ（ｒ，ｔ）＝Ｓ（ｒ）Ｆ（ｔ） （１）

对于各向同性线弹性体，以位移表达的纳维方程为：

（λ＋μ）·ｕ＋μ２ｕ＝ρ̈ｕ （２）

式中ｕ为弹性体的位移；ρ为弹性体的质量密度；λ和μ

为拉梅常数。

图１ 柱坐标系下的半空间

根据斯托克斯－亥姆霍兹矢量分解定理，位移矢量场

可用标量势函数φ（ｒ，ｔ）和一个矢量势函数珗ψ（ｒ，ｔ）表示：

ｕ（ｒ，ｔ）＝φ（ｒ，ｔ）＋ ×珗ψ（ｒ，ｔ） （３）

１１ 轴对称结构的求解推导

由于轴对称性质，以势函数表示的位移表达式和应

力－位移表达式分别为：

ｕ＝φ
ｒ
－ψ
ｚ

（４）

ｗ＝φ
ｚ
＋１ｒ

（ｒψ）
ｒ

（５）

σｚｚ ＝（λ＋２μ）
ｗ
ｚ
＋λｒ

（ｒｕ）
ｒ

（６）

τｚｒ ＝μ
ｕ
ｚ
＋ｗ
( )ｒ （７）

式中ｕ和ｗ分别表示水平位移和垂直位移。将式（４）和

式（５）代入式（２），通过傅里叶变换得：

φ^ｍｎ（ｒ，ｚ）＝Ａｍｎｅ
－ｉｋｐｚｍｎｚＪ０（ｋｍｒ） （８）

ψ^ｍｎ（ｒ，ｚ）＝Ｂｍｎｅ
－ｉｋｓｚｍｎｚＪ１（ｋｍｒ） （９）

式中，∧表示频域；ｋｐｚｍｎ ＝
ω２ｎ
ｃ２ｐ
－ｋ２( )ｍ １／２

，为压缩波数；

ｋｓｚｍｎ ＝
ω２ｎ
ｃ２ｓ
－ｋ２( )ｍ １／２

，为剪切波数；ωｎ为角频率；ｋｍ ＝

αｍ
Ｒ，为振动系统的波数；αｍ为第一类零阶贝塞尔函数的

第ｍ重根；Ａｍｎ和 Ｂｍｎ均为由边界条件确定的常系数。

通过求和得到：

φ（ｒ，ｚ，ｔ）＝∑
ｎ
∑
ｍ
Ａｍｎｅ

－ｉｋｐｚｍｎｚＪ０（ｋｍｒ）ｅ
－ｉωｎｔ （１０）

ψ（ｒ，ｚ，ｔ）＝∑
ｎ
∑
ｍ
Ｂｍｎｅ

－ｉｋｓｚｍｎｚＪ１（ｋｍｒ）ｅ
－ｉωｎｔ （１１）

对于给定边界ｒ＝Ｒ，ｎ＝１，．．．，Ｎ；ｍ＝１，．．．，Ｍ

就足够能描述模型整体的振动形态。于是：

ｗ{ }ｕ ＝∑ｎ∑ｍ Ｐ＾ｍｎＧ＾（ｋｍ，ｚ）
Ｊ０（ｋｍｒ）

Ｊ１（ｋｍｒ
{ }）ｅｉωｎｔ （１２）

式中，Ｐ＾ｍｎ为基于脉冲载荷的空间和时间变化的幅值；

Ｇ＾（ｋｍ，ｚ）为系统的传递矩阵。

Ｄｏｙｌｅ［９］将谱元法运用于轴对称单元，得到了两种类

型的单元，即二节点层单元和一节点半空间单元。二节

点轴对称层单元如图２所示。

图２ 二节点轴对称层单元

由于二节点轴对称层单元具有入射波和反射波的

叠加，因此，其位移表达式为：

φ^ｍｎ ＝（Ａｍｎｅ
－ｉｋｐｚｍｎｚ＋Ｃｍｎｅ

－ｉｋｐｚｍｎ（ｈ－ｚ））Ｊ０（ｋｍｒ） （１３）

ψ^ｍｎ ＝（Ｂｍｎｅ
－ｉｋｓｚｍｎｚ＋Ｄｍｎｅ

－ｉｋｓｚｍｎ（ｈ－ｚ））Ｊ１（ｋｍｒ） （１４）

仅考虑垂直方向，则有：

ｕ^１ｍｎ

ｗ^１ｍｎ

ｕ^２ｍｎ

ｗ^２




















ｍｎ

＝
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Ｃｍｎ

Ｄ




















ｍｎ

（１５）

式中：

Ｉ１１ ＝－Ｉ２２ ＝Ｉ３３ ＝－Ｉ４４ ＝－ｋｍ

Ｉ４１ ＝－Ｉ２３ ＝－ｉｋｐｚｍｎｅ
－ｉｋｐｚｍｎｈ

Ｉ３２ ＝－Ｉ１４ ＝ｉｋｓｚｍｎｅ
－ｉｋｓｚｍｎｈ

Ｉ１２ ＝－Ｉ３４ ＝ｉｋｓｚｍｎ

Ｉ１３ ＝Ｉ３１ ＝－ｋｍｅ
－ｉｋｐｚｍｎｈ

Ｉ２１ ＝－Ｉ４３ ＝－ｉｋｐｚｍｎ
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Ｉ２４ ＝－Ｉ４２ ＝ｋｍｅ
－ｉｋｓｚｍｎｈ

于是可知系数Ａｍｎ、Ｂｍｎ、Ｃｍｎ和 Ｄｍｎ由上述节点位移确

定，令式（１５）中的４×４的逆矩阵为 ［Ｉ＾ｍｎ］
－１，因 ｛Ｓ＾ｍｎ｝

＝［ＡｍｎＢｍｎＣｍｎＤｍｎ］
Ｔ，｛Ｘ＾ｍｎ｝＝［^ｕ１ｍｎｗ^１ｍｎｕ^２ｍｎｗ^２ｍｎ］

Ｔ，于

是有：

｛Ｓ＾ｍｎ｝＝［Ｉ
＾

ｍｎ］
－１｛Ｘ＾ｍｎ｝ （１６）

式中，｛Ｓ＾ｍｎ｝表示了类似传统有限元法的形函数。

根据柯西应力原理［１０］，正应力、剪应力与边界应力

的关系为Ｔｋ ＝τｋｍｎｍ，其中单位矢量ｎ是垂直于界面且

指向外侧的，于是有：

｛Ｔ＾ｍｎ｝＝（μ［Ｈ
＾

ｍｎ］［Ｉ
＾

ｍｎ］
－１）｛Ｘ＾ｍｎ｝ （１７）

式中［Ｈ＾ｍｎ］矩阵为

ｈ１１ ｈ１２ ｈ１３ ｈ１４

ｈ２１ ｈ２２ ｈ２３ ｈ２４

ｈ３１ ｈ３２ ｈ３３ ｈ３４

ｈ４１ ｈ４２ ｈ４３ ｈ















４４

，其中又有：

ｈ１１ ＝ｈ３３ ＝－２ｉｋｍｋｐｚｍｎ
ｈ２２ ＝ｈ４４ ＝２ｉｋｍｋｓｚｍｎ

ｈ２１ ＝－ｈ１２ ＝（ｋ
２
ｓｚｍｎ－ｋ

２
ｍ）

ｈ１３ ＝－ｈ３１ ＝２ｉｋｍｋｐｚｍｎｅ
－ｉｋｐｚｍｎｈ

ｈ４２ ＝－ｈ２４ ＝－２ｉｋｍｋｓｚｍｎｅ
－ｉｋｓｚｍｎｈ

ｈ４３ ＝－ｈ３４ ＝－（ｋ
２
ｓｚｍｎ－ｋ

２
ｍ）

ｈ４１ ＝－ｈ２３ ＝－（ｋ
２
ｓｚｍｎ－ｋ

２
ｍ）ｅ

－ｉｋｐｚｍｎｈ

ｈ３２ ＝－ｈ１４ ＝（ｋ
２
ｓｚｍｎ－ｋ

２
ｍ）ｅ

－ｉｋｓｚｍｎｈ

与传统的有限元比较，μ［Ｈ
＾

ｍｎ］［Ｉ
＾

ｍｎ］
－１为二节点层

单元的刚度矩阵，是由频率和波数来决定的。

一节点半空间单元属于二节点层单元的特例，如图

３所示。由于没有反射波的产生，因此得出：

Ｔ＾ｒ１ｍｎ

Ｔ＾ｚ１
{ }

ｍｎ

＝
ｋ１１ ｋ１２

ｋ２１ ｋ[ ]
２２

ｕ^１ｍｎ

ｗ^１
{ }

ｍｎ

（１８）

式中：

ｋ１１ ＝
μ

ｋ２ｍ ＋ｋｐｚｍｎｋｓｚｍｎ
ｉｋｐｚｍｎ（ｋ

２
ｓｚｍｎ＋ｋ

２
ｍ）

ｋ２２ ＝
μ

ｋ２ｍ ＋ｋｐｚｍｎｋｓｚｍｎ
ｉｋｓｚｍｎ（ｋ

２
ｓｚｍｎ＋ｋ

２
ｍ）

ｋ１２ ＝ｋ２１ ＝
μ

ｋ２ｍ ＋ｋｐｚｍｎｋｓｚｍｎ
（２ｋｐｚｍｎｋｓｚｍｎ－ｋ

２
ｓｚｍｎ＋ｋ

２
ｍ）ｋｍ

式（１８）中的二阶矩阵即为一节点半空间单元的刚度

矩阵。

图３ 一节点半空间轴对称单元

１２ Ｆ＾ｎ和Ｆ
＾

ｍ的确定

根据库利－图基的基２快速傅里叶算法［１１］，离散傅

里叶变换对为Ｆ（ｔ）和Ｆ＾ｎ：

Ｆ（ｔｋ）＝
１
Ｎ∑ｎ Ｆ

＾

ｎｅ
ｉωｎｔｋ ＝１Ｎ∑ｎ Ｆ

＾

ｎｅ
ｉ２πｎｋ／Ｎ （１９）

Ｆ＾ｎ ＝∑
ｋ
Ｆ（ｔｋ）ｅ

－ｉωｎｔｋ ＝∑
ｋ
Ｆ（ｔｋ）ｅ

－ｉ２πｎｋ／Ｎ （２０）

式中，ｋ，ｎ＝０，１，．．．，Ｎ－１；Ｎ是奈奎斯特频率的采样

数；ｔｋ ＝ｋ·Δｔ，Δｔ是采样间隔。

载荷分布形态如图４所示。对于一个圆柱形载荷，

它的半径为ａ，ｑ＝１，那么载荷的空间分布表达式可以

写为：

Ｓ（ｒ）＝
ｑ ０≤ｒ＜ａ

０ ａ＜ｒ≤{ Ｒ
（２１）

于是根据傅里叶—贝塞尔理论［１２］，可以确定Ｆ＾ｍ为：

Ｆ＾ｍ ＝
２ａ

αｍＲＪ
２
１（αｍ）

Ｊ１
αｍ
Ｒ( )ａ （２２）

图４ 载荷分布形态

１３ 刚度矩阵组装

谱元法刚度矩阵结构单元划分的示意图如图５所

示。

从图５可知，谱元法刚度矩阵的结构包含２个有限

厚度层和１个半无限层，分别以２个二节点单元和１个

一节点半无限单元组成，一个单元模拟一整层。谱元法
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图５ 结构单元划分的示意图

刚度矩阵Ｋ＾（ｋｍ，ωｎ）的组装原理类似于有限元法中刚度

矩阵的组装［１３］。谱元法刚度矩阵总方程组为：

Ｋ＾（ｋｍ，ωｎ）

ｕ^１ｍｎ

ｗ^１ｍｎ



ｕ^ｌｍｎ

ｗ^

























ｌｍｎ

＝

Ｐ＾ｒ１ｍｎ

Ｐ＾ｚ１ｍｎ



Ｐ＾ｒｌｍｎ

Ｐ＾





























ｚｌｍｎ

（２３）

式中：

Ｐ＾ｒｌｍｎ ＝Ａ×（Ｔ
（^ｌ－１）
ｒ２ｍｎ ＋Ｔ

（^ｌ）
ｒ１ｍｎ）Ｐ

＾

ｚｌｍｎ ＝Ａ×（Ｔ
（^ｌ－１）
ｚ２ｍｎ ＋

Ｔ（^ｌ）ｚ１ｍｎ）

式中，Ａ指的是受载面积；Ｔ（^ｌ－１）ｒ２ｍｎ 指的是第ｌ－１个单元的

第２号节点的ｒ方向的边界应力；Ｔ（^ｌ）ｒ１ｍｎ指的是第 ｌ个单

元的第１号节点的 ｒ方向的边界应力；Ｔ（^ｌ－１）ｚ２ｍｎ 指的是第

ｌ－１个单元的第２号节点ｚ方向的边界应力；Ｔ（^ｌ）ｚ１ｍｎ指的

是第ｌ个单元的第１号节点ｚ方向的边界应力。

通过求和并逆变换得：

ｕ（ｒ，ｚ，ｔ）＝Σ
ｎ
Σ
ｍ
ｕ^ｍｎＦ

＾

ｍＪ１（ｋｍｒ）Ｆ
＾

ｎｅ
ｉωｎｔ （２４）

ｗ（ｒ，ｚ，ｔ）＝Σ
ｎ
Σ
ｍ
ｗ^ｍｎＦ

＾

ｍＪ０（ｋｍｒ）Ｆ
＾

ｎｅ
ｉωｎｔ （２５）

１４ 谱元法小结

传统有限元法对模型划分单元数很多，所需计算时

间较长，而谱元法计算过程主要在频域中，避免了遇到

无穷积分的计算难题，且谱元法的二节点层单元可以模

拟整个路基层，一节点单元可以模拟半无限路基层，因

此在划分单元上，谱元法优于有限元法。

２ 粘弹性介质

２１ 偏微分算子法

粘性对粘弹性介质中波传播的影响很大［１４］。线性

粘弹性固体可以利用胡克定律得到应力和应变关系，采

用偏微分算子法，应力和应变表达式为：

Ｐσｉｊ＝Ｑεｉｊ （２６）

式中，Ｐ＝∑
ｋ
ｐｋ
ｋ

ｔｋ
；Ｑ＝∑

ｌ
ｑｌ
ｌ

ｔｌ
；ｐ，ｑ为材料常数；ｋ，

ｌ为材料号。

将式（２６）傅里叶变换得到：

∑
ｋ
ｐｋ（ｉω）{ }ｋ σ^ｉｊ＝ ∑

ｌ
ｑｌ（ｉω）{ }ｌ ε^ｉｊ （２７）

２２ 伯格斯（Ｂｕｒｇｅｒｓ）模型

伯格斯模型是将Ｍａｘｗｅｌｌ模型和Ｋｅｌｖｉｎ模型联合一

起的模型，如图６所示。伯格斯模型能很好的模拟粘弹

性的特性［１５］。

图６ 伯格斯（Ｂｕｒｇｅｒｓ）模型

伯格斯模型的应力－应变表达式为：

σ＋ η１
Ｅ１
＋
η１＋η２
Ｅ( )
２

σ＋
η１η２
Ｅ１Ｅ２
σ̈＝η１ε＋

η１η２
Ｅ２
ε̈（２８）

由式（２７）和式（２８）得到：

ＰＥ ＝ ｐＥ０＋ｐ
Ｅ
１

ｔ
＋ｐＥ２

２

ｔ( )２ （２９）

ＱＥ ＝ ｑＥ１

ｔ
＋ｑＥ２

２

ｔ( )２ （３０）

其中ｐＥ０ ＝１；ｐ
Ｅ
１，ｐ

Ｅ
２，ｑ

Ｅ
１，ｑ

Ｅ
２分别为 σ，̈σ，ε，̈ε的系数，将式

（２８）进行傅里叶变换得到：

Ｅ（ω）＝
ｉωｑＥ１－ω

２ｑＥ２
１＋ｉωｐＥ１－ｐ

Ｅ
２ω

２ （３１）

式中，Ｅ（ω）为伯格斯模型复模量。这里假设材料对
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体积行为表现为弹性可压缩 （σｉｉ ＝３Ｋεｉｉ）以及多维变

形的伯格斯行为（Ｓｉｊ＝２μ
（ω）ｅｉｊ），于是有：

μ（ω）＝３Ｋ·Ｅ
（ω）

９Ｋ－Ｅ（ω）
（３２）

λ（ω）＝Ｋ－２３μ
（ω） （３３）

式中，Ｋ为体积模量。对于粘弹性层刚度矩阵，需要将

线弹性公式（１７）中的 μ替换成式（３２）中的 μ（ω），然

后通过组装单元刚度矩阵得到其总体刚度矩阵。

２３ 程序计算流程

程序计算流程如图７所示。

图７ 程序计算流程图

首先通过使用编程软件自编程序代码；然后通过计

算程序计算得到模型表面不同位置的垂直方向位移的

数据；最后将数据导入绘图软件中，获取数据曲线并对

其进行分析。

３ 算 例

Ａｌ－Ｋｈｏｕｒｙ［７］等人通过谱元法对线弹性层的计算做

出了验证，将计算结果与有限元软件 ＣＡＰＡ－３Ｄ的计算

结果作对比，证明了谱元法对线弹性层计算的精确性和

适用性。对于粘弹性层，该方法同样适用。对粘弹性层

的研究，利用伯格斯模型给出了两个算例，首先研究泊

松比随时间变化的情况，即在频域中泊松比随频率变化

的情况；其次是研究泊松比为常数的情况，在这两种状

况下分别得出沥青表面位移随时间的变化情况。

３１ 算例一

模型分为沥青层、地基层和底基层，其厚度分别为

１００ｍｍ、３００ｍｍ和１５０００ｍｍ。根据弯沉仪位移传感器

的位置，分别计算了模型表面距载荷源中心位置０ｍｍ、

３００ｍｍ、６００ｍｍ、９００ｍｍ、１２００ｍｍ、１５００ｍｍ、１８００ｍｍ的

垂直方向位移，其受载荷的时程曲线如图８所示，为５０ｍｓ

的瞬态加载，其最大载荷为５０ｋＮ，载荷半径为１５０ｍｍ。

图８ 载荷时程曲线图

图８经傅里叶正变换得到的频谱图如图 ９所示。

从图９可知，频率取０Ｈｚ到１５０Ｈｚ就能满足载荷随时

间变化的要求。

图９ 载荷频谱图

Ｆ＾ｍ随ｍ的变化如图１０所示。从图１０可知，随 ｍ

的增加，曲线幅值在不断的衰减，因此取 Ｍ＝１７００已能

满足计算结果精确性的要求。为满足不同频率波传播，

并使边界条件Ｒ能充分满足所有振型情况，在算例中取

Ｒ＝２５ｍ，这就能很好的计算出瞬态载荷作用与模型表

面的位移。
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图１０ 傅里叶－贝塞尔系数分布图

在载荷时程曲线中（图８），取时间周期Ｔ＝１ｓ，载荷

样本点数为４０９６，取样时间间隔Δｔ＝００００２４４ｓ，因此

取Ｎ＝４０９６。模型结构分三层，分别模拟沥青、基层和底

基层，均作为粘弹性材料来研究，其材料参数见表１。

表１ 粘弹性层参数

材料
Ｅ１／
ＭＰａ

Ｅ２／
ＭＰａ

η１／
（ＭＰａ·ｓ）

η２／
（ＭＰａ·ｓ）

Ｋ／
ＭＰａ

ρ／
（ｋｇ／ｍ３）

沥青层 ８１００ ４０５０ ２００ １５０ ８１００ ２３００

基层 １０８００ １３５００ ５００ １０００ １０８００ ２０００

底基层 １００ ５００００ １０００ １０００ １００ １５００

　　这里假设材料为弹性可压缩 （σｉｉ ＝３Ｋεｉｉ）以及变

形（Ｓｉｊ＝２ｕ
（ω）ｅｉｊ）的伯格斯模型。从表１中沥青层

的数据可得到的复剪切模量以及复泊松比随频率变化

的情况，分别如图１１和图１２所示。

图１１ 复剪切模量的实部与虚部图

从图１１可知，当频率ω＝０ｒａｄ／ｓ时，其剪切模量为

０，材料处于一种流体的状态。从图１２可知，伯格斯模

型呈现出完全不可压缩的流体状态，但随着频率的增

加，其可压缩性逐渐增加。

根据表１中的参数数据，以及复剪切模量（图１１）和

泊松比的变化规律（图１２），通过程序代码可计算出模型

表面距载荷源中心不同距离的垂直位移，如图１３所示。

不同位置最大位移曲线图如图１４所示，描述了在

图１２ 复泊松比的实部与虚部图

图１３ 模型表面垂直位移时程曲线图（泊松比变化）

不同位置最大位移的趋势变化，由于轴对称性质，在距

载荷源相同的位置其位移相等。

图１４ 不同位置最大位移曲线图（泊松比变化）

３２ 算例二

模型中其他参数不变，只将沥青层、地基层和底基

层泊松比设为定值，都为０４５。通过程序计算得出距载

荷源距离分别为 ０ｍｍ、３００ｍｍ、６００ｍｍ、９００ｍｍ、

１２００ｍｍ、１５００ｍｍ、１８００ｍｍ的沥青表面垂直位移，其位

移时程曲线和不同位置最大位移曲线分别如图１５、图

１６所示。

从图１５和１６可知，泊松比设为定值时，其位移时

程和不同位置最大位移的变化趋势皆基本与泊松比变

化时的趋势一致。
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图１５ 模型表面垂直位移时程曲线图（泊松比为０４５）

图１６ 不同位置最大位移曲线图（泊松比为０４５）

４ 结束语

公路受到高温时，路面出现软化，使得其材料表现

出粘弹性。本文以线弹性得到的谱元法理论为基础，对

粘弹性层结构模型进行分析。为了便于计算，将模型结

构简化为三层，分别模拟沥青层、地基层和底基层，并假

定三层均表现为粘弹性，以泊松比随时间变化和泊松比

不随时间变化为例，通过程序计算得出模型表面距离不

同载荷源中心的垂直位移。

由算例一和算例二可知，随着距载荷源的距离越

长，其同一时刻产生的位移不断减小，这符合瞬态力加

载时产生的波在介质中传播不断衰减的特征；同时，在

距离载荷源不同位置产生的最大位移时刻不同，离载荷

源越近，产生的最大位移时刻靠前，离载荷源越远，产生

的最大位移时刻靠后，这符合瞬态动力学中的滞后现

象。由轴对称性质可知，不同位置处的最大位移曲线变

化趋势表明了动力学问题可以在某一时刻考虑成为静

力学问题。通过使用波谱元法对粘弹性模型的位移计

算的研究，可以更好的为路基层的参数识别提供可靠的

理论和计算上的支撑。
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