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求解不定方程 ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝５７ｙ（ｙ＋１）
（ｙ＋２）（ｙ＋３）

杨 群

（西南大学数学与统计学院，重庆 ４００７１５）

　　摘　要：不定方程是数论的一个重要分支，其中除了部分确定系数的多项式的解被解决了外，还存有

很多问题有待被研究。鉴于此，对形如ｍｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝ｎｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３），（ｎ，ｍ）＝１

的不定方程，首次使用ＧＰ辅助软件进一步计算其不同形式的整数解。研究主要运用了 Ｐｅｌｌ方程、递归

数列、同余式及（非）平方剩余等一系列的证明方法，将不定方程转化成Ｐｅｌｌ方程。通过证明Ｐｅｌｌ方程的

四个结合类，运用勒让德符号、同余式和递归数列，并借助Ｍａｔｌａｂ软件和 ＧＰ软件工具，完全搜索了四个

结合类的解，证明了不定方程ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝５７ｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３）无正整数解。
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引 言

不定方程作为数论的一个重要分支，大约是从公元３

世纪开始被研究，直到目前仍存有很多问题有待解决，其

中一种特殊的形式就是形如ｎｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝

ｍｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３）的不定方程，这类不定方程已

经有将近４０年的研究历史了［１１８］，到目前为止，只那些

确定系数的多项式的解被解决了，而其他的都有待被解

决。１９７１年，Ｃｏｈｎ［１７］证明了 （ｍ，ｎ）＝（１，２）时，仅有

正整数解（ｘ，ｙ）＝（５，４）；１９７５年，Ｐｏｎｎｕｄｕｒａｉｔ［１８］证明

了（ｍ，ｎ）＝（１，３）时，整数解 （ｘ，ｙ）＝（２，１）；１９９１

年，罗明［１５］证明了 （ｍ，ｎ）＝（１，７）的整数解只有 （ｘ，

ｙ）＝（４，２）；１９９６年，钟梅、邓谋杰［１４］证明了（ｍ，ｎ）＝

（３，４）的整数解只有 （ｘ，ｙ）＝（１２，１３）；１９９７年徐学

文［１３］证明了 （ｍ，ｎ）＝（１，７）没有整数解；２００７年，程

瑶、马玉林［１２］证明了 （ｍ，ｎ） ＝（１，１１）没有整数

解，．．．，直到２０１８年，陈琼［１］证明 （ｍ，ｎ）＝（１，３３）的

整数解只有（ｘ，ｙ）＝（９，３）。但是，对于 ｎ和 ｍ的值比

较大的数字还没有研究过，如当（ｍ，ｎ）＝（１，５７）时，不

定方程ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝５７ｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）

（ｙ＋３）的正整数解还未知，以及更多该类不定方程都

有待被研究。

先将原不定方程化为：

（ｘ２＋３ｘ＋１）２－５７（ｙ２＋３ｙ＋１）２ ＝－５６

方程ｘ２－５７ｙ２＝－５６的全部整数解，由以下４个类

给出：

ｘｎ＋ｙｎ槡５７＝±（１＋槡５７）（１５１＋ 槡２０ ５７）ｎ，ｎ∈Ｚ

ｘｎ＋ｙｎ槡５７＝±（－１＋槡５７）（１５１＋ 槡２０ ５７）
ｎ，ｎ∈Ｚ



ｘｎ′＋ｙｎ′槡５７＝±（３７＋ 槡５ ５７）（１５１＋ 槡２０ ５７）
ｎ，ｎ∈Ｚ

ｘｎ′＋ｙｎ′槡５７＝±（－３７＋ 槡５ ５７）（１５１＋ 槡２０ ５７）
ｎ，ｎ∈Ｚ

式中，１＋槡５７，３７＋ 槡５ ５７是不定方程ｘ２－５７ｙ２＝－５６

相应结合类的基本解，１５１＋ 槡２０ ５７是 Ｐｅｌｌ方程 ｕ２－

５７ｖ２＝１的基本解。于是ｘ２－５７ｙ２＝－５６方程的解应满

足：

（２ｘ＋３）２ ＝４ｘｎ＋５ （１）

（２ｘ＋３）２ ＝４ｘｎ＋５ （２）

（２ｘ＋３）２ ＝４ｘ′ｎ＋５ （３）

（２ｘ＋３）２ ＝４ｘ′ｎ＋５ （４）

由于限制条件ｘｎ≥－１，ｘｎ≥－１，ｘｎ′≥－１，ｘｎ′≥－１，故

式（１）～式（４）中，ｘｎ，ｘｎ，ｘｎ′，ｘｎ′只需满足下列４个式

子：

ｘｎ＋ｙｎ槡５７＝（１＋槡５７）（ｕｎ＋ｖｎ槡５７）＝

（１＋槡５７）（１５１＋ 槡２０ ５７）ｎ，ｎ≥０

ｘｎ＋ｙｎ槡５７＝（－１＋槡５７）（ｕｎ＋ｖｎ槡５７）＝

（－１＋槡５７）（１５１＋ 槡２０ ５７）ｎ，ｎ≥０

ｘｎ′＋ｙｎ′槡５７＝（３７＋ 槡５ ５７）（ｕｎ＋ｖｎ槡５７）＝

（３７＋ 槡５ ５７）（１５１＋ 槡２０ ５７）ｎ，ｎ≥０

ｘｎ′＋ｙｎ′槡５７＝（－３７＋ 槡５ ５７）（ｕｎ＋ｖｎ槡５７）＝

（－３７＋ 槡５ ５７）（１５１＋ 槡２０ ５７）ｎ，ｎ≥０

由这４个式子可推出下列关系式：

ｘｎ＋１ ＝３０２ｘｎ－ｘｎ－１，ｘ０ ＝１，ｘ１ ＝１２９１

ｘｎ＋１ ＝３０２ｘｎ－ｘｎ－１，ｘ０ ＝－１，ｘ１ ＝９８９

ｘｎ＋１′＝３０２ｘｎ′－ｘｎ－１′，ｘ０ ＝３７，ｘ１ ＝１１２８７

ｘｎ＋１′＝３０２ｘｎ′－ｘｎ－１′，ｘ０ ＝－３７，ｘ１ ＝１１３

式中：

ｖｎ＋１ ＝３０２ｖｎ－ｖｎ－１，ｖ０ ＝０，ｖ１ ＝２０

ｕｎ＋１ ＝３０２ｕｎ－ｕｎ－１，ｕ０ ＝１，ｕ１ ＝１５１

ｕ２ｎ ＝２ｕ
２
ｎ－１，ｖ２ｎ ＝２ｕｎｖｎ

ｘｎ ＝ｕｎ＋５７ｖｎ，ｘｎ ＝－ｕｎ＋５７ｖｎ

ｘｎ′＝３７ｕｎ＋２８５ｖｎ，ｘｎ′＝３７ｕｎ＋２８５ｕｎ （５）

ｕｎ＋２ｈ≡－ｕｎ（ｍｏｄｕｈ），ｖｎ＋２ｈ≡－ｖｎ（ｍｏｄｕｈ）

ｘｎ＋２ｈ≡－ｘｎ（ｍｏｄｕｈ），ｘｎ＋２ｈ≡－ｘｎ（ｍｏｄｕｈ） （６）

ｘｎ＋２ｈ′≡－ｘｎ′（ｍｏｄｕｈ），ｘｎ＋２ｈ′≡－ｘｎ′（ｍｏｄｕｈ）

１ （２ｘ＋３）２ ＝４ｘｎ＋５

将考虑（１）式的解，即ｎ取何值时４ｘｎ＋５为完全平

方数。

引理１ 设２｜ｎ，ｎ＞０，则：

±２２８ｖ２ｎ＋５
ｕ２

( )
ｎ

＝－ ±２２８ｖｎ＋５ｕｎ( )９３７

证明 由于２｜ｎ，ｕｎ≡１（ｍｏｄ２），ｕｎ≡１（ｍｏｄ４），

ｕ２ｎ≡２ｕ
２－１≡１（ｍｏｄ８），故 ２

ｕ２
( )

ｎ

＝１， －１
ｕ( )
ｎ

＝１，所

以：

±２２８ｖ２ｎ＋５
ｕ２

( )
ｎ

＝ ±４５６ｕｎｖｎ＋１０ｕ
２
ｎ

ｕ２
( )

ｎ

＝

２
ｕ２

( )
ｎ

ｕｎ
ｕ２

( )
ｎ

±２２８ｖｎ＋５ｕｎ
ｕ２

( )
ｎ

＝

±２２８ｖｎ＋５ｕｎ
ｕ２

( )
ｎ

＝ ｕ２ｎ
±２２８ｖｎ＋５ｕ

( )
ｎ

＝

ｕ２ｎ＋５７ｖ
２
ｎ

±２２８ｖｎ＋５ｕ
( )

ｎ

＝ ５３４０９
±２２８ｖｎ＋５ｕ

( )
ｎ

＝

３
±２２８ｖｎ＋５ｕ

( )
ｎ

·
１９

±２２８ｖｎ＋５ｕ
( )

ｎ

·

９３７
±２２８ｖｎ＋５ｕ

( )
ｎ

因为 ±２２８ｖｎ＋５ｕｎ≡５（ｍｏｄ１９），±２２８ｖｎ＋５ｕｎ≡

２（ｍｏｄ３），所以 ±２２８ｖ２ｎ＋５
ｕ２

( )
ｎ

＝－ ±２２８ｖｎ＋５ｕｎ( )９３７

引理２ （±２２８ｖｎ＋５ｕｎ）是一个非平方数。

证明 用对序列｛±２２８ｖｎ＋５ｕｎ｝取模的方法证明。

｛±２２８ｖｎ＋５ｕｎ｝取ｍｏｄ９３７，可以得到两个剩余序

列周期都为７８；序列２ｔ取 ｍｏｄ７８的剩余序列的周期为

１２（除ｔ＝０以外）。对ｋ分两种情况讨论。

令ｎ＝２·ｋ·３·５２·１１·２ｔ（ｔ≥１，２⊥ｔ），当ｋ≡

１（ｍｏｄ４）时，令

ｍ＝
２ｔ，ｔ≡０，２，３，４，７，８，９，１０（ｍｏｄ１２）

５·２ｔ，ｔ≡１，５，６，１１（ｍｏｄ１２{
）

则有表１：
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表１ ｋ≡１（ｍｏｄ４）情况下的数
ｔ ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１

ｍ（ｍｏｄ７８） ４０ １０ ４ ８ １６ ４ ８ ５０ ２２ ４４ １０ ２２

２２８ｖｍ ＋５ｕｍ（９３７） ３０７ １１０ ６４９ ４４３ １９ ４５７ ４４３ ８６９ ４０８ ３１２ ２１９ ４０８

　　对表 １中的所有 ｍ，均有 ４ｘｎ ＋５≡ ４ｘ２ｍ ＋５≡

２２８ｖ２ｍ ＋５（ｍｏｄｕ２ｍ），故：

４ｘｎ＋５
ｕ２

( )
ｍ

＝ ２２８ｖｍ ＋５
ｕ２

( )
ｍ

＝－ ２２８ｖｍ ＋５ｕｍ( )９３７
＝－１

所以４ｘｎ＋５是非平方数。

当ｋ≡－１（ｍｏｄ４）时，

ｍ＝

２ｔ，ｔ≡０，１，２，３，４，９（ｍｏｄ１２）

５·２ｔ，ｔ≡５，６，７（ｍｏｄ１２）

５２·２ｔ，ｔ≡８，１０（ｍｏｄ１２）

３·１１·２ｔ，ｔ≡１１（ｍｏｄ１２










）

则有表２：

表２ ｋ≡－１（ｍｏｄ４）情况下的数据
ｔ ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１

ｍ（ｍｏｄ７８） ４０ ２ ４ ８ １６ ４ ８ １６ ４ ４４ １６ ３６

２２８ｖｍ ＋５ｕｍ（９３７） ５７ ５８４ ７２ ８２０ ５０ ７２ ８２０ ５０ ７２ ７６ ５０ ４６０

　　对表２中的所有ｍ，均有４ｘｎ＋５≡－４ｘ２ｍ ＋５≡

－２２８ｖ２ｍ ＋５（ｍｏｄｕ２ｍ），故：

４ｘｎ＋５
ｕ２

( )
ｍ

＝ －２２８ｖ２ｍ ＋５
ｕ２

( )
ｍ

＝－ －２２８ｖｍ ＋５ｕｍ( )９３７
＝－１

所以４ｘｎ＋５是非平方数。

引理３ 若式（１）成立，则必需 ｎ≡０（ｍｏｄ４×３×

５２×１１）

证明 对序列｛４ｘｎ＋５｝取模的方法证明

（１）ｍｏｄ１５１，排除ｎ≡１，３（ｍｏｄ４），此时４ｘｎ＋５≡

３５，１２６（ｍｏｄ１５１），剩 ｎ≡ ０，２（ｍｏｄ４）。当 ｎ≡

２（ｍｏｄ４），即 ｎ≡ ２，６（ｍｏｄ８）。ｍｏｄ３１，排除 ｎ≡

２，６（ｍｏｄ８），此时４ｘｎ＋５≡１２，２９（ｍｏｄ３１），故 ｎ≡

０（ｍｏｄ４）。

（２）ｍｏｄ１８３０１，排除 ｎ≡４（ｍｏｄ５），此时 ４ｘｎ ＋

５≡１４３５０（ｍｏｄ１８３０１），剩 ｎ≡ ０，１，２，３（ｍｏｄ５），即

ｎ≡０，１，２，３，５，６，７，８（ｍｏｄ１０）。ｍｏｄ９０９０１，排除 ｎ≡

２，３，７，８（ｍｏｄ１０），此时４ｘｎ＋５≡１４２１２，１３００８，７６６９９，

７７９０３（ｍｏｄ９０９０１），剩ｎ≡０，１，５，６（ｍｏｄ１０），即 ｎ≡

０，１，５，６，１０，１１（ｍｏｄ１５）。ｍｏｄ６１，排除 ｎ≡ ５，１０，

１１（ｍｏｄ１５），此时４ｘｎ＋５≡３２，３５，２８（ｍｏｄ６１），剩ｎ≡

０，１，６（ｍｏｄ１５），即 ｎ≡０，１，５，６，１０，１１，１５，１６，２０，２１，

２５，２６，３０，３１，３５，３６（ｍｏｄ４０）。ｍｏｄ４１，排除后剩 ｎ≡

０，６，１０，１５，２０，２５，３５，３６（ｍｏｄ４０）。ｍｏｄ７９，排除后剩

ｎ≡０，１５，２０（ｍｏｄ４０），即 ｎ≡ ０，５，１０，１５，２０，２５，３０，

３５，４０（ｍｏｄ４５）。ｍｏｄ５４１，排除后剩 ｎ≡ ０，５，３０，

３５（ｍｏｄ４５）。ｍｏｄ３３０２９，排除后剩ｎ≡０（ｍｏｄ４５），即

ｎ≡０，５，１０，１５，２０，２５，３０，３５，４０，４５（ｍｏｄ５０）。ｍｏｄ１００９９，排

除后剩ｎ≡０，１０，２０，２５，３５，４５（ｍｏｄ５０），即ｎ≡０，１０，

２０（ｍｏｄ２５）。当ｎ≡１０，２０（ｍｏｄ２５），即ｎ≡１０，２０，３５，

４５，６０，７０，８５，９５（ｍｏｄ１００）。ｍｏｄ２６９９，排除后剩 ｎ≡

４５，７０，８５，９５（ｍｏｄ１００），即 ｎ ≡ １，２，３（ｍｏｄ ４）。

ｍｏｄ１５１，排除ｎ≡１，３（ｍｏｄ４），剩ｎ≡２（ｍｏｄ４），即

ｎ≡２，６（ｍｏｄ８）。ｍｏｄ３１，排除 ｎ≡ ２，６（ｍｏｄ８）。故

ｎ≡０（ｍｏｄ５）。

（３）ｍｏｄ１９７，排除ｎ≡２，４，５，７，９，１０（ｍｏｄ１１），剩

ｎ≡０，１，３，６，８（ｍｏｄ１１）。ｍｏｄ１３６１９，排除ｎ≡８（ｍｏｄ１１），

剩ｎ≡０，１，３，６（ｍｏｄ１１）。当 ｎ≡１，３，６（ｍｏｄ１１），即

ｎ≡１，３，６，１２，１４，１７（ｍｏｄ２２）。ｍｏｄ３９７，排除 ｎ≡１，

１２，１４（ｍｏｄ２２），剩ｎ≡３，６，１７（ｍｏｄ２２），即ｎ≡３，６，

１７，２５，２８，３９（ｍｏｄ４４）。ｍｏｄ１２３１，排除 ｎ≡６，１７，２５，

２８（ｍｏｄ４４），剩ｎ≡３，３９（ｍｏｄ４４），即ｎ≡３（ｍｏｄ４）。

ｍｏｄ１５１，排除ｎ≡３（ｍｏｄ４）。故ｎ≡０（ｍｏｄ１１）。

２ （２ｘ＋３）ｎ ＝４ｘｎ＋５

引理４ 若ｎ≡０ｍｏｄ（３×４×５２×１１）且ｎ＞０时，

式（２）不成立。

证明 ｎ＝２·ｋ·３·５２·１１·２ｔ（ｔ≥１，２⊥ｔ），运用

分类讨论的数学方法及与引理３证明过程中选取 ｎ的

方式相同，根据式（５）、式（６）以及引理１可得：

４ｘｎ＋５
ｕ２

( )
ｍ

＝ ±２２８ｖｍ ＋５
ｕ２

( )
ｍ

＝－ ±２２８ｖｍ ＋５ｕｍ( )９３７
＝－１
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故式（２）不成立。

引理５ 若式（２）成立，则必需ｎ≡０（ｍｏｄ４×３×５２

×１１）

证明

（１）ｍｏｄ１５１，排除 ｎ≡ １，３（ｍｏｄ４），剩 ｎ≡ ０，

２（ｍｏｄ４）。当ｎ≡２（ｍｏｄ４），即ｎ≡２，６（ｍｏｄ８）。ｍｏｄ３１，

排除ｎ≡２，６（ｍｏｄ８），故ｎ≡０（ｍｏｄ４）。

（２）ｍｏｄ１８３０１，排除ｎ≡１（ｍｏｄ５），剩ｎ≡０，２，３，

４（ｍｏｄ５），ｎ≡０，２，３，４，５，７，８，９（ｍｏｄ１０）。ｍｏｄ９０９０１，

排除ｎ≡２，３，７，８（ｍｏｄ１０），剩ｎ≡０，４，５，９（ｍｏｄ１０），

即ｎ≡０，４，５，９，１０，１４（ｍｏｄ１５）。ｍｏｄ６１，排除 ｎ≡４，

９，１４（ｍｏｄ１５），剩 ｎ≡０，５，１０（ｍｏｄ１５），即 ｎ≡０，５，

１０，１５，２０，２５，３０，３５（ｍｏｄ４０）。ｍｏｄ４１，排除 ｎ≡ １５，

３０（ｍｏｄ４０），ｎ≡１０，２５，３５（ｍｏｄ４０）。ｍｏｄ７９，排除，剩

ｎ≡０，５，２０（ｍｏｄ４０），即ｎ≡０，５，１０，１５，２０，２５，３０，３５，

４０（ｍｏｄ４５）。ｍｏｄ５４１，排除 ｎ≡ １０，１５，２０，２５，３０，

３５（ｍｏｄ４５），剩 ｎ≡０，５，４０（ｍｏｄ４５）。ｍｏｄ２２８０６１，排除

ｎ≡５，４０（ｍｏｄ４５），故ｎ≡０（ｍｏｄ４５），即ｎ≡０（ｍｏｄ３）。

（３）由上面可知有ｎ≡０（ｍｏｄ４５），故ｎ≡０，５，１０，

１５，２０，２５，３０，３５，４０，４５（ｍｏｄ５０）。ｍｏｄ１００９９，排除ｎ≡

１０，２０，３５，４５（ｍｏｄ５０），剩 ｎ≡０，５，１５，２５，３０，４０（ｍｏｄ５０），

即ｎ≡０，５，１５（ｍｏｄ２５）。当 ｎ≡５，１５（ｍｏｄ２５）时，即

ｎ≡５，１５，３０，４０，５５，６５（ｍｏｄ７５）。ｍｏｄ１４９，排除 ｎ≡

５，３０，４０，５５，６５（ｍｏｄ７５），剩ｎ≡１５（ｍｏｄ７５），即 ｎ≡

１５，４０，６５，９０（ｍｏｄ１００）。ｍｏｄ２６９９，排除 ｎ≡ １５，４０，

９０（ｍｏｄ１００），剩ｎ≡６５（ｍｏｄ１００），即ｎ≡３（ｍｏｄ４）。

ｍｏｄ１５１，排除ｎ≡３（ｍｏｄ４）。故ｎ≡０（ｍｏｄ２５）。

（４）ｍｏｄ１９７，排除ｎ≡１，２，５，７，８，９（ｍｏｄ１１），剩

ｎ≡０，３，４，６，１０（ｍｏｄ１１）。ｍｏｄ１３６１９，排除ｎ≡３，４，６，

１０（ｍｏｄ１１）。故ｎ≡０（ｍｏｄ１１）。

３ （２ｘ＋３）２ ＝４ｘｎ′＋５

引理６ 对任意ｎ≥０，式（３）都不成立。

证明 ｍｏｄ７，排除ｎ≡０，１（ｍｏｄ６），剩ｎ≡２，３，４，

５（ｍｏｄ６）。ｍｏｄ４３，排除ｎ≡２，３，４，５（ｍｏｄ６）。故对任

意ｎ≥０，４ｘｎ′＋５都是非平方数。

４ （２ｘ＋３）２ ＝４ｘｎ′＋５

引理７ 对任意ｎ≥０，式（４）都不成立。

证明 ｍｏｄ７，排除ｎ≡２，３（ｍｏｄ６），剩ｎ≡０，１，４，

５（ｍｏｄ６）。ｍｏｄ４３，排除ｎ≡０，１，４，５（ｍｏｄ６）。故对任

意ｎ≥０，４ｘｎ′＋５都是非平方数。

定理１ 不定方程（ｘ２＋３ｘ＋１）２－５７ｙ２＝－５６的全

部整数解是（－１，－１），（－１，１），（－２，１），（－２，－１）。

证明 由引理２和引理３知若式（３）成立，必需ｎ＝０，

此时ｘ＝－１，－２，这给出了方程的４组解。

定理 ２ 不定方程 ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）＝

５７ｙ（ｙ＋１）（ｙ＋２）（ｙ＋３）无正整数解。

证明 由式（２）和定理１知，ｘ只能等于 －１，－２，故

该不定方程无正整数解。
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