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结合等照度线信息的图像去噪变分模型

吴 洋，杨平先，陈明举

（四川理工学院自动化与信息工程学院，四川 自贡 ６４３０００）

　　摘　要：噪声是图像获取、传输和储存过程中不可避免的现象，去噪是图像处理的首要步骤与基本

问题，也是后续的高层次图像处理的基础。基于图像梯度的 ＰＭ模型能有效增强图像的轮廓信息，但同

时会造成图像边缘模糊并在图像的平滑区域产生阶梯效应。图像的等照度线能有效抑制图像边缘的过

度平滑，考虑到等照度线与ＰＭ模型图像梯度的互补性，提出一种同时极小化图像梯度与原图像等照度

线信息的复合变分模型，并给出该模型的迭代求解过程。通过对比实验证明，提出的复合模型能有效地

利用原图像的结构信息，在消除平滑区域阶梯效应的同时能增强图像的边缘，取得较高的峰值信噪比，

获得较好的图像去噪性能。
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引 言

图像去噪就是将受噪声污染的图像恢复成原始无

噪声干扰的图像。图像去噪实际上是一个不可逆的病

态过程，图像在去除噪声过程中，其重要信息（如边缘和

轮廓）不可避免地产生模糊，这就使得保持图像特征与

去噪相互矛盾。在过去的２０多年里，变分法和偏微分

方程方法在消除噪声和保护边缘之间的平衡中已经被

证明是非常成功的。“尺度空间”的概念最早是由Ｉｉｊｉｍａ

提出的，并在８０年代由 Ｗｉｔｋｉｎ［１］、Ｋｏｅｎｄｅｒｉｎｋ［２］和 Ｈｕｍ

ｍｅｌ［３］等首先指出该多尺度描述从理论上可视作各向同

性的线性偏微分方程。线性偏微分方程是对整个图像

进行均匀滤波，这等价于一个带有高斯内核的平滑过

程。然而，这个过程被发现是有问题的，因为在线性扩

散的几次迭代之后，所有边缘特征都被抹去了。为了弥

补在线性空间理论中遇到的困难，Ｐｅｒｏｎａ和 Ｍａｌｉｋ于

１９９０年提出了非线性各向异性扩散方程（ＰＭ模型）［４］

来解决这个问题。ＰＭ模型是利用梯度算子来辨别由噪

声引起的图像梯度变化和由边缘引起的图像梯度变化，

然后用邻域加权平均去除由噪声引起的小梯度变化，同

时保留由边缘引起的大梯度变化从而消除噪声。但该

模型不能有效区分噪声和边缘，并且在图像平滑区域会

过度扩散，导致去噪后图像出现分片灰度常数区域，即

“块效应”现象。随后，一些学者提出了一些改进算

法［５９］，如基于差分特征值的自适应ＰＭ模型［５］、基于ＰＭ

模型的改进ＳＡＲＴ图像重建算法［６］、以及基于各向异性



扩散驱动处理的鲁棒性边缘检测算法［７］等。

为消除ＰＭ模型的阶梯效应并进一步增强图像边

缘，本文在ＰＭ模型中引入了极小化原图像等照度线方

向［１０１２］的梯度项，提出了一种同时极小化图像梯度项与

原图像等照度线方向的复合变分模型，并给出该模型的

迭代求解过程。该模型有效地利用图像梯度信息与图

像等照度线信息，在消除平滑区域阶梯效应的同时增强

图像边缘。

１ 变分模型

令Ｉ为原始无噪声图像，ｕ为被噪声污染后的图像，

即 ｕ＝Ｉ＋ｎ，式中ｎ是均值为０、方差为σ２的高斯噪声。

图像去噪通过对含噪图像 ｕ进行处理来尽可能复原图

像Ｉ，扩散模型在图像处理方面表现出较好的性能，

Ｐｅｒｏｎａ与Ｍａｌｉｋ通过极小化图像的梯度项提出著名的

ＰＭ图像去噪模型［４］：

ｍｉｎ
ｕ
Ｅ（ｕ）＝∫Ωｇ（ｕ）ｄΩ＋λ∫Ω（ｕ－Ｉ）２ｄΩ （１）

式中： 为梯度算子； · 表示幅度；ｇ（ｕ）＝

１／（１＋（ｕ／ｋ２））为扩散方程。ＰＭ模型的基本思想

是根据 ｕ的大小来实现有选择的扩散平滑。在理

想状态下，图像的边缘部分通常具有较大的梯度值，通

过设置扩散方程ｇ（ｕ）使模型在图像边缘实行较弱

的平滑，以保持边缘信息；平坦区域通常具有较小的梯

度值，设置较大的扩散系数使图像在平坦处实行较强的

平滑。

利用欧拉 －拉格朗日方程，相应的扩散方程可写

成［１３］：

ｕ
ｔ
＝·（ｃ（ｕ）ｕ）－λ（ｕ－Ｉ） （２）

式中：ｃ（ｘ）＝ｇ′（ｘ）ｘ 。由式（２）可知，ＰＭ模型扩散性能

受单个像素梯度大小的控制，在去噪的同时能较好地保

留图像的边缘。然而，在强噪声干扰环境下，梯度不能

较好地区分噪声和图像边缘，会把图像平滑区域的噪声

误认为图像的边缘，对平滑区域噪声进行增强而产生阶

梯效应；并且不能有效消除噪声对图像边缘的破坏，因

此，边缘增强效果有限。图像等照度线体现了图像的结

构信息，与图像的梯度相比，图像的结构信息不易受噪

声的影响。因此，将图像等照度信息引入到ＰＭ模型中，

在消除阶梯效应的同时能更有效地增强图像的边缘，去

噪性能将更优。

２ 图像的等照度线

图像的等照度线就是曲面上具有相同光照度的点

所形成的曲线，在图像中，指具有同一等级的灰度值的

像素点连成的线。因此可以说同一等照度线上，所有像

素点的灰度值相等或差异不大。由于等照度线彼此不

相交，图像可以被它的等照度线充分描述。

定义｛ｖ，ｗ｝为参考坐标系，系统向量 ｗ和 ｖ的定义

如下：

→ｗ＝
｛ｕｘ，ｕｙ｝

ｕ２ｘ＋ｕ
２

槡 ｙ

；
→ｖ＝⊥→ｗ （３）

式中：ｕｘ、ｕｙ是图像亮度函数ｕ（ｘ，ｙ）分别沿ｘ、ｙ方向的

一阶导数。在此系统中沿ｗ方向的导数是梯度本身，而

在ｖ方向（垂直于梯度）上的导数为０（沿等照度线无强

度变化）。等照度线的坐标关系图如图１所示。

图１ 等照度线坐标关系图

在图１所示的坐标系统中，等照度线被定义为ｕ（ｖ，

ｗ（ｖ））＝ｃｏｎｓｔａｎｔ，它的曲率 ｗ″定义为切线矢量 ｗ′的

变化。通过隐函数微分的定义对等照度线微分，有：

ｕｖ＋ｕｗｗ′＝０；ｗ′＝－
ｕｖ
ｕｗ

（４）

从规范条件可以知道 ｕｖ ＝０，可知 ｗ′＝０。再对 ｖ

微分，得到：

ｕｖｖ＋２ｕｖｗｗ′＋ｕｖｗｗ′
２＋ｕｗｗ″＝０ （５）
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已知ｗ′＝０时，求解等照度线曲率κ＝ｗ″，得到等

照度线的曲率：

κ＝－
ｕｖｖ
ｕｗ

（６）

在笛卡尔坐标系中，曲率公式表述为：

κ＝－
ｕｖｖ
ｕｗ
＝－
ｕｘｘｕ

２
ｙ－２ｕｘｕｙｕｘｙ＋ｕｙｙｕ

２
ｘ

ｕ２ｘ＋ｕ
２
ｙ

（７）

本文采用文献［１４］中提出的等照度线曲率公式：

κ＝
ｕｘｘｆ

２
ｙ－２ｆｘｆｙｕｘｙ＋ｕｙｙｆ

２
ｘ

ｆ２ｘ＋ｆ
２
ｙ

（８）

式中：ｆ为 ｕ的高斯卷积函数。值得注意的是，在数学

上曲率表示函数图像内切圆半径的倒数，式（７）的公

式前带有负号，但是在后面的式（１１）中，扩散不只沿

内切圆径向进行，还可能沿着其反方向进行，这取决于

等照度线的形状和扩散方向，所以等式（８）保留了曲

率符号。

３ 结合等照度信息的复合变分模型

为了更有效地利用图像的结构信息，将原图像的

等照度信息引入到变分模型中以克服 ＰＭ模型的缺

点。将极小化等照度线方向的梯度项引入到 ＰＭ变分

模型中，建立结合等照度信息的复合变分模型，如下式

所示：

ｍｉｎ
ｕ
Ｅ（ｕ）＝ｋ１∫Ωｇ（ｕ）ｄΩ＋

　　ｋ２∫Ω （ｕｘ，ｕｙ）（ｎｘ，ｎｙ槡 ）ｄΩ＋

　　λ∫Ω（ｕ－Ｉ）２ｄΩ

（９）

式中：ｋ１、ｋ２为平衡系数；ｕｘ、ｕｙ分别为图像ｕ在ｘ、ｙ方向

的导数；ｆｘ、ｆｙ分别为图像Ｉ在ｘ、ｙ方向的导数；ｎｘ、ｎｙ分

别为图像Ｉ等照度线方向的单位矢量，其定义为：

（ｎｘ，ｎｙ）＝ －ｆｙ／ ｆ２ｘ＋ｆ
２

槡 ｙ，ｆｘ／ ｆ２ｘ＋ｆ
２

槡
( )

ｙ
（１０）

式（９）表示的模型中，（ｕｘ，ｕｙ）（ｎｘ，ｎｙ）实际上是求

两矢量的内积，即图像 ｕ在图像 Ｉ的等照度线方向的梯

度。该模型同时对图像的梯度与等照度信息求取极小

化，能有效地区分图像的边缘与噪声，去噪的同时能更

有效地增强图像结构边界信息。

对该模型利用梯度下降法求解极小化问题为：

ｕ
ｔ
＝ｋ１·（ｃ（ ｕ）ｕ）＋

　　ｋ２
１

｜（ｕｘ，ｕｙ）（ｎｘ，ｎｙ）｜槡
３

ｕｘｘｆ２ｙ－２ｆｘｆｙｕｘｙ＋ｕｙｙｆ２ｘ
ｆ２ｘ＋ｆ２ｙ

＋

　　λ（Ｉ－ｕ）

（１１）

式中：（ｕｘｘｆ
２
ｙ－２ｆｘｆｙｕｘｙ＋ｕｙｙｆ

２
ｘ）／（ｆ

２
ｘ＋ｆ

２
ｙ）是 ｕ沿图像 Ｉ

的等照度线切线方向的二阶导数，其对应的扩散强度

为１／ （ｕｘ，ｕｙ）（ｎｘ，ｎｙ）槡
３。等式右边为３项式子之

和，第一项表示扩散性能受图像梯度影响，不同大小梯

度区域采用不同的扩散强度；第二项表示控制扩散方

向沿等照度线方向进行，从而有效地增强图像边缘结

构信息；第三项保证迭代扩散后的图像尽可能与原始

图像相似。

４ 实验与分析

为证明所提出的算法能在去噪的同时也能更有效

地增强图像的边缘，将提出的复合模型与 ＴＶ模型［１５］、

文献［１６］提出的模型以及 ＰＭ模型从主观与客观上进

行了比较分析。实验中采用２５６×２５６的灰度图像，客

观方面采用信噪比（ＳｉｇｎａｌＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，ＳＮＲ）与结构相似

度（ＳｔｒｕｃｔｕｒａｌＳｉｍｉｌａｒｉｔｙ，ＳＳＩＭ）作为评价标准。信噪比与

结构相似度定义如下：

信噪比：

ＳＮＲ＝１０×ｌｇ
∑
Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
（ｕ０（ｉ，ｊ）－ｍｅａｎ（ｕ０））

２

∑
Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
（ｕ（ｉ，ｊ）－ｕ０（ｉ，ｊ））

２
（１２）

结构相似度：

ＳＳＩＭ（ｕ，ｕ０）＝
４σｕσｕ０μｕμｕ０

（σ２ｕ ＋σ
２
ｕ０）（μ

２
ｕ ＋μ

２
ｕ０）

（１３）

式中：ｕ０是原图像；ｕ
 是去噪后的图像；Ｍ和 Ｎ是图

像的尺寸；σｕ与σｕ０是ｕ
与ｕ０的标准差；μｕ与μｕ０是

ｕ 与 ｕ０的协方差。实验中对不同的图像加入不同强

度的高斯噪声，分别采用 ＴＶ模型、文献［１６］提出的模

型、ＰＭ模型以及本文模型进行对比试验，结果如图 ２

～图４所示。
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图２ Ｐｅｐｐｅｒ图像去噪实验结果

图３ Ｃａｍｅｒａｍａｎ图像去噪实验结果

　　图２与图３给出“Ｐｅｐｐｅｒ”与“Ｃａｍｅｒａｍａｎ”图像采用

几种变分模型的去噪结果，并在图４中给出了“Ｃａｍｅｒａ

ｍａｎ”图像去噪实验结果的局部放大图。从图中可以看

出，ＴＶ模型虽然有效去除了图像中的噪声，但却过度模

糊了图像边缘，造成更多图像细节的丢失。文献［１６］提

出的模型细节失真比较严重，对比图２可知，虽然文献

［１６］模型有效保留了部分边缘细节信息，但在处理过程

中会对图像的边缘轮廓造成破坏，从而产生锯齿现象，
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图４ Ｃａｍｅｒａｍａｎ去噪实验结果局部放大图

同时从图３的处理结果可以看出，文献［１６］模型在处理

过程中会对图像背景信息产生过度平滑，造成图像中建

筑物部分的细节丢失。ＰＭ模型存在较强的阶梯效应，

并且当图像中噪声较为严重时，ＰＭ模型不能有效去除

图像噪声，去噪性能较差。本文的复合模型在去噪的同

时有效地克服了ＰＭ模型的阶梯效应，由于处理过程中

加入了图像的等照度线信息，充分考虑了图像的结构信

息，在图像的边缘与轮廓信息上都实现了较好的增强，

从而获得较好的去噪性能。

　　表１给出了不同图片受不同方差 σ２的高斯干扰

下采用不同模型去噪后的 ＳＮＲ与 ＳＳＩＭ。从表 １可

知，本文的复合模型与 ＰＭ模型相比，ＳＮＲ与 ＳＳＩＭ有

一定的提高，在几种模型中，本文的复合模型具有最

高的 ＳＮＲ与 ＳＳＩＭ。这是由于本文提出的复合模型

有效地结合了图像的等照度线信息和图像梯度，在

增强图像边缘的同时抑制了图像梯度方向的过度扩

散，较好地保留了更多图像细节信息，使处理后的图

像更接近原图像。

表１ 仿真图像的ＳＮＲ和ＳＳＩＭ比较

图　像 噪声强度
ＴＶ模型 文献［１６］模型 ＰＭ模型 本文模型

ＳＮＲ ＳＳＩＭ ＳＮＲ ＳＳＩＭ ＳＮＲ ＳＳＩＭ ＳＮＲ ＳＳＩＭ

Ｐｅｐｐｅｒ

σ＝１０ ２８１３４５ ０８４０８ ２９７２６７ ０８７６０ ２８０５２８ ０８２４８ ３０８７１９ ０９０４６

σ＝２０ ２７９７９７ ０８３８４ ２８５８９３ ０８２４７ ２７６２１１ ０８１４７ ２８８１６６ ０８５４０

σ＝３０ ２７５３１８ ０８２１３ ２６９０１９ ０８０１７ ２５１７６５ ０６４９５ ２７７７１７ ０８２２３

Ｃａｍｅｒａｍａｎ

σ＝１０ ２８５４４８ ０８２８３ ２８９３６２ ０８３０１ ２９２９６９ ０８２０２ ２９７９１５ ０８４５０

σ＝２０ ２８１５１４ ０８２７１ ２８３０３１ ０８０４２ ２７４９８４ ０７０９４ ２８７２４４ ０８３２３

σ＝３０ ２５５９９０ ０６５３４ ２５８３１６ ０６７５８ ２３７５７２ ０５１５６ ２６５４６８ ０７２７７

Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ

σ＝１０ ２９４４９８ ０７９８５ ３０３０９４ ０８１５９ ３２６７９０ ０８３０４ ３３２０２０ ０８４５０

σ＝２０ ２６５１１６ ０７６５２ ２８４１８７ ０７７９６ ２８３６８０ ０７８２５ ３０５０４１ ０８２９１

σ＝３０ ２４１５０１ ０７４５４ ２４９６３３ ０７４８１ ２４８７６２ ０６８２７ ２８３７１７ ０８０５５
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５ 结束语

目前，ＰＭ模型广泛应用到图像去噪领域，但是 ＰＭ

模型在强噪声干扰环境下容易产生阶梯效应现象，图像

梯度不能较好地区分噪声和图像边缘。为克服这一缺

陷，将原始图像的等照度信息引入到变分模型中，充分

利用原图像的结构信息，提出了一种同时处理图像梯度

与等照度信息的复合模型。实验中通过与 ＴＶ模型、文

献［１６］提出的模型以及ＰＭ模型进行对比分析，证明本

文的复合模型可以有效解决并消除平滑区域的阶梯效

应，增强图像的边缘，具有较好的去噪性能，并在图像视

觉效果上也取得了很大改善。
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