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　　摘　要：素理想是研究Ｏｃｋｈａｍ代数类结构的一个重要工具。伪补 ＭＳ－代数是同时具有伪补代数

和ＭＳ－代数特征的一类代数。首先在伪补ＭＳ－代数上引入两类素理想，以伪补ＭＳ－代数本身的运算

属性为基础获得了伪补ＭＳ－代数素理想的运算特征。其次，利用素理想构造出了伪补 ＭＳ－代数上的

一类同余关系等式，借助素理想集刻画伪补ＭＳ－代数的每一个同余关系，获得了伪补ＭＳ－代数上的同

余关系判别定理。最后，得到次直不可约的伪补ＭＳ－代数的结构特征，其元素个数小于或等于６。所得

结论为其他Ｏｃｋｈａｍ代数类核理想性质的研究提供了方法，丰富了 Ｏｃｋｈａｍ代数的发展，为进一步研究

Ｏｃｋｈａｍ代数类的代数结构提供理论支持。
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引 言

Ｏｃｋｈａｍ代数［１］是格与序代数理论的一个重要领

域，它是定义在分配格上的一类序代数。布尔代数、ｄｅ

Ｍｏｒｇａｎ代数、Ｓｔｏｎｅ代数、伪补 ＭＳ－代数等都是它的子

代数，其部分研究成果见文献［１－５］。在泛代数研究领

域，研究代数的结构及其特征的方法有很多，其中利用

代数的理想和滤子是比较常用的一种，特别是利用不同

定义、不同结构的理想和滤子来研究代数结构是一种比较

常用的手段。目前，很多学者利用理想和滤子来研究代数

的结构及其特征获得了大量成果。例如，在文献［６－９］

中，作者在相应的代数类上引入理想与滤子，以核理想

与余核滤子为载体刻画相应代数同余结构。文献［１０］

以假值理想为工具描述了双重伪补代数同余关系。文

献［１１］给出了格的反软理想新概念，证明２个反软理想

分别在软集的限制并和“或”运算下仍然是反软理想。

文献［１２］讨论了 ＢＲｏ代数中的理想及其诱导的商代

数。文献［１３，１４］利用滤子讨论了 Ｂｌ代数的性质。素

理想也是人们认识了解复杂代数结构的一个工具，利用

素理想将代数系统分划为若干块，并可刻画代数同余关

系［１５１９］。

本文以现有文献理论为基础，将素理想引入到伪补

ＭＳ－代数上，综合考虑伪补ＭＳ－代数的运算特征，论证

利用素理想集刻画同余关系的结论，刻画次直不可约的

伪补ＭＳ－代数的结构。

１ 预备知识

定义１［１］ 设 （Ｌ；∧，∨）是一个格，Ｉ是格 Ｌ的子



格，若ｘ，ｙ∈Ｌ，ｙ≤ｘ∈Ｉ总有ｙ∈Ｉ，称子格Ｉ是格Ｌ的

理想。

设Ｉ是格Ｌ的理想，且Ｉ≠Ｌ，ａ，ｂ∈Ｌ，若ａ∧ｂ∈

Ｉ蕴含ａ∈Ｉ或ｂ∈Ｉ，称Ｉ是格Ｌ的素理想。

定义２［２］ 设 （Ｌ；∧，∨，０，１）是一个有界分配格，

其上赋予一个一元运算ｏ，且满足下列条件：

（１）（ｘ∈Ｌ）ｘ≤ｘｏｏ；

（２）（ｘ，ｙ∈Ｌ）（ｘ∧ｙ）ｏ ＝ｘｏ∧ｙｏ；

（３）１ｏ ＝０。

称（Ｌ；∧，∨，ｏ，０，１）为ＭＳ代数。

定义３［１，３］ 一个伪补代数（简称 ｐ－代数）是一个

代数（Ｌ；∧，∨，，０，１），它具有一个最小元０及一个

映射：Ｌ→Ｌ使得ｘ＝ｍａｘ｛ｙ∈Ｌ｜ｘ∧ｙ＝０｝。

定义４［１，３］ 设（Ｌ；∧，∨，０，１）是一个有界分配格，

其上赋予两个一元运算和ｏ，其中（Ｌ；）是 ｐ－代数，

（Ｌ；°）是 ＭＳ－代数，并且一元运算和ｏ满足条件，

（ｘ∈Ｌ）ｘ° ＝ｘ°，称 （Ｌ；∧，∨，，ｏ，０，１）是伪补

ＭＳ－代数（简称ｐＭＳ－代数）。

引理１［１，３］ 设（Ｌ；∧，∨，，ｏ，０，１）是ｐＭＳ－代数，

则有下列结论：

（１）（ａ∈Ｌ）ａｏｏ ＝ａｏｏ ＝ａｏｏ ＝ａ；

（２）（ａ∈Ｌ）ａｏ ＝ａｏ ＝ａｏ ＝ａｏ；

（３）（ａ∈Ｌ）ａ ＝ａｏｏ；

（４）（ａ，ｂ∈Ｌ）（ａ∧ｂ） ＝ａ ∨ｂ。

定义５［１，３］ 设（Ｌ；∧，∨，，ｏ，０，１）是ｐＭＳ－代数，

θ是Ｌ的一个格同余关系，若（ｘ，ｙ）∈θ（ｘ，ｙ）∈θ，

（ｆ（ｘ），ｆ（ｙ））∈θ，则称θ是Ｌ的同余关系。

为了便于说明问题，作如下约定。设 Ｌ是 ｐＭＳ－代

数，Ｌ的理想指的是格理想，Ｌ的同余关系指的是对∧，

∨，，ｏ具有替换性的等价关系，而Ｌ的格同余关系指的

是对∧，∨ 具有替换性的等价关系，并令，Ｃｏｎ（Ｌ）＝

｛θ θ为Ｌ的同余关系｝，ＣｏｎＬ（Ｌ）＝｛θθ为Ｌ的格同余

关系｝，Ｐ（Ｌ）＝｛ＰＰ为Ｌ的素理想｝。

引理２［１５］ 设Ｐ∈Ｐ（Ｌ），定义Ｌ上的二元关系θＰ：

ｘ，ｙ∈Ｌ，ｘ≡ｙ（θＰ）ｘ，ｙ∈Ｐ或ｘ，ｙ∈Ｌ－Ｐ，则θＰ∈

ＣｏｎＬ（Ｌ）。

引理３［１５］ 设Ａ∈Ｐ（Ｌ），定义Ｌ上的二元关系θＡ：

ｘ，ｙ∈Ｌ，ｘ≡ｙ（θＡ）当且仅当Ｐ∈Ａ，ｘ，ｙ∈Ｐ或ｘ，ｙ∈

Ｌ－Ｐ，则：（１）θＡ∈ＣｏｎＬ（Ｌ）且θＡ ＝∧Ｐ∈ＡθＰ；（２）θ

∈ＣｏｎＬ（Ｌ），存在Ａ∈Ｐ（Ｌ），使得θ＝θＡ。

引理４［１８］ 设θ１，θ２∈ＣｏｎＬ（Ｌ），若θ１∧θ２≤θＰ，则

θ１≤θＰ或θ２≤θＰ。

下面根据伪补 ＭＳ－代数的运算特征，来探讨伪补

ＭＳ－代数上素理想的相关性质。

２ 素理想的性质

定理１ 设Ｐ∈Ｐ（Ｌ），定义Ｐ ＝｛ｘ∈Ｌｘ ∈Ｌ

－Ｐ｝，Ｐｏ ＝｛ｘ∈Ｌｘｏ∈Ｌ－Ｐ｝，则有下列结论：

（１）Ｐ，Ｐｏ∈Ｐ（Ｌ）

（２）设 Ｐ１，Ｐ２∈ Ｐ（Ｌ），如果 Ｐ１ Ｐ２，则有 Ｐ

２ 

Ｐ１，Ｐ
ｏ
２Ｐ

ｏ
１；

（３）Ｐ ＝Ｐ ＝ＰｏｏＰ，这里Ｐ ＝（Ｐ），

Ｐｏｏ ＝（Ｐｏ）ｏ；

（４）Ｐｏｏｏ ＝Ｐｏ

（５）Ｐｏ ＝Ｐｏ ＝Ｐｏ

（６）Ｐｏ ＝Ｐｏ ＝Ｐｏ ＝Ｐｏ，Ｐｏｏ＝Ｐｏｏ＝Ｐｏｏ＝

Ｐ。

证明 （１）设ｘ，ｙ∈Ｐ，则ｘ，ｙ ∈Ｌ－Ｐ，从而有

ｘ ∧ｙ ＝（ｘ∨ｙ） ∈Ｌ－Ｐ，ｘ ∨ｙ ＝（ｘ∧ｙ） ∈

Ｌ－Ｐ，故ｘ∨ｙ，ｘ∧ｙ∈Ｐ，因此Ｐ 为Ｌ的子格。

再设ａ∈Ｌ，ｘ∈Ｐ 且ａ≤ｘ，由ａ ≥ｘ Ｐ，可

得ａ Ｐ，从而ａ∈Ｐ，因此Ｐ 为Ｌ的理想。

令ｘ，ｙ∈Ｌ，ｘ∧ｙ∈Ｐ，则（ｘ∧ｙ） ＝ｘ ∨ｙ

Ｐ，从而ｘ Ｐ或者ｙ Ｐ，所以ｘ∈Ｐ 或者ｙ∈

Ｐ，于是Ｐ ∈Ｐ（Ｌ）。

同理可证Ｐｏ∈Ｐ（Ｌ）。

（２）设Ｐ１，Ｐ２∈Ｐ（Ｌ）且Ｐ１Ｐ２，令ｘ∈Ｐ

２，则

ｘ ∈Ｌ－Ｐ２，即ｘ
 Ｐ２。又因Ｐ１Ｐ２，故ｘ

 Ｐ１，从

而ｘ∈Ｐ１，因此Ｐ

２ Ｐ


１。

同理可证Ｐｏ２Ｐ
ｏ
１。

（３）先证Ｐ Ｐ。

设ｘ∈Ｐ，则ｘ Ｐ，由于ｘ∧ｘ ＝０∈Ｐ且Ｐ

为素理想，故ｘ∈Ｐ，所以得Ｐ Ｐ。

再证Ｐ ＝Ｐ。

由于Ｐ Ｐ，由（１）知，Ｐ ∈Ｐ（Ｌ），将Ｐ Ｐ中
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的Ｐ换成Ｐ，即得Ｐ Ｐ。又由Ｐ Ｐ，结合（２）

可得Ｐ Ｐ。所以Ｐ ＝Ｐ。

下证Ｐ ＝Ｐｏｏ。

令ｘ∈Ｐ，故ｘ  Ｐ，则必有 ｘ ∈ Ｐ，否则

ｘ Ｐ，则ｘ ∈Ｐ，此与ｘ Ｐ 相互矛盾。由引

理１知，在ｐＭＳ－代数中，ｘｏｏ＝ｘ ∈Ｐ，因此ｘｏＰｏ，

从而ｘ∈Ｐｏｏ，故Ｐ Ｐｏｏ。

同理可证ＰｏｏＰ。命题即证。

下证ＰｏｏＰ。

设ｘ∈Ｐｏｏ，则ｘｏ∈Ｌ－Ｐｏ，从而ｘｏｏ∈Ｐ。又因ｘ≤

ｘｏｏ，于是ｘ∈Ｐ，所以ＰｏｏＰ。

综上可得Ｐ ＝Ｐ ＝ＰｏｏＰ。

（４）由（３）知ＰｏｏＰ，由（２）得ＰｏｏｏＰｏ，再将Ｐｏｏ

Ｐ中的Ｐ换成Ｐｏ得ＰｏｏｏＰｏ，因此Ｐｏｏｏ ＝Ｐｏ。

（５）先证Ｐｏ ＝Ｐｏ。

设ｘ∈Ｐｏ，则ｘ  Ｐｏ，因而 ｘｏ∈ Ｐ。由引理１

知，在ｐＭＳ－代数中，ｘｏ ＝ｘｏ∈Ｐ，所以ｘｏ∈Ｐ，故

ｘ∈Ｐｏ，于是有Ｐｏ Ｐｏ。

设ｘ∈Ｐｏ，则ｘｏＰ，故ｘｏ ∈Ｐ。由引理１知，

在 ｐＭＳ－代数中，ｘｏ＝ｘｏ ∈Ｐ，所以ｘ Ｐｏ，故ｘ∈

Ｐｏ，所以ＰｏＰｏ。

综上即证Ｐｏ ＝Ｐｏ。

下证Ｐｏ ＝Ｐｏ。

由（３）知Ｐ Ｐ，由（２）得ＰｏＰｏ。再将Ｐ Ｐ

中的Ｐ换成Ｐｏ得Ｐｏ Ｐｏ。又因Ｐｏ ＝Ｐｏ，故Ｐｏ ＝

Ｐｏ。命题（５）得证。

（６）由（３）和（５）即得（６）。

进一步可得，伪补 ＭＳ－代数上素理想的下列运算

性质。

定理２ 设Ｐ∈Ｐ（Ｌ），则有下列结论：

（１）若ｘ∈Ｐｏ，则ｘｏ∈Ｌ－Ｐ，ｘ ∈Ｌ－Ｐｏ；

（２）若ｘ∈Ｐ，则ｘ ∈Ｌ－Ｐ，ｘｏ∈Ｌ－Ｐｏ；

（３）若ｘ∈Ｌ－Ｐｏ，则ｘｏ∈Ｐ，ｘ ∈Ｐｏ；

（４）若ｘ∈Ｌ－Ｐ，则ｘｏ∈Ｐｏ，ｘ ∈Ｐ；

（５）若ｘ∈Ｐ－Ｐ，则ｘｏ∈Ｐｏ，ｘ ∈Ｐ。

证明 （１）设ｘ∈Ｐｏ，由Ｐｏ定义得ｘｏ∈Ｌ－Ｐ。由

定理１（５）知，Ｐｏ ＝Ｐｏ，所以ｘ∈Ｐｏ，从而ｘ ∈Ｌ－

Ｐｏ。

（２）设ｘ∈Ｐ，由Ｐ 定义得ｘ ∈Ｌ－Ｐ。由定理

１（３）知Ｐ ＝Ｐｏｏ，所以ｘ∈Ｐｏｏ，从而ｘｏ∈Ｌ－Ｐｏ。

（３）若ｘ∈Ｌ－Ｐｏ，即ｘ∈Ｌ，ｘＰｏ。由定理１（５）

知 Ｐｏ ＝Ｐｏ＝Ｐｏ，故ｘＰｏ，ｘＰｏ，所以ｘｏ∈Ｐ，

ｘ ∈Ｐｏ。

（４）若ｘ∈Ｌ－Ｐ，即ｘ∈Ｌ，ｘＰ。由引理１知，在

ｐＭＳ－代数中，ｘ≤ｘｏｏ＝ｘ，又因Ｐ是Ｌ的素理想，所

以ｘｏｏ ＝ｘ Ｐ，于是ｘｏ∈Ｐｏ，ｘ ∈Ｐ。

（５）若ｘ∈Ｐ－Ｐ，由定理１（３）知Ｐ ＝Ｐｏｏ，故ｘ

∈Ｐ，ｘＰｏｏ，从而ｘ∈Ｐ，ｘｏ∈Ｐｏ。由定理１（３）知Ｐ ＝

Ｐ，故ｘ∈Ｐ，ｘＰ，于是ｘ∈Ｐ，ｘ ∈Ｐ。

定理１和定理２反映了伪补 ＭＳ－代数上素理想的

运算规律，以此为基础，借助素理想来刻画同余关系。

定理３ 设Ｐ∈Ｐ（Ｌ），定义Ｌ上的二元关系τＰ：ｘ，

ｙ∈Ｌ，ｘ≡ｙ（τＰ）当且仅当｛ｘ，ｙ｝Ｒｉ（ｉ＝１，２，３，４，５，

６），其中Ｒ１＝Ｐ
ｏ∩Ｐ，Ｒ２＝Ｐ

ｏ∩（Ｐ－Ｐ），Ｒ３＝Ｐ
ｏ

∩ （Ｌ－Ｐ），Ｒ４＝（Ｌ－Ｐ
ｏ）∩Ｐ，Ｒ５＝（Ｌ－Ｐ

ｏ）∩（Ｐ

－Ｐ），Ｒ６ ＝（Ｌ－Ｐ
ｏ）∩（ｌ－Ｐ），则τＰ∈Ｃｏｎ（Ｌ）且

τＰ ＝θＰ∧θＰｏ∧θＰ。

证明 由引理２以及定理１知，τＰ∈ＣｏｎＬ（Ｌ）。

下证τＰ∈Ｃｏｎ（Ｌ）。设ｘ，ｙ∈Ｌ，ｘ≡ｙ（τＰ），由定理

１和定理２可推出素理想同余关系如表１所示。

表１ 素理想同余关系

｛ｘ，ｙ｝ Ｒ１ Ｒ２ Ｒ３ Ｒ４ Ｒ５ Ｒ６

｛ｘｏ，ｙｏ｝ Ｒ６ Ｒ３ Ｒ３ Ｒ４ Ｒ１ Ｒ１

｛ｘ，ｙ｝ Ｒ６ Ｒ４ Ｒ４ Ｒ３ Ｒ１ Ｒ１

　　表１第一行表示 ｘ，ｙ所在的 τＰ同余类，第二、三行

分别表示ｘｏ，ｙｏ和 ｘ，ｙ 所在的 τＰ相应同余类。所以

ｘ，ｙ∈ Ｌ，ｘｏ ≡ ｙｏ（τＰ），ｘ
 ≡ ｙ（τＰ），因此 τＰ ∈

Ｃｏｎ（Ｌ）。

推论１ 设ＡＰ（Ｌ），如果Ｐ∈Ａ，有Ｐｏ，Ｐ ∈

Ａ，则θＡ∈Ｃｏｎ（Ｌ）。

证明 由引理３以及定理１和定理３可得。

定理４ 设 θ是 Ｌ上的一个二元关系，则 θ∈

Ｃｏｎ（Ｌ）的充要条件是存在 Ａ Ｐ（Ｌ），使得 θ＝θＡ且

Ｐ∈Ａ，有Ｐｏ，Ｐ ∈Ａ。

证明 充分性由推论１可得。

必要性 设θ∈Ｃｏｎ（Ｌ），则θ∈ＣｏｎＬ（Ｌ）。由引理３
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知，存在 Ｂ Ｐ（Ｌ）使得 θ＝θＢ。令 Ａ＝∪ｐ∈Ｂ｛Ｐ，Ｐ
ｏ，

Ｐ｝，则ＢＡＰ（Ｌ），从而θＡ≤θＢ ＝θ。

设 ｘ，ｙ∈ Ｌ，ｘ≡ ｙ（θＢ），由于 θＢ ＝θ，故 ｘ
ｏ≡

ｙｏ（θＢ），ｘ
 ≡ｙ（θＢ），所以任意的ｘ

 ≡ｙ（θＰ）。

于是任意的Ｐ∈Ｂ，ｘｏ，ｙｏ∈Ｐ或者ｘｏ，ｙｏ∈Ｌ－Ｐ以

及ｘ，ｙ ∈Ｐ，ｘ，ｙ ∈Ｌ－Ｐ。因此任意的Ｐ∈Ｂ，ｘ，ｙ

∈Ｌ－Ｐ°或者Ｐ∈Ｂ，ｘ，ｙ∈Ｐ°以及Ｐ∈Ｂ，ｘ，ｙ∈Ｌ－

Ｐ 或Ｐ∈Ｂ，ｘ，ｙ∈Ｐ，故Ｐ∈Ｂ，ｘ≡ｙ（θＰ）。

所以ｘ≡ｙ（θＡ），故θＢ≤θＡ，因此θＢ ＝θＡ ＝θ，于

是Ｐ∈Ａ有Ｐ°，Ｐ ∈Ａ，Ａ为所求。

定理５ 设Ｐ∈Ｐ（Ｌ），则τＰ在Ｃｏｎ（Ｌ）中生成的主

理想（τＰ］是Ｃｏｎ（Ｌ）的一个素理想。

证明 设θ１，θ２∈Ｃｏｎ（Ｌ）且θ１∧θ２∈（τＰ］，则θ１

∧θ２≤τＰ≤θＰ，由引理４知，θ１≤θＰ或θ２≤θＰ。

若 θ１≤ θＰ，对于 ｘ，ｙ∈ Ｌ，ｘ≡ ｙ（θ１），则 ｘ
ｏ≡

ｙｏ（θ１），ｘ
 ≡ ｙ（θ１），从而有 ｘｏ≡ ｙｏ（θＰ），ｘ

 ≡

ｙ（θＰ）。类似于定理 ４的证明可得 ｘ≡ ｙ（θＰ°），ｘ≡

ｙ（θＰ），所以θ１≤θＰ°，θ１≤θＰ，因此θ１≤θＰ∧θＰ°∧θＰ

＝τＰ。

同理可证，若θ２≤θＰ，则θ２≤θＰ∧θＰ°∧θＰ ＝τＰ。

因此（τＰ］是Ｃｏｎ（Ｌ）的一个素理想。

由定理３、定理４、定理５可直接得到下列结论。

推论２ 设Ｐ∈Ｐ（Ｌ），则 Ｌ
τＰ
是一个次直不可约的

ｐＭＳ－代数。

推论３ 设Ｌ是一个次直不可约的 ｐＭＳ－代数，则

Ｌ≤６。

推论４ 设Ｌ是一个次直不可约的ｐＭＳ－代数，则Ｌ

与图１中Ｈａｓｓｅ图决定的ｐＭＳ－代数的子代数同构或是

单点集。

３ 结束语

素理想是研究Ｏｃｋｈａｍ代数类的结构及同余关系的

一个重要工具，结合素理想的性质，对伪补 ＭＳ－代数的

结构作一划分，有助于了解伪补 ＭＳ－代数的结构，所得

结论为其它Ｏｃｋｈａｍ代数类素理想性质的研究提供了方

法，同时丰富了序代数结构理论。

图１ ｐＭＳ－代数的Ｈａｓｓｅ图
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