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铁木辛柯纳米梁简谐强迫振动的格林函数解

陈宵寒，吴太红，李翔宇

（西南交通大学力学与工程学院应用力学与结构安全四川省重点实验室，成都 ６１００３１）

　　摘　要：通过基于Ｇｕｒｔｉｎ－Ｍｕｒｄｏｃｈ模型的纳米梁的控制方程，研究了铁木辛柯纳米梁的简谐强迫振

动问题。在理论分析过程中引入了格林函数法，并利用变量分离法和拉普拉斯变换得到了用简单函数

表示的具有封闭形式的解析解，包括简谐强迫振动控制方程的通解，以及简支梁、固支梁和悬臂梁三种

典型情况的特解。利用数值算例，检验了解的有效性，考察了表面效应对铁木辛柯纳米梁简谐强迫振动

行为的影响规律。结果表明：（１）表面效应会增大或减小纳米梁的刚度，从而导致梁的固有频率发生变

化；（２）表面效应对纳米梁的影响程度与梁的边界条件有关且随着梁的尺寸的增大而减小；（３）表面效应

对简支梁和固支梁影响较小，而对悬臂梁影响较大；（４）表面效应可以分别从梁的挠度和截面转角两个

方面进行衡量，且可以得到基本一致的结果。
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引 言

近年来，随着科技水平的提高，纳米材料得到了广

泛的应用，在此基础上，人们又提出了纳机电系统（纳米

量级的机械电子系统）的概念。纳机电系统具有体积和

质量微小、能耗极低，并能够测量到极其微弱的力和位

移等优点。纳机电系统的应用将会推动传感器、医学诊

断设备及电子存储设备等领域的技术产生革命性的发

展［１］。纳米梁、板和壳等都是纳机电系统中常有的结

构，弄清楚这些纳米结构的力学特性对于纳米尺度设备

的设计和使用有非常重要的指导意义。然而实验证明

使用传统的连续介质力学理论对此类纳观结构进行分

析时会有较大的误差，纳米结构的力学特性呈现出尺度

效应［２４］。这主要是由于结构表面层附近的原子能量

（表面能）与结构内部的原子能量的差异性造成的［５］，这

被称之为表面效应。在宏观尺度下结构的比表面积（表

面积与体积之比）较小，表面层原子的能量对于整个结

构体而言可以忽略不计，因此表面效应不明显。而纳米

结构的比表面积非常大，表面能产生的影响则不可忽

略［６］。

利用计算机进行分子动力学模拟是解决这类问题

的一种途径。如Ｍｉｌｌｅｒ等［７］使用这种方法验证了他们所

提出的模型的有效性。这种方法可以得到准确的结果，

然而对于体积较大的纳米结构而言，采用这种方法会消



耗大量计算资源［８］，效率低下，不利于推广。因此有必

要对传统的连续介质力学理论进行修正，发展专门用于

解决此类问题的理论模型。

为了表征纳米结构表面能的作用，Ｇｕｒｔｉｎ和 Ｍｕｒ

ｄｏｃｈ［９］建立了模型：假设纳米结构的表面附有一层零厚

度的膜，这层膜与基体紧密贴合。该理论被广泛应用于

纳米结构的研究中。例如，Ｍｉｌｌｅｒ等［７］对纳米级的杆件、

梁和板进行了研究，发展了一套模型用以计算表面效应

对纳米结构力学属性的影响；Ｊｉａｎｇ等［１０］用铁木辛柯梁

模型对纳米线进行了研究，得到了其在静力弯曲状态下

的解；Ｌｉｕ等［１１］研究了纳米尺度的欧拉 －伯努利梁和铁

木辛柯梁的静力弯曲和自由振动问题；Ｗａｎｇ等［１２］研究

了考虑表面效应的接触问题，发现表面效应对最大压头

压入深度和最大法向应力都有显著影响；Ａｎｓａｒｉ等［１３］利

用哈密尔顿原理建立了铁木辛柯梁的振动控制方程，并

通过数值方法求解，研究了铁木辛柯纳米梁的非线性强

迫振动问题；Ｓｕ等［１４］研究了在弹性基底上的纳米梁的

自由振动和强迫振动问题；Ｄａｉ等［１５］研究了纳米悬臂梁

的非线性强迫振动问题，并用伽辽金法给出了数值解；

Ｚｈａｎｇ等［１６］研究了纳米输流管的振动问题，并给出了数

值解；Ｎａｚｅｍｎｅｚｈａｄ等［１７］利用扭转弹簧模型研究了带有

裂纹的纳米梁的扭转自由振动问题，并给出了解析解；

Ｒｏｕｈｉ等［１８］用理论方法研究了圆筒形纳米壳的非线性

自由振动问题；Ｋｅｉｖａｎｉ等［１９］发展了用于梁型纳米镊的

稳定性分析的双层梁连续介质模型。

另一方面，在研究梁的强迫振动时，常用模态展开

法进行求解。利用这种方法得到的解常以无穷级数的

形式表示出来，在实际应用中需要取级数的前若干项来

求得近似解。例如，Ｃｈｅｎ等［２０］用这种方法研究了带有

集中质量块的梁的振动行为；Ｋｉｍ等［２１］研究了在集中质

量、集中转动惯量和轴向力等条件分别或联合作用下，

细长梁的响应；Ｙｅｓｉｌｃｅ［２２］研究了轴向力对多跨、多弹簧

－质量系统的影响。求解梁的强迫振动问题的另一种

常用方法是格林函数法。这种方法通过求解梁在单位

集中荷载下的基本解，再对基本解进行积分来描述梁的

动态响应；Ｋｕｋｌａ［２３］用格林函数法求解了带有多个振子

的铁木辛柯梁的固有频率；Ａｂｕ－Ｈｉｌａｌ［２４］利用格林函数

法研究了欧拉 －伯努利梁的强迫振动问题；Ｌｉ等［２５］用

格林函数法对考虑阻尼效应的铁木辛柯梁的强迫振动

问题进行了研究；Ｚｈａｏ等［２６］用格林函数法研究了带有

裂纹的欧拉－伯努利梁的强迫振动问题。对比表明，格

林函数法的优势在于求解强迫振动问题时不必先求取

梁的自由振动解，易于求解某些支座形式较为复杂的

梁、且解具有封闭形式等。

本文通过基于 Ｇｕｒｔｉｎ－Ｍｕｒｄｏｃｈ模型的纳米梁理

论，分析了铁木辛柯纳米梁的简谐强迫振动问题。利用

分离变量法和拉普拉斯变换得到了铁木辛柯纳米梁的

简谐强迫振动行为的格林函数解。通过数值算例与文

献中已有结果进行对比验证了解的正确性，研究了稳态

表面效应和尺度效应对梁动力行为的影响。

１ 铁木辛柯纳米梁的控制方程

考虑一段等截面且截面形状任意的纳米梁。梁长

为Ｌ，高为 Ｈ，截面面积为 Ａ，截面周长为 ｓ，截面的单

位外法线为 ｎ。为了表征表面效应，Ｌｉｕ等［１１］在 Ｇｕｒｔｉｎ

－Ｍｕｒｄｏｃｈ理论的基础上，假设纳米梁表面附加了一

层力学特性与梁基体迥异的薄层（厚度为０），并使这

一薄层材料与基体紧密贴合（见图１）。假设基体与薄

膜均为各向同性材料，且梁处于平面应力状态，根据

Ｌｉｕ等［１１］的工作，铁木辛柯梁纳米梁的运动控制方程

可以写为：

［ＥＩ＋（２μ０＋λ０）Ｉ
］θ″＋

２νＩτ０
Ｈ ｗ－ＧκＡ（ｗ′＋θ）＝

（ρＩ＋ρ０Ｉ
）̈θ＋

２νＩρ０
Ｈ ｗ̈′ （１ａ）

ＧκＡ（ｗ″＋θ′）＋τ０ｓ
ｗ″＋ｐ（ｘ，ｔ）＝

（ρＡ＋ρ０ｓ
）̈ｗ （１ｂ）

其中：符号·表示对时间 ｔ求导，上角标符号’表示对坐

标ｘ求导（下文中若求导阶数大于三，则用括号加数字

表示）；Ｅ、ν、Ｇ和ρ分别为基体的弹性模量、泊松比、剪

切刚度和密度；τ０为薄膜在无约束状态下的残余应力；

ρ０为薄膜密度；μ０和λ０为薄膜的拉梅常数；Ｉ和Ｉ
分别

为基体和薄膜的截面惯性矩；ｗ和θ分别为梁的挠度和

转角；κ为剪切修正系数；ｐ（ｘ，ｔ）为梁上的横向分布荷

载；且有

ｓ ＝∫
ｓ

ｎ２ｚｄｓ （２）
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图１ 梁的几何模型以及坐标系统

梁的弯矩和剪力可表示为［１１］：

Ｍ（ｘ）＝［ＥＩ＋（２μ０＋λ０）Ｉ
］θ′＋

２νＩτ０
Ｈ ｗ″－

２νＩρ０
Ｈ ｗ̈ （３ａ）

Ｑ（ｘ）＝ＧκＡ（ｗ′＋θ）＋τ０ｓ
ｗ′ （３ｂ）

为了便于求解，将（１ａ）代入（１ｂ），消去 θ并整理得

到只含有ｗ的铁木辛柯梁的振动控制方程：

ｌ１ｗ
（４）－ｌ２ｗ̈″＋ｌ３ｗ

（４）－ｌ４ｗ″＋ｌ５ｗ̈＝

ｐ（ｘ，ｔ）－ｌ６ｐ″（ｘ，ｔ）＋ｌ７̈ｐ（ｘ，ｔ） （４）

其中：

ｌ１ ＝［ＥＩ＋（２μ０＋λ０）Ｉ
］１＋

τ０ｓ
( )ＧｋＡ
－
２νＩτ０
Ｈ

ｌ２ ＝
（ρＡ＋ρ０ｓ

）

ＧκＡ
［ＥＩ＋（２μ０＋λ０）Ｉ

］＋

（ρＩ＋ρ０Ｉ
）１＋

τ０ｓ


Ｇκ( )Ａ－
２νＩρ０
Ｈ

ｌ３ ＝
（ρＡ＋ρ０ｓ

）（ρＩ＋ρ０Ｉ
）

ＧκＡ

ｌ４ ＝τ０ｓ


ｌ５ ＝ρＡ＋ρ０ｓ


ｌ６ ＝
ＥＩ＋（２μ０＋λ０）Ｉ



ＧκＡ

ｌ７ ＝
ρＩ＋ρ０Ｉ



Ｇκ



























Ａ

（５）

２ 简谐强迫振动行为的格林函数通解

当梁发生简谐强迫振动时，可假设激振力为：

ｐ（ｘ，ｔ）＝ｆ（ｘ）ｃｏｓΩｔ （６）

若荷载为在ｘ＝ξ处的集中荷载，那么：

ｆ（ｘ）＝Ｆ０δ（ｘ－ξ） （７）

进行分离变量，假设：

ｗ＝Ｒｅ｛Ｘ（ｘ）ｅｉΩｔ｝ （８）

其中：Ｒｅ表示求复数的实部。将式（８）代入式（４）并消

去ｅｉΩｔ得到：

Ｘ（４）＋ａ１Ｘ″＋ａ２Ｘ＝ｂ１ｆ″（ｘ）－ｂ２ｆ（ｘ） （９）

其中：

ａ１ ＝
ｌ２Ω

２－ｌ４
ｌ１

（１０ａ）

ａ２ ＝
（ｌ３Ω

２－ｌ５）Ω
２

ｌ１
（１０ｂ）

ｂ１ ＝－
ｌ６
ｌ１

（１０ｃ）

ｂ２ ＝
ｌ７Ω

２－１
ｌ１

（１０ｄ）

由于式（９）为线性系统，其解可以表示为：

Ｘ＝∫
Ｌ

０

ｆ（ξ）Ｇ（ｘ；ξ）ｄξ （１１）

其中：Ｇ（ｘ；ξ）为格林函数，其物理意义为梁受到位于 ｘ

＝ξ处的单位集中荷载作用时的响应。为方便起见，在

下文中若无需指出单位荷载的具体位置，将格林函数

Ｇ（ｘ；ξ）简写为Ｇ（ｘ），且对Ｇ（ｘ）的求导和积分均只针

对变元ｘ。

考虑格林函数的物理意义，当荷载为单位集中荷载

时，可将式（９）写为：

Ｇ（４）（ｘ）＋ａ１Ｇ″（ｘ）＋ａ２Ｇ（ｘ）＝

ｂ１δ″（ｘ－ξ）－ｂ２δ（ｘ－ξ）
（１２）

对式（１２）进行拉普拉斯变换得：

Ｇ^（ｓ）＝ Ｒ（ｓ）
ｓ４＋ａ１ｓ

２＋ａ２
（１３）

其中：Ｇ^（ｓ）＝［Ｇ（ｘ）］为格林函数Ｇ（ｘ）的拉普拉斯变

换的像函数，且有：

Ｒ（ｓ）＝（ｂ１ｓ
２－ｂ２）ｅ

－ｓξ＋（ｓ３＋ａ１ｓ）Ｇ（０）＋

　 　 　（ｓ２＋ａ１）Ｇ′（０）＋ｓＧ″（０）＋Ｇ
（０）

（１４）

为了对式（１２）进行拉普拉斯逆变换，假设 Ｙ（ｓ）为

关于ｓ的任意函数。当ａ２１－４ａ２≠０时（ａ
２
１－４ａ２ ＝０的

情况一般不会出现，本文不考虑这种情况），特征方程

ｓ４＋ａ１ｓ
２＋ａ２ ＝０有四个不同的根，可设：

ｓ４＋ａ１ｓ
２＋ａ２ ＝∏

４

ｉ＝１
（ｓ－ｓｉ） （１５）

因此可得：

ｌｉｍ
ｓ→ｓｎ

（ｓ－ｓｎ）Ｙ（ｓ）ｅ
ｓｘ

ｓ４＋ａ１ｓ
２＋ａ２

＝
Ｙ（ｓｎ）ｅ

ｓｎｘ

∏
４

ｉ＝１，ｉ≠ｎ
（ｓｎ－ｓｉ）

（１６）

于是根据黎曼 －梅林反演公式有以下拉普拉斯逆
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变换：

Ｌ－１ Ｙ（ｓ）
ｓ４＋ａ１ｓ

２＋ａ[ ]
２

＝∑
４

ｎ＝１
Ａｎ（ｘ）Ｙ（ｓｎ） （１７）

其中：

Ａｎ（ｘ）＝
ｅｓｎｘ

∏
４

ｉ＝１，ｉ≠ｎ
（ｓｎ－ｓｉ）

（１８）

利用式（１７）可方便的求出式（１２）的逆变换，得到格

林函数为：

Ｇ（ｘ）＝Ｈ（ｘ－ξ）Φ１（ｘ－ξ）＋Ｇ（０）Φ２（ｘ）＋

Ｇ′（０）Φ３（ｘ）＋Ｇ″（０）Φ４（ｘ）＋Ｇ（０）Φ５（ｘ）（１９）

其中：Ｇ（０）、Ｇ′（０）、Ｇ″（０）、Ｇ（０）为待定常数；函数

Ｈ（ｘ）、Φ１（ｘ）、Φ２（ｘ）、Φ３（ｘ）、Φ４（ｘ）和 Φ５（ｘ）定义

如下：

Ｈ（ｘ）＝
０，　ｘ∈（－∞，０）

１，　ｘ∈［０，＋∞{
）

（２０ａ）

Φ１（ｘ）＝∑
４

ｎ＝１
（ｂ１ｓ

２
ｎ－ｂ２）Ａｎ（ｘ） （２０ｂ）

Φ２（ｘ）＝∑
４

ｎ＝１
（ｓ３ｎ＋ａ１ｓｎ）Ａｎ（ｘ） （２０ｃ）

Φ３（ｘ）＝∑
４

ｎ＝１
（ｓ２ｎ＋ａ１）Ａｎ（ｘ） （２０ｄ）

Φ４（ｘ）＝∑
４

ｎ＝１
ｓｎＡｎ（ｘ） （２０ｅ）

Φ５（ｘ）＝∑
４

ｎ＝１
Ａｎ（ｘ） （２０ｆ）

为了确定待定常数 Ｇ（０）、Ｇ′（０）、Ｇ″（０）、Ｇ（０），

需要将ｘ＝Ｌ代入格林函数（１９）及其一至三阶导数中，

以构造如下方程组：

∑
５

ｎ＝２
Φ（ｍ）ｎ （ｘ）Ｇ

（ｎ－２）（ｘ）＝Ｇ（ｍ）（Ｌ；ξ）－

Φ（ｍ）１ （Ｌ－ξ），（ｍ＝０，１，２，３）
（２１）

将梁的具体边界条件代入式（２１），即可得到对应常

数。

３ 三种典型情况下的特解

３１ 以位移表达的边界条件

为了确定不同边界条件下的待定常数，需要将截面

转角、弯矩和剪力的边界条件用位移来表达。首先通过

式（１）得到转角θ和位移ｗ的关系式：

θ＝ｅ１ｗ＋ｅ２ｗ̈′－ｗ′－ｅ３ｐ′（ｘ，ｔ）－ｅ４̈θ （２２）

其中：

ｅ１ ＝
２νＩτ０
ＨＧκＡ

－
ＥＩ＋（２μ０＋λ０）Ｉ



ＧκＡ １＋
τ０ｓ



Ｇκ( )Ａ （２３ａ）

ｅ２＝
［ＥＩ＋（２μ０＋λ０）Ｉ

］（ρＡ＋ρ０ｓ
）

（ＧκＡ）２
－
２νＩρ０
ＨＧκＡ

（２３ｂ）

ｅ３ ＝
ＥＩ＋（２μ０＋λ０）Ｉ



（ＧκＡ）２
（２３ｃ）

ｅ４ ＝
ρＩ＋ρ０Ｉ



ＧκＡ
（２３ｄ）

再设：

θ＝Ｒｅ｛Ｎ（ｘ）ｅｉΩｔ｝ （２４）

并将式（２４）和式（８）代入式（２２）中，整理后得：

Ｎ＝
ｅ１Ｘ－（１＋ｅ２Ω

２）Ｘ′－ｅ３ｆ′（ｘ）
１－Ω２ｅ４

（２５）

而将式（２４）和式（８）代入（１ｂ）则得到：

Ｎ′＝－ｅ５Ｘ″－ｅ６Ｘ－ｅ７ｆ（ｘ） （２６）

其中：

ｅ５ ＝１＋
τ０ｓ



ＧκＡ
（２７ａ）

ｅ６ ＝
（ρＡ＋ρ０ｓ

）Ω２

ＧκＡ
（２７ｂ）

ｅ７ ＝
１
ＧκＡ

（２７ｃ）

在求解格林函数的过程中，假设单位荷载的作用位

置ξ∈（０，Ｌ），于是荷载ｆ（ｘ）＝δ（ｘ－ξ）及其各阶导数

在ｘ＝０和ｘ＝Ｌ处均为０，从而得到下面三种情况下位

移的约束条件。

３１１ 梁端截面转角为零

当梁左端或右端截面转角为零时，由式（２４）和式

（２５）可得：

ｅ１Ｘ（０）－（１＋ｅ２Ω
２）Ｘ′（０）＝０ （２８ａ）

ｅ１Ｘ（Ｌ）－（１＋ｅ２Ω
２）Ｘ′（Ｌ）＝０ （２８ｂ）

３１２ 梁端弯矩为零

当梁左端或右端截面弯矩为零时，由式（３ａ）、式

（８）、式（２４）和式（２６）可得：

ｄ１Ｘ″（０）＋ｄ２Ｘ（０）＝０ （２９ａ）

ｄ１Ｘ″（Ｌ）＋ｄ２Ｘ（Ｌ）＝０ （２９ｂ）

其中：

ｄ１ ＝
２νＩτ０
Ｈ －［ＥＩ＋（２μ０＋λ０）Ｉ

］１＋
τ０ｓ



Ｇκ( )Ａ
（３０ａ）
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ｄ２ ＝

Ω２ ２νＩρ０
Ｈ －

（ρＡ＋ρ０ｓ
）

ＧκＡ
［ＥＩ＋（２μ０＋λ０）Ｉ

{ }］
（３０ｂ）

３１３ 梁端剪力为零

当梁左端或右端截面剪力为零时，由式（３ｂ）、式

（８）、式（２４）和式（２５）可得：

ｄ３Ｘ（０）＋ｄ４Ｘ′（０）＝０ （３１ａ）

ｄ３Ｘ（Ｌ）＋ｄ４Ｘ′（Ｌ）＝０ （３１ｂ）

其中：

ｄ３ ＝ｅ１ （３２ａ）

ｄ４ ＝ １＋
τ０ｓ



Ｇκ( )Ａ（１－Ω２ｅ４）－１－ｅ２Ω２ （３２ｂ）

３２ 简支梁、固支梁和悬臂梁的格林函数解

３２１ 简支梁

对于简支梁，其挠度和弯矩在两端支座处为零，利

用式（２９）可得：

Ｇ（０）＝Ｇ″（０）＝０ （３３ａ）

Ｇ（Ｌ）＝Ｇ″（Ｌ）＝０ （３３ｂ）

将式（３３）代入式（２１），再求解方程可得：

Ｇ′（０）＝

Φ５（Ｌ）Φ″１（Ｌ－ξ）－Φ″５（Ｌ）Φ１（Ｌ－ξ）
Φ３（Ｌ）Φ″５（Ｌ）－Φ５（Ｌ）Φ″３（Ｌ）

（３４ａ）

Ｇ（０）＝

Φ″３（Ｌ）Φ１（Ｌ－ξ）－Φ３（Ｌ）Φ″１（Ｌ－ξ）
Φ３（Ｌ）Φ″５（Ｌ）－Φ５（Ｌ）Φ″３（Ｌ）

（３４ｂ）

于是，简支纳米梁的格林函数可由式（１９）、式（３３）

和式（３４）确定。

３２２ 固支梁

对于两端固支的梁，梁两端的挠度和转角为零，利

用式（２８）可得：

Ｇ（０）＝Ｇ（Ｌ）＝０ （３５ａ）

Ｇ（０）＝
１＋ｅ２Ω

２

ｅ１
Ｇ′（０） （３５ｂ）

Ｇ（Ｌ）＝
１＋ｅ２Ω

２

ｅ１
Ｇ′（Ｌ） （３５ｃ）

将式（３５）代入式（２１）可得：

Ｇ′（０）＝
β１α４－β２α２
α１α４－α２α３

（３６ａ）

Ｇ″（０）＝
β２α１－β１α３
α１α４－α２α３

（３６ｂ）

其中：

α１ ＝Φ３（Ｌ）＋
１＋ｅ２Ω

２

ｅ１
Φ５（Ｌ） （３７ａ）

α２ ＝Φ４（Ｌ） （３７ｂ）

α３ ＝ Φ３（Ｌ）－
１＋ｅ２Ω

２

ｅ１
Φ″３（Ｌ[ ]）＋

１＋ｅ２Ω
２

ｅ１
Φ５（Ｌ）－

１＋ｅ２Ω
２

ｅ１
Φ″５（Ｌ[ ]）

（３７ｃ）

α４ ＝Φ４（Ｌ）－
１＋ｅ２Ω

２

ｅ１
Φ″４（Ｌ） （３７ｄ）

β１ ＝－Φ１（Ｌ－ξ） （３７ｅ）

β２ ＝
１＋ｅ２Ω

２

ｅ１
Φ″１（Ｌ－ξ）－Φ１（Ｌ－ξ） （３７ｆ）

由式（１９）、式（３５）和式（３６）可得到固支梁的格林

函数。

３２３ 悬臂梁（左端固支）

对于左端固支，右端自由的悬臂梁，梁左端的挠度

和转角为零，右端弯矩与剪力为零，利用式（２８）、式（２９）

和式（３１）可得：

Ｇ（０）＝０ （３８ａ）

Ｇ（０）＝
１＋ｅ２Ω

２

ｅ１
Ｇ′（０） （３８ｂ）

Ｇ″（Ｌ）＝－
ｄ２
ｄ１
Ｇ（Ｌ） （３８ｃ）

Ｇ（Ｌ）＝－
ｄ４
ｄ３
Ｇ′（Ｌ） （３８ｄ）

将式（３８）代入式（２１）可得：

Ｇ′（０）＝
β３α８－β４α６
α５α８－α６α７

（３９ａ）

Ｇ″（０）＝
β４α５－β３α７
α５α８－α６α７

（３９ｂ）

其中：

α５ ＝ Φ″３（Ｌ）＋
ｄ２
ｄ１
Φ３（Ｌ[ ]）＋

　 　
１＋ｅ２Ω

２

ｅ１
Φ５″（Ｌ）＋

ｄ２
ｄ１
Φ５（Ｌ[ ]）

（４０ａ）

α６ ＝Φ″４（Ｌ）＋
ｄ２
ｄ１
Φ４（Ｌ） （４０ｂ）

α７ ＝ Φ３（Ｌ）＋
ｄ４
ｄ３
Φ３＇（Ｌ[ ]）＋
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１＋ｅ２Ω
２

ｅ１
Φ５（Ｌ）＋

ｄ４
ｄ３
Φ５′（Ｌ[ ]） （４０ｃ）

α８ ＝Φ４（Ｌ）＋
ｄ４
ｄ３
Φ′４（Ｌ） （４０ｄ）

β３ ＝－
ｄ２
ｄ１
Φ１（Ｌ－ξ）－Φ１″（Ｌ－ξ） （４０ｅ）

β４ ＝－
ｄ４
ｄ３
Φ１′（Ｌ－ξ）－Φ１（Ｌ－ξ） （４０ｆ）

由式（１９）、式（３８）和式（３９）可得到固支梁的格林

函数。

４ 数值算例

在本节中，将用前面所得的解析结果进行数值呈现

以达成以下几个目的：（１）检验解的有效性；（２）讨论表

面效应对梁动力行为的影响。为此，考虑一个截面为矩

形的铝梁，其参数为［１１］：宽度ｂ＝３ｎｍ，Ｈ＝６ｎｍ，Ｌ＝

５０ｎｍ，ρ＝２７×１０３ｋｇ／ｍ３，Ｅ＝９０ＧＰａ，ν＝０３，

μ０ ＝－５４２５１Ｎ／ｍ，λ０＝３４９３９Ｎ／ｍ，τ０＝０５６８９Ｎ／ｍ，

ρ０ ＝３１６８８×１０
－７ｋｇ／ｍ３。为方便讨论，引入如下无量

纲的量：ｘ／Ｌ，Ω／Ωｓ，Ｇ（ｘ；ξ）／ｗｍａｘ，其中 Ωｓ ＝ π
２

槡ＥＩ／Ｌ
２ ρ槡Ａ为不考虑表面效应的简支欧拉－伯努利梁

的一阶固有圆频率，ｗｍａｘ是不考虑表面效应的简支欧拉

－伯努利梁在跨中受到单位集中力时的跨中挠度。在

以下算例中，对于简支梁和固支梁，集中荷载施加在梁

的跨中，对于悬臂梁，集中荷载施加在自由端。在下文

的图中，分别用Ｓ－Ｓ，Ｃ－Ｃ和Ｃ－Ｆ表示简支梁、固支梁

和悬臂梁，用Ｐ表示本文得到的结果。

４１ 解的有效性

图２给出了悬臂梁（简支梁、固支梁）的最大无量纲

挠度（简支梁和固支梁取跨中挠度，悬臂梁取自由端挠

度）Ｇｍａｘ（ｘ；ξ）／ｗｍａｘ随无量纲频率 Ω／Ωｓ的变化趋势。

由图２可知，悬臂梁（简支梁、固支梁）在无量纲频率

Ω／Ωｓ ＝０４１７（０９７０８、１９３８５）时 Ｇｍａｘ（ｘ；ξ）／ｗｍａｘ奇

异，即发生共振现象。由此可知，悬臂梁（简支梁、固支

梁）的无量纲一阶固有频率为 Ω／Ωｓ ＝０４１７（０９７０８、

１９３８５），与Ｌｉｕ等［１１］的结果一致，这在某种程度上证明

了本文解的正确性。若不考虑表面效应，由经典梁理论

得到的悬臂梁 （简支梁、固支梁）将在 Ω／Ωｓ ＝

０３５１７（０９７７２、２２０７７）处发生共振。相比于经典梁

理论，考虑表面效应的简支梁和固支梁的一阶固有频率

减小，而悬臂梁的一阶固有频率增大。这说明表面效应

有可能增大或降低梁的刚度。

图２ 最大无量纲挠度Ｇｍａｘ（ｘ；ξ）／ｗｍａｘ随无量纲

频率Ω／Ωｓ的变化

从图２中还可发现，当Ω／Ωｓ趋于零时，三类梁的最

大无量纲挠度曲线的斜率趋于零。此时，梁的横向位移

趋于静力情况下梁的横向位移。这又为验证本文中解

的正确性提供了一种方法：通过设定一个非常小的激振

频率（如Ω／Ωｓ ＝１０
－４），将本文中的格林函数与考虑表

面效应的纳米梁的静态解［１１］相对比，观察两者是否吻

合。图３中给出了简支梁、固支梁和悬臂梁的静态解［１１］

与本文的铁木辛柯纳米梁的格林函数（Ω／Ωｓ＝１０
－４）的

对比，可以看出二者完全一致，这进一步验证了本文解

的正确性。

图３ 加载单位力的纳米梁静态解和频率为Ω／Ωｓ＝１０
－４

时无量纲挠度Ｇ（ｘ；ξ）／ｗｍａｘ的对比

４２ 表面效应的影响

为了衡量表面效应对梁的影响程度，定义如下物理

量以描述考虑表面效应的梁与经典梁的挠度与转角之

间的差异：
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ε１ ＝
Ｇｗｉｔｈ（ｘ；ξ）－Ｇｗｉｔｈｏｕｔ（ｘ；ξ）

Ｇｗｉｔｈｏｕｔ（ｘ；ξ）
（４１ａ）

ε２ ＝
Ｎｗｉｔｈ（ｘ；ξ）－Ｎｗｉｔｈｏｕｔ（ｘ；ξ）

Ｎｗｉｔｈｏｕｔ（ｘ；ξ）
（４１ｂ）

其中：下角标“ｗｉｔｈ”和“ｗｉｔｈｏｕｔ”分别代表考虑和不考虑

表面效应所对应的物理量。

图４给出了在外激振力的无量纲频率为 Ω／Ωｓ ＝

１０－４时，本文得到的无量纲挠度 Ｇ（ｘ，ξ）／ｗｍａｘ随无量纲

坐标ｘ／Ｌ的变化趋势与经典铁木辛柯梁理论结果［２５］的

对比。由图４可以看出，表面效应对梁的影响与梁的边

界条件有关。对于简支梁和固支梁，差异最大的地方在

跨中处，分别有ε１ ＝４５６％和ε１ ＝７６８％。而对于悬

臂梁，差异最大处在自由端，ε１ ＝３６１％。

图４ 考虑表面效应的梁的无量纲挠度Ｇ（ｘ；ξ）／ｗｍａｘ和
经典铁木辛柯梁的解对比

图５给出了当外激振力的无量纲频率为 Ω／Ωｓ ＝

１０－４时，ε１和ε２随梁的宽度ｂ( )ｎｍ 的变化趋势。在计

算 ε１时，对于简支梁（固支梁、悬臂梁），ｘ／Ｌ取值为

０５（０５、１）。在计算 ε２时，对于简支梁（固支梁、悬臂

梁），ｘ／Ｌ取值则为０（０２５、１）。梁的宽度、高度与梁长

之间的比例关系固定为Ｌ／ｂ＝２Ｌ／Ｈ＝５０／３。事实上，这

两个物理量随着梁的宽度的变化呈现相同的变化趋势。

图５清楚地表明，表面效应对悬臂梁的影响最明显，而

对简支梁和固支梁的影响较弱。此外，表面效应的影响

随着梁的宽度的增大而减小。对简支梁和固支梁而言，

当ｂ大于４００ｎｍ时，即可不计表面效应的影响。而对悬

臂梁而言，直到ｂ达到１０００ｎｍ时，表面效应的影响才能

忽略不计。

５ 结束语

本文通过基于Ｇｕｒｔｉｎ－Ｍｕｒｄｏｃｈ模型的铁木辛柯纳

图５ 表面能对不同尺寸的梁的挠度和转角的影响

米梁控制方程，分析了不同边界条件下的纳米梁在简谐

激振力作用下的强迫振动问题。利用分离变量法和拉

普拉斯变换法得到了封闭形式的格林函数解。通过数

值算例，验证了本文理论解的正确性和有效性。另外，

通过与经典梁理论对比发现，表面效应改变了梁的刚

度，从而导致梁的固有频率发生变化。表面效应对梁影

响的显著性与梁的支承形式有关。对于简支梁、固支梁

和悬臂梁三种形式的梁，固支梁和简支梁受到的影响较

小，悬臂梁受到的影响较大。从挠度和转角两个方面分

析了纳米梁的尺度效应，发现呈现出基本一致的规律。

表面能对梁的影响与支撑条件相关且随梁尺寸的增大

而减弱，其中，表面能对简支梁和固支梁的影响减弱得

较快，而对悬臂梁的影响减弱得较慢。
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