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Ｌａｐｌａｃｅ算子的特征函数系在三个空间中的
完备性证明方法

邢家省１，２，杨义川１，２

（１．北京航空航天大学数学与系统科学学院，北京 １００１９１；２．数学、信息与行为教育部重点实验室，北京 １００１９１）

　　摘　要：考虑Ｌａｐｌａｃｅ算子在Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件下的特征值和特征函数的性质问题，利用变分方法给

出了Ｌａｐｌａｃｅ算子的特征值和特征函数的存在性。运用特征值序列趋向于无穷大，首先证明了特征函数

系在空间Ｈ１０（Ω）中是一组正交完备系，然后利用空间Ｈ
１
０（Ω）在空间Ｌ

２（Ω）中的稠密性，证明了特征函

数系在空间Ｌ２（Ω）中是一组标准正交完备系，最后利用二阶椭圆型偏微分方程解的Ｌ２先验估计结果，给

出了特征函数系在空间Ｈ２（Ω）∩Ｈ１０（Ω）中是一组完备系。对经典知识给予了深刻发掘，并给予严密完

善的证明。
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引 言

Ｌａｐｌａｃｅ算子在 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件下的特征值和特

征函数的性质问题［１１１］是偏微分方程中的重要课题，引

起了人们持续不断的研究［１２２］。关于特征值的迹问题，

在文献［１６］中有详尽的综述。对特征函数系的完备

性［１１１］，已有多种方法给予证明。然而对特征函数系在

多个空间中的完备性，现有文献中给出的证明路线不够

明确［１１１］，甚至出现不严密的表述过程［８］，没有达到严密

完善的标准程度。本文在前人研究成果的基础上，对特

征函数系在三个空间中的完备性分别给予叙述和证明，

建立一套标准的证明路线，准确论述了特征函数系的理

论结果，推进学术认识发展。

１ Ｌａｐｌａｃｅ算子在 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件下的特

征值问题

　　设Ｒｎ表示实ｎ维Ｅｕｃｌｉｄ空间，设Ω是Ｒｎ中的有界

开集，边界 Ω适当光滑。空间 Ｌ２（Ω）上的内积记为

（ｕ，ｖ） ＝∫Ωｕｖｄｘ，ｕ，ｖ∈ Ｌ２（Ω），范数记为 ｕ ＝

∫Ωｕ２ｄ( )ｘ
１
２

。空间Ｈ１０（Ω）上的内积记为

＜ｕ，ｖ＞＝∫Ωｕｖｄｘ＋∫Ωｕ·ｖｄｘ，ｕ，ｖ∈Ｈ１０（Ω）
范数记为

ｕＨ１ ＝ ∫Ωｕ２ｄｘ＋∫Ω ｕ２ｄ( )ｘ
１
２



定义１ 设 Δｕ＝
２ｕ
ｘ２１
＋

２ｕ
ｘ２２
＋… ＋

２ｕ
ｘ２ｎ
，称 Δ为

Ｌａｐｌａｃｅ算子。

定义２ 如果存在实数λ和非零函数ｕ∈Ｃ２（Ω）∩

Ｃ１（珚Ω），使得

－Δｕ＝λｕ，在Ω中

ｕ＝０，在Ω{
上

，则称 λ为算子 －Δ的特征

值，称ｕ为对应于特征值λ的特征函数。

定义３ 对实数λ，如果存在函ｕ∈Ｈ１０（Ω），ｕ≠０，

使得

∫Ωｕ·ｖｄｘ＝λ∫Ωｕｖｄｘ，ｖ∈Ｈ１０（Ω） （１）

则称λ为算子 －Δ的广义特征值，称ｕ为对应于特征值

λ的广义特征函数。

在一定条件下，定义２与定义３是等价的［１１８］。

２ 第一特征值问题的存在性

若λ，ｕ是问题（１）的特征值与特征函数，则有

∫Ω ｕ２ｄｘ＝λ∫Ωｕ２ｄｘ

λ＝
∫Ω ｕ２ｄｘ

∫Ωｕ２ｄｘ
＝ ｕ２

ｕ２

于是引入泛函Ｊ（ｕ）＝ ｕ２

ｕ２ ，ｕ∈Ｈ
１
０（Ω），ｕ≠０，

由Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ不等式［１１５］ ｕ２≤Ｃｕ２，得到

ｕ２

ｕ２ ≥
１
Ｃ ＞０，ｕ∈Ｈ

１
０（Ω），ｕ≠０

此式说明泛函Ｊ（ｕ）有正的下界，因此Ｊ（ｕ）有下确

界。

定义

λ１ ＝ ｉｎｆ
ｕ∈Ｈ１０（Ω）
ｕ≠０

ｕ２

ｕ２ ＝ ｉｎｆ
ｖ∈Ｈ１０（Ω）
ｖ＝１

ｖ２ （２）

则λ１≥
１
Ｃ ＞０。

证明 λ１是算子 －Δ的特征值
［１８］。由下确界λ１＝

ｉｎｆ
ｕ∈Ｈ１０（Ω）
ｕ＝１

ｕ２的定义，对任意正整数 ｋ，存在 ｕｋ∈

Ｈ１０（Ω）， ｕｋ ＝１，满足 ｕｋ
２≤λ１＋

１
ｋ，ｕｋ

２≥

λ１。于是得 ｛ｕｋ｝在 Ｈ
１
０（Ω）中有界，由索伯列夫空间的

紧嵌入定理［１１５］，存在｛ｕｋ｝的子序列 ｛ｕｋｉ｝和函数 ｕ∈

Ｈ１０（Ω），使得ｕｋｉ→ｕ在Ｌ
２（Ω）中强收敛，ｕｋｉ→ｕ在

Ｌ２（Ω）中弱收敛，从而 ｌｉｍ
ｋｉ→∞

ｕｋｉ ＝１＝ ｕ， ｕ２≤

ｌｉｍ
ｋｉ→∞
ｉｎｆｕｋｉ

２。再由 ｕｋｉ
２≤ λ１＋

１
ｋｉ
，得 ｕ２≤

λ１，又 ｕ２≥λ１，故 ｕ２ ＝λ１， ｕ＝１，即存在

ｕ∈Ｈ１０（Ω）， ｕ＝１，使得 ｕ２＝λ１＝ ｉｎｆ
ｕ∈Ｈ１０（Ω）
ｕ≠０

ｕ２

ｕ２＝

ｉｎｆ
ｖ∈Ｈ１０（Ω）
ｖ＝１

ｖ２。

证明 λ１，ｕ分别是特征值与特征函数。注意 λ１ ＝

Ｊ（ｕ）＝ ｉｎｆ
ｖ∈Ｈ１０（Ω）
ｖ≠０

Ｊ（ｖ），对任意ｖ∈Ｈ１０（Ω），任意实数ｔ，

（ｕ＋ｔｖ）２

ｕ＋ｔｖ２
≥λ１

（ｕ＋ｔｖ）２≥λ１ ｕ＋ｔｖ２

经过展开处理，可得成立

∫Ωｕｖｄｘ＝λ１∫Ωｕｖｄｘ，ｖ∈Ｈ１０（Ω）
因此，λ１是算子 －Δ的特征值，ｕ为对应于特征值λ的

特征函数。

证明 λ是最小的特征值。设λ是 －Δ的任意特征

值，即存在ｗ∈Ｈ１０（Ω），ｗ≠０，使得

∫Ωｗｖｄｘ＝λ∫Ωｗｖｄｘ，ｖ∈Ｈ１０（Ω）
式中，取ｖ＝ｗ，得

∫Ω ｗ２ｄｘ＝λｗ２

λ＝ ｗ２

ｗ２ ≥ ｉｎｆ
ｖ∈Ｈ１０（Ω）
ｖ≠０

ｖ２

ｖ２
＝λ１

于是λ１是 －Δ的最小特征值。

３ 算子 －Δ的所有特征值和特征函数系

依次求算子 －Δ的所有特征值，λ２ ＝ ｉｎｆ
ｖ∈Ｈ１０（Ω）
ｖ≠０

（ｖ，ｕ１）＝０

Ｊ（ｖ）

显然０＜λ１≤λ２，可以证明，存在ｕ２∈Ｈ
１
０（Ω），ｕ２ ＝

１，（ｕ２，ｕ１）＝０，使得

Ｊ（ｕ２）＝λ２ ＝ ｉｎｆ
ｖ∈Ｈ１０（Ω）
ｖ≠０

（ｖ，ｕ１）＝０

Ｊ（ｖ）

同上可证，λ２，ｕ２满足

∫Ωｕ２ｖｄｘ＝λ２∫Ωｕ２ｖｄｘ，ｖ∈Ｈ１０（Ω）
即λ２是特征值，ｕ２为对应于特征值λ２的特征函数。
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假设已经得出算子 －Δ的ｍ－１个特征值，

λ１，λ２，…，λｍ－１，（ｍ≥１），λ１≤λ２≤…≤λｍ－１ （３）

对应于λ１，λ２，…，λｍ－１的特征函数为ｕ１，ｕ２，…，ｕｍ－１且

ｕｋ ＝１，（ｋ＝１，２，…，ｍ－１） （４）

函数组（４）的所有线性组合成为 Ｌ２（Ω）的一个线性子

空间，叫做函数组（４）在Ｌ２（Ω）中生成的子空间，记为

Ｖｍ－１ ＝ｓｐａｎ｛ｕ１，ｕ２，…，ｕｍ－１｝＝

∑
ｍ－１

ｉ＝１
ｃｉｕｉ｜ｃｉ∈Ｒ，ｉ＝１，２，…，ｍ－{ }１ 以Ｖ⊥ｍ－１

表示Ｖｍ－１在Ｌ
２（Ω）中的正交补空间，即

Ｖ⊥ｍ－１ ＝｛ｖ∈Ｌ
２（Ω）｜（ｖ，φ）＝０，φ∈Ｖｍ－１｝

根据泛函Ｊ（ｕ）≥ １
Ｃ有下界性，证明

λｍ ＝ ｉｎｆ
ｖ∈Ｈ１０（Ω）∩Ｖ

⊥
ｍ－１

ｖ≠０

Ｊ（ｖ） （５）

就是算子 －Δ的第ｍ个特征值。

重复上面的讨论步骤可以证明对变分问题（５）存在

函数ｕｍ∈Ｈ
１
０（Ω）∩Ｖ

⊥
ｍ－１，使得 ｕｍ ＝１，

λｍ ＝Ｊ（ｕｍ）＝ ｉｎｆ
ｖ∈Ｈ１０（Ω）∩Ｖ

⊥
ｍ－１

ｖ≠０

Ｊ（ｖ） （６）

∫Ωｕｍｖｄｘ＝λｍ∫Ωｕｍｖｄｘ，ｖ∈Ｈ１０（Ω） （７）

称 λｍ是算子 －Δ的第ｍ个特征值，ｕｍ为对应于特征值

λｍ的特征函数。由（６）式易知λｍ≥λｍ－１。由于Ｈ
１
０（Ω）

是无限维空间，按（５）式得出算子 －Δ的特征值的无限

序列

λ１≤λ２≤…≤λｍ－１≤λｍ… （８）

相应的的特征函数序列

ｕ１，ｕ２，…，ｕｍ－１，ｕｍ，… （９）

４ 特征值序列 ｛λｍ｝及对应的特征函数系

｛ｕｍ｝的基本性质

　　性质１［１１１］ 最小特征值 λ１对应的特征函数 ｕ（ｘ）

可以取ｕ（ｘ）＞０，ｘ∈Ω，ｕ＝１，λ１ ＝ ｕ２。

性质 ２［１１１］ 对应于不同特征值的特征函数在

Ｌ２（Ω）中是正交的。

性质３［１１１］ 特征值序列｛λｊ｝满足ｌｉｍｊ→∞λｊ＝＋∞。

证明 由于｛λｊ｝是单调递增的，只须证明 ｛λｊ｝是

无界的。假若｛λｊ｝有界，由 ｕｊ
２ ＝λｊ ｕｊ

２ ＝λｊ，（ｊ

＝１，２，…），于是 ｛ｕｊ｝在 Ｈ
１
０（Ω）中有界，利用 Ｈ

１
０（Ω）

紧嵌入Ｌ２（Ω），得到｛ｕｊ｝中存在子列（仍记为｛ｕｊ｝）在

Ｌ２（Ω）中收敛，ｌｉｍ
ｍ，ｎ→∞

ｕｍ －ｕｎ ＝０，但当 ｍ≠ ｎ时，

ｕｍ －ｕｎ
２ ＝ ｕｍ

２＋ ｕｎ
２ ＝２矛盾，所以｛λｊ｝是无

界的。故有ｌｉｍ
ｊ→∞
λｊ＝＋∞。

性质４［１１１］ 对应于同一特征值只有有限个线性无

关的特征函数，或者，对应于每一个特征值的特征函数

空间是有限维的。

性质５［１１１］ 特征函数系 ｛ｕｍ｝在空间 Ｈ
１
０（Ω）是正

交系。

５特征函数系｛ｕｍ｝是空间Ｈ
１
０（Ω）中的一组

正交完备系

　　定理１［１１１］ 特征函数系 ｛ｕｍ｝是空间 Ｈ
１
０（Ω）的基

底，即对任意 ｕ∈ Ｈ１０（Ω），则有 ｕ＝∑
∞

ｋ＝１
（ｕ，ｕｋ）ｕｋ在

Ｈ１０（Ω）成立，ｕ＝∑
∞

ｋ＝１
（ｕ，ｕｋ）ｕｋ在Ｌ

２（Ω）成立。

证明 对ｕ∈Ｌ２（Ω），ａｊ＝（ｕ，ｕｊ），记Ｓｎ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ａｊｕｊ，

显然ｕ－Ｓｎ与Ｓｎ在Ｌ
２（Ω）中正交，ｕ＝（ｕ－Ｓｎ）＋Ｓｎ，

于是 ｕ２ ＝ ｕ－Ｓｎ
２＋ Ｓｎ

２，由此 Ｓｎ
２≤ ｕ２，

ｕ－Ｓｎ
２≤ ｕ２，而 Ｓｎ

２＝∑
ｎ

ｊ＝１
ａｊ

２，所以∑
ｎ

ｊ＝１
ａｊ

２≤

ｕ２。

对任意实数ｃｊ，记σｎ ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｕｊ，显然ｕ－Ｓｎ与Ｓｎ－

σｎ在Ｌ
２（Ω）中正交，ｕ－σｎ ＝（ｕ－Ｓｎ）＋（Ｓｎ－σｎ），于

是 ｕ－σｎ
２＝ ｕ－Ｓｎ

２＋ Ｓｎ－σｎ
２，由此 ｕ－Ｓｎ

２≤

ｕ－σｎ
２，对ｕ∈Ｈ１０（Ω），显然（ｕ－Ｓｎ）与Ｓｎ在

Ｌ２（Ω）中正交，ｕ＝（ｕ－Ｓｎ）＋Ｓｎ，成立 ｕ２＝

（ｕ－Ｓｎ）
２ ＋ Ｓｎ

２，于是 Ｓｎ
２≤ ｕ２，

（ｕ－Ｓｎ）
２≤ ｕ２，易知 Ｓｎ

２ ＝∑
ｎ

ｊ＝１
λｊ ａｊ

２，

∑
ｎ

ｊ＝１
λｊ ａｊ

２≤ ｕ２，由于ｕ－Ｓｎ∈Ｈ
１
０（Ω），且ｕ－Ｓｎ

与ｕｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ）都正交，所以有
（ｕ－Ｓｎ）

２

（ｕ－Ｓｎ）
２ ≥

λｎ＋１，

（ｕ－Ｓｎ）
２≤ １
λｎ＋１

（ｕ－Ｓｎ）
２≤ １
λｎ＋１

ｕ２

由ｌｉｍ
ｎ→∞
λｎ ＝＋∞，得到ｌｉｍｎ→∞ （ｕ－Ｓｎ）

２＝０，对ｕ∈
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Ｈ１０（Ω），有｛Ｓｎ｝在Ｌ
２（Ω）中收敛于ｕ；对任意 ｍ＞ｎ，

Ｓｍ －Ｓｎ
２ ＝∑

ｍ

ｊ＝ｎ＋１
λｊ｜ａｊ｜

２→０，（ｍ，ｎ→∞），于是

｛Ｓｎ｝在 Ｌ
２（Ω）中收敛，且 ｛Ｓｎ｝在 Ｌ

２（Ω）中收敛

ｕ；故｛Ｓｎ｝在Ｈ
１
０（Ω）中收敛于ｕ。

定理２［１１１］ 特征函数系 ｛ｕｍ｝是空间 Ｈ
１
０（Ω）的完

全系。若ｖ∈Ｈ１０（Ω），（ｖ，ｕｋ）＝０，ｋ＝１，２，…，则ｖ＝０。

证明

＜ｖ，ｕｋ ＞＝∫Ωｖｕｋｄｘ＋∫Ωｖｕｋｄｘ＝

∫Ωｖｕｋｄｘ＋∫Ωｖ（－Δｕｋ）ｄｘ＝

∫Ωｖｕｋｄｘ＋λｋ∫Ωｖｕｋｄｘ＝
（１＋λｋ）∫Ωｖｕｋｄｘ＝（１＋λｋ）（ｖ，ｕｋ）

由 ＜ｖ，ｕｋ＞＝０，可得（ｖ，ｕｋ）＝０，（ｋ＝１，２，…）。

假若ｖ≠０，可设ｖ∈Ｈ１０（Ω）， ｖ＝１，由于（ｖ，ｕｋ）＝０，

（ｋ＝１，２，…，ｎ－１）；所以有λｎ≤ ｖ２，（ｎ＝１，２，

…），这与ｌｉｍ
ｎ→∞
λｎ＝＋∞矛盾，故ｖ＝０，这证明了是｛ｕｊ｝

是Ｈ１０（Ω）中的一组正交完全系。

由于 Ｈ１０（Ω）是 Ｂａｎａｃｈ空间，于是 ｛ｕｊ｝是 Ｈ
１
０（Ω）

中的一组正交完备系，即对任意 ｕ∈ Ｈ１０（Ω），ａｊ＝（ｕ，

ｕｊ），记Ｓｎ ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ａｊｕｊ，成立｛Ｓｎ｝在Ｈ

１
０（Ω）中收敛于ｕ。

６ 特征函数系｛ｕｍ｝是空间Ｌ
２（Ω）中的一组

标准正交完备系

　　定理３［１４］ ｛ｕｊ｝是Ｌ
２（Ω）中的一组标准正交完备

系。即对ｕ∈Ｌ２（Ω），ａｊ＝（ｕ，ｕｊ），则有∑
∞

ｊ＝１
ａｊｕｊ＝ｕ

在Ｌ２（Ω）成立。

证明 设 ｕ∈ Ｌ２（Ω），对任意 ε＞０，存在 ｕ^∈

Ｃ１０（Ω），使得 ｕ^－ｕ ＜ε，记 ａ^ｊ ＝ （^ｕ，ｕｊ），Ｓ^ｎ ＝

∑
ｎ

ｊ＝１
ａ^ｊｕｊ，由定理１，可知 ｛^Ｓｎ｝在 Ｌ

２（Ω）中收敛于 ｕ^。易

知成立 Ｓｎ－Ｓ^ｎ ≤ ｕ^－ｕ，于是

Ｓｎ－ｕ≤ Ｓｎ－Ｓ^ｎ ＋ Ｓ^ｎ－ｕ^＋ ｕ^－ｕ

≤ Ｓ^ｎ－ｕ^＋２ ｕ^－ｕ ＜ Ｓ^ｎ－ｕ^＋２ε

从而得到｛Ｓｎ｝在Ｌ
２( )Ω 中收敛于ｕ。或者由

Ｓｎ－ｕ≤ Ｓ^ｎ－ｕ≤ Ｓ^ｎ－ｕ^＋ ｕ^－ｕ

＜ Ｓ^ｎ－ｕ^＋ε

得到｛Ｓｎ｝在Ｌ
２（Ω）中收敛于ｕ。

７特征函数系｛ｕｍ｝是空间Ｈ
２（Ω）∩Ｈ１０（Ω）

中的一组完备系

　　定理４ ｛ｕｊ｝是 Ｈ
２（Ω）∩ Ｈ１０（Ω）中的一组正交

基。

对 ｕ∈ Ｈ２（Ω）∩ Ｈ１０（Ω），ａｊ ＝（ｕ，ｕｊ），成立

ｌｉｍ
Ｎ→＋∞ ∑

Ｎ

ｊ＝１
ａｊｕｊ－ｕＨ２

＝０。证明已有 ｌｉｍ
Ｎ→＋∞ ∑

Ｎ

ｊ＝１
ａｊｕｊ－ｕＬ２

＝

０，再证 ｌｉｍ
Ｎ→＋∞

Δ∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｊｕｊ－Δｕ ＝０，因为 Δ∑

Ｎ

ｊ＝１
ａｊｕｊ ＝

∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｊΔｕｊ＝∑

Ｎ

ｊ＝１
ａｊ（－λｊｕｊ），－λｊａｊ＝－λｊ（ｕ，ｕｊ）＝（ｕ，－

λｊｕｊ）＝（ｕ，Δｕｊ）＝（Δｕ，ｕｊ），由定理３知，在Ｌ
２（Ω）中

Δ（∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｊｕｊ）＝∑

Ｎ

ｊ＝１
ａｊ（－λｊｕｊ）＝∑

Ｎ

ｊ＝１
（Δｕ，ｕｊ）ｕｊ→Δｕ

利用二阶椭圆型偏微分方程解的 Ｌ２估计［３９］，对

ｕ∈Ｈ２（Ω）∩ Ｈ１０（Ω）成立 ｜｜ｕ｜｜Ｈ２（Ω）≤ Ｃ（Δｕ＋

ｕ），由于

∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｊｕｊ－ｕＨ２（Ω）

≤

Ｃ（Δ（∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｊｕｊ－ｕ）＋ ∑

Ｎ

ｊ＝１
ａｊｕｊ－ｕ）→０

故｛ｕｊ｝是Ｈ
２（Ω）∩Ｈ１０（Ω）中的一组正交基。
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