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　　摘　要：考虑空间Ｃｍ，λ（Ω
＿＿

）的完备性和所嵌入的空间的问题，对Ｊｅｎｓｅｎ不等式给出了直接的证明方

法，利用Ｊｅｎｓｅｎ不等式给出了Ｈｏｌｄｅｒ连续函数的例子。指出当Ω是非凸集时空间Ｃ１（Ω
＿＿

）不能嵌入空间

Ｃ０，λ（Ω
＿＿

）。给出Ｃ（Ω
＿＿

）和Ｃ０，λ（Ω
＿＿

）是Ｂａｎａｃｈ空间证明的具体表述过程，通过建立Ｈｏｌｄｅｒ连续函数空间的

插值空间的不等式，给出了空间 Ｃ０，μ（Ω
＿＿

）嵌入的空间的证明；在 Ω是 Ｒｎ中的有界开集条件下，应用

Ａｒｚｅｌａ－Ａｓｃｏｌｉ定理给出了空间Ｃ０，μ（Ω
＿＿

）紧嵌入的空间的证明，对相关经典知识给予了新的改造表述。

关键词：Ｈｏｌｄｅｒ连续函数空间；插值不等式；嵌入定理；紧嵌入定理
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引 言

Ｈｏｌｄｅｒ连续函数空间是一类重要的函数空间［１１０］，

在偏微分方程［１８］和泛函分析［９２１］的研究中得到广泛使

用。Ｈｏｌｄｅｒ连续函数空间的完备性［１８］，嵌入的空间和

紧嵌入的空间都得到充分的研究［１１０］。

Ｈｏｌｄｅｒ连续函数空间的嵌入空间和紧嵌入的空间，

在文献［１－８］都是分别进行的，没有形成统一的理论方

法。本文在文献［１－８］的基础上建立了 Ｈｏｌｄｅｒ连续函

数空间的插值空间不等式这一结果，并将这个结果应用

于Ｈｏｌｄｅｒ连续函数空间的嵌入的空间和紧嵌入的空间，

对分散的经典结果给予系统的明确改造，表现学术发

展，推进学术认识。

１ Ｈｏｌｄｅｒ连续函数空间

Ｒｎ表示实ｎ维 Ｅｕｃｌｉｄ空间，ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）表

示Ｒｎ中的一个点，对 ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），ｙ＝（ｙ１，ｙ２，

…，ｙｎ）∈Ｒ
ｎ，定义（ｘ，ｙ）＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉｙｉ，（·，·）称为Ｒ

ｎ中

欧氏内积，简称内积。 ｘ＝ （ｘ，ｘ槡 ）＝（∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉ）

１／２，·

称为 Ｒｎ 上 的 欧 氏 范 数，简 称 范 数。 ｘ－ｙ ＝

（∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ－ｙｉ

２）１／２。

设α是一 ｎ重指数［１８］，ｍ是一非负整数，Ω是 Ｒｎ

中的开集。集合Ｃ（Ω）是由定义在Ω上连续的函数ｆ组

成［１８］。集合Ｃｍ（Ω）是由定义在 Ω上连续且具有连续

的偏导数Ｄαｆ（α≤ｍ）的函数ｆ组成［１８］。集合Ｃ（Ω
＿＿

）



是由Ｃ（Ω）中这样的函数 ｆ组成，ｆ在 Ω上有界且一致

连续［１８］。

能唯一地把在Ω上有界且一致连续的函数ｆ延拓到

Ω
＿＿

上，延拓后的函数珓ｆ在Ω
＿＿

上仍保持有界且一致连续。珓ｆ

仍用ｆ表示，可以认为函数 ｆ在 Ω
＿＿

上有界且一致连续。

集合Ｃｍ（Ω
＿＿

）是由Ｃｍ（Ω）中的函数ｆ组成，ｆ本身及其偏

导数 Ｄαｆ（α≤ ｍ）均在 Ω上有界和一致连续［１８］。

Ｃ０（Ω）＝Ｃ（Ω），Ｃ０（Ω
＿＿

）＝Ｃ（Ω
＿＿

）。ＣＢ（Ω）是由定义在

Ω上的有界连续函数全体组成。类似地可以定义

ＣｍＢ（Ω）。Ｃ
ｍ
Ｂ（Ω）是 Ｂａｎａｃｈ空间，元素的范数的确定同

Ｃｍ（Ω
＿＿

）中元素的范数。Ｃｍ（Ω）中的函数本身或某些阶

的偏导数可以在 Ω上无界，如 ｆ（ｘ）＝ｘ－１∈ Ｃｍ（０，１），

但函数ｆ（ｘ）＝ｘ－１在（０，１）上无界。Ｃｍ（Ω
＿＿

）中元素ｆ的范

数由等式 ｆＣｍ（Ω＿＿）＝ ｆ；Ｃ
ｍ（Ω

＿＿

） ＝ ｍａｘ
０≤ α≤ｍ

ｓｕｐ
ｘ∈Ω
Ｄαｆ（ｘ） 确

定。可以证明Ｃｍ（Ω
＿＿

）是一完备赋范线性空间，即Ｂａｎａｃｈ

空间［１８］。设０＜λ≤１，集合Ｃｍ，λ（Ω
＿＿

）是由Ｃｍ（Ω
＿＿

）中

满足下面条件的函数ｆ组成：

Ｄαｆ（ｘ）－Ｄαｆ（ｙ）≤Ｋｘ－ｙλ

ｘ，ｙ∈Ω，０≤ α≤ｍ

这里Ｋ是常数，它可以依赖于函数 ｆ。Ｃｍ，λ（Ω
＿＿

）中元素 ｆ

的范数由等式

ｆＣｍ，λ（Ω＿＿） ＝ ｆ；Ｃｍ，λ（Ω
＿＿

） ＝ ｆ；Ｃｍ（Ω
＿＿

）＋

ｍａｘ
０≤ α≤ｍ

ｓｕｐ
ｘ，ｙ∈Ωｘ≠ｙ

Ｄαｆ（ｘ）－Ｄαｆ（ｙ）
ｘ－ｙλ

确定。可以证明Ｃｍ，λ（Ω
＿＿

）是Ｂａｎａｃｈ空间［１８］。

定理１ 设正整数ｋ≥２，对任意实数 ａｉ（ｉ＝１，２，

…，ｋ），正实数 ｐ＞ｑ＞０，则成立 ∑
ｋ

ｉ＝１
ａｉ( )ｐ

１
ｐ ≤

∑
ｋ

ｉ＝１
ａｉ( )ｑ

１
ｑ

。

证明 设 ａ＝（ａ１，ａ２，…，ａｋ）， ａ∞
＝ｓｕｐ｛ａｉ：

ｉ＝１，２，…，ｋ｝，则有 ａｉ≤ ａ∞
，（ｉ＝１，２，…，ｋ），

∑
ｋ

ｉ＝１
ａｉ

ｐ＝∑
ｋ

ｉ＝１
ａｉ

ｑ ａｉ
ｐ－ｑ≤∑

ｋ

ｉ＝１
ａｉ

ｑ（ａ∞
）ｐ－ｑ＝

（∑
ｋ

ｉ＝１
ａｉ

ｑ）（ａ∞
）ｐ－ｑ

于是有（∑
ｋ

ｉ＝１
ａｉ

ｐ）
１
ｐ ≤（ａ∞

）１－
ｑ
ｐ
［（∑

ｋ

ｉ＝１
ａｉ

ｑ）
１
ｑ
］

ｑ
ｐ
，

利用 ａ∞ ≤（∑
ｋ

ｉ＝１
ａｉ

ｑ）
１
ｑ
，则得成立 （∑

ｋ

ｉ＝１
ａｉ

ｐ）
１
ｐ ≤

（∑
ｋ

ｉ＝１
ａｉ

ｑ）
１
ｑ
。

定理２ 设０＜ｐ＜１，

（１）对任意实数ｘ≥ｙ≥０，成立ｘｐ－ｙｐ≤（ｘ－ｙ）ｐ；

（２）对任意实数ｕ，ｖ，成立

（ｕｐ－ｖｐ）≤ （ｕ －ｖ）ｐ≤ ｕ－ｖｐ

证明 对任何ａ１，ａ２≥０，正实数０＜ｐ＜１，利用定

１，成立ａ１＋ａ２≤ （ａ
ｐ
１＋ａ

ｐ
２）

１
ｐ
，从而（ａ１＋ａ２）

ｐ≤ ａｐ１＋

ａｐ２，所以可得结果。

例１［３］ 设 Ω是有界开集，ｘ０∈ Ω，令 ｆ（ｘ） ＝

ｘ－ｘ０
λ，ｘ∈Ω，其中０＜λ≤１。由于

ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ） ＝ （ｘ－ｘ０ λ－ｙ－ｘ０ λ）≤

（ｘ－ｘ０ －ｙ－ｘ０ ）λ≤ ｘ－ｙλ，ｘ，ｙ∈Ω

所以 ｆ∈ Ｃ０，λ（Ω
＿＿

）。如果 Ω是凸区域，则有 Ｃ１（Ω
＿＿

）

Ｃ０，１（Ω
＿＿

）。如果 Ω不是凸区域，未必有 Ｃ１（Ω
＿＿

）

Ｃ０，λ（Ω
＿＿

），（０＜λ≤１）。

例２［３］ 设Ω＝｛（ｘ，ｙ）∈Ｒ２ ｙ＜ｘ
１
２，ｘ２＋ｙ２ ＜

１｝，对１＜β＜２，令

ｕ（ｘ，ｙ）＝
（ｓｇｎｘ）ｙβ， ｙ＞０，（ｘ，ｙ）∈Ω

０， ｙ≤０，（ｘ，ｙ）∈
{

Ω

显然

ｕ（ｘ，ｙ）
ｘ

＝０，（ｘ，ｙ）∈Ω

ｕ（ｘ，ｙ）
ｙ

＝
（ｓｇｎｘ）βｙβ－１， ｙ＞０，（ｘ，ｙ）∈Ω

０， ｙ≤０，（ｘ，ｙ）∈
{

Ω

成立ｕ∈Ｃ１（Ω
＿＿

），对
β
２ ＜λ≤１，取ｘ＞０，由于

ｕ（ｘ，ｘ
１
２
）－ｕ（－ｘ，ｘ

１
２
）

（ｘ，ｘ
１
２
）－（－ｘ，ｘ

１
２
）λ

＝２ｘ
β
２

２λｘλ
＝

２
２λｘλ－

β
２
→＋∞，（ｘ→０＋）

所以ｕＣ０，λ（Ω
＿＿

）。

２ Ｃ（Ω
＿＿
）和Ｃ０，λ（Ω

＿＿
）的完备性证明

定理３［６］ 设 Ω是 Ｒｎ中的开集，则 Ｃ（Ω
＿＿

）是一个
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Ｂａｎａｃｈ空间。

证明［６］ 显然 Ｃ（Ω
＿＿

）是赋范线性空间，设 ｆ{ }
ｎ 是

Ｃ（Ω
＿＿

）中的任一个基本列，则对ε＞０，存在正整数Ｎ，

当ｍ，ｎ＞Ｎ时，便有

ｓｕｐ
ｘ∈Ω
ｆｍ（ｘ）－ｆｎ（ｘ） ＝ ｆｍ －ｆｎ Ｃ（Ω）

＜ε

显然，对每一ｘ∈Ω，有

ｆｍ（ｘ）－ｆｎ（ｘ）≤ｓｕｐｘ∈Ω
ｆｍ（ｘ）－ｆｎ（ｘ） ＜ε

于是 ｆｎ（ｘ{ }） 是一个基本的数列，存在 ｆ（ｘ），使得

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ（ｘ）＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ω；在 ｆｍ（ｘ）－ｆｎ（ｘ） ＜ε，ｘ∈

Ω中，令ｍ→∞，取极限，得 ｆ（ｘ）－ｆｎ（ｘ）≤ε，即得

｛ｆｎ（ｘ）｝在Ω上一致收敛于ｆ（ｘ）。由

ｆ（ｘ）≤ ｆ（ｘ）－ｆＮ＋１（ｘ）＋ ｆＮ＋１（ｘ）≤

ε＋ｓｕｐ
ｘ∈Ω
ｆＮ＋１（ｘ）

可知，ｆ（ｘ）在Ω上有界；再由ｆＮ＋１（ｘ）在Ω上一致连续，

对上述ε＞０，存在δ＞０，当ｘ，ｙ∈Ω且 ｘ－ｙ＜δ时，

成立 ｆＮ＋１（ｘ）－ｆＮ＋１（ｙ） ＜ε。于是

ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）≤ ｆ（ｘ）－ｆＮ＋１（ｘ）＋

ｆＮ＋１（ｘ）－ｆＮ＋１（ｙ）＋ ｆ（ｙ）－ｆＮ＋１（ｙ） ＜３ε

即得ｆ（ｘ）在Ω上一致连续，所以ｆ（ｘ）在Ω上有界且一致连

续，即ｆ∈Ｃ（Ω
＿＿

），且 ｆ－ｆｎ Ｃ（Ω）
＝ｓｕｐ

ｘ∈Ω
ｆ（ｘ）－ｆｎ（ｘ）≤ε，

从而得到，存在ｆ∈Ｃ（Ω
＿＿

），使得｛ｆｎ｝在Ｃ（Ω
＿＿

）中收敛于

ｆ，即得Ｃ（Ω
＿＿

）是完备的，故得 Ｃ（Ω
＿＿

）是一个 Ｂａｎａｃｈ空

间。

定理３的结果，在文献［１－８］都有涉及，但给出证

明表述的仅在文献［６］中出现。

定理４１８］ 设 Ω是 Ｒｎ中的开集，０＜λ≤ １，则

Ｃ０，λ（Ω
＿＿

）是一个Ｂａｎａｃｈ空间。

证明［１８］ 显然Ｃ０，λ（Ω
＿＿

）是赋范线性空间，设｛ｆｎ｝是

Ｃ０，λ（Ω
＿＿

）中的任一个基本列，则对ε＞０，存在正整数

Ｎ，当ｍ，ｎ＞Ｎ时，便有

ｓｕｐ
ｘ∈Ω
ｆｍ（ｘ）－ｆｎ（ｘ）＋ ｓｕｐ

ｘ，ｙ∈Ω，ｘ≠ｙ

ｆｍ（ｘ）－ｆｎ（ｘ）－［ｆｍ（ｙ）－ｆｎ（ｙ）］
ｘ－ｙλ ＝

ｆｍ －ｆｎ Ｃ０，λ（Ω）
＜ε

显然｛ｆｎ｝也是Ｃ（Ω
＿＿

）中的一个基本列，由于Ｃ（Ω
＿＿

）

是一个Ｂａｎａｃｈ空间，存在ｆ∈Ｃ（Ω
＿＿

），使得 ｆ{ }
ｎ 在Ｃ（Ω

＿＿

）

中收敛于ｆ。由于 ｆ{ }
ｎ 在 Ｃ

０，λ（Ω
＿＿

）中是有界的，存在常

数Ｋ＞０，成立

ｆｎ（ｘ）－ｆｎ（ｙ）
ｘ－ｙλ ≤ ｆｎ Ｃ０，λ（Ω）≤Ｋ

ｘ，ｙ∈Ω，ｘ≠ｙ，ｎ∈Ｎ

令ｎ→∞，取极限，得

ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）
ｘ－ｙλ ≤Ｋ，ｘ，ｙ∈Ω，ｘ≠ｙ

于是ｆ∈Ｃ０，λ（Ω
＿＿

）。在 ｆｍ（ｘ）－ｆｎ（ｘ） ＜ε和

ｆｍ（ｘ）－ｆｎ（ｘ）－［ｆｍ（ｙ）－ｆｎ（ｙ）］
ｘ－ｙλ ＜ε

中，令ｍ→∞，取极限，得

ｆ（ｘ）－ｆｎ（ｘ）≤ε

ｆ（ｘ）－ｆｎ（ｘ）－［ｆ（ｙ）－ｆｎ（ｙ）］
ｘ－ｙλ ≤ε

ｘ，ｙ∈Ω，ｘ≠ｙ

即得 ｆ－ｆｎ Ｃ０，λ（Ω）≤２ε，故得存在 ｆ∈ Ｃ
０，λ（Ω

＿＿

），使得

｛ｆｎ｝在Ｃ
０，λ（Ω

＿＿

）中收敛于ｆ，即Ｃ０，λ（Ω
＿＿

）是完备的，于是

Ｃ０，λ（Ω
＿＿

）是一个Ｂａｎａｃｈ空间。

３ Ｃ（Ω
＿＿
）中的列紧集

定理５［１８］ （Ａｒｚｅｌａ－Ａｓｃｏｌｉ定理）设Ω是Ｒｎ中的有

界区域，Ｍ是Ｃ（Ω
＿＿

）中的子集，如果满足

（１）Ｍ是一致有界的，即若存在一个常数 Ｋ，使得

满足ｓｕｐ
ｘ∈Ω
ｆ（ｘ）≤Ｋ，ｆ∈Ｍ。

（２）Ｍ是等度一致连续的，即若对任意给定的ε＞０，

总能找到实数δ＞０，当ｘ，ｙ∈Ω且 ｘ－ｙ＜δ时，成立

ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ） ＜ε，ｆ∈Ｍ，那么从Ｍ中可以选出一个

函数列｛ｆｎ｝在Ｃ（Ω
＿＿

）中收敛于ｆ（即从Ｍ中可以选出一

个函数列｛ｆｎ｝在Ω
＿＿

上一致收敛于ｆ，ｆ∈Ｃ（Ω
＿＿

））。

定理６［１３１４］ 设Ω是Ｒｎ中的有界区域，对Ｃ（Ω
＿＿

）中

的集合Ｍ，则Ｍ是Ｃ（Ω
＿＿

）中的列紧集当且仅当 Ｍ是一

致有界的且是等度一致连续的。
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定理 ７［１３１４］ 设 Ω是 Ｒｎ中的有界凸区域，Ｍ是

Ｃ１（Ω
＿＿

）中的有界子集，则Ｍ是Ｃ（Ω
＿＿

）中的列紧集。

定理８［１８］ 设Ω是Ｒｎ中的有界开集，０＜μ≤１，则

Ｃ０，μ（Ω
＿＿

）紧嵌入Ｃ（Ω
＿＿

）。

证明［１８］ 由不等式

ｆ；Ｃ０，μ（Ω
＿＿

） ＝ｓｕｐ
ｘ∈Ω
ｆ（ｘ）＋ｓｕｐ

ｘ∈Ωｘ≠ｙ

ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）
ｘ－ｙμ ≥

ｓｕｐ
ｘ∈Ω
ｆ（ｘ） ＝ ｆ；Ｃ（Ω

＿＿

）

得到Ｃ０，μ（Ω
＿＿

）嵌入Ｃ（Ω
＿＿

），设Ｍ是Ｃ０，μ（Ω
＿＿

）中的任一有

界集合，易知Ｍ也是Ｃ（Ω
＿＿

）中的有界集合，并且还成立

ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）≤Ｋｘ－ｙμ，ｆ∈Ｍ，ｘ，ｙ∈Ω

这里常数Ｋ只依赖于集合 Ｍ，与 ｆ无关，得出 Ｍ是等度

一致连续的，于是Ｍ满足定理５的条件，因而在 Ｍ中可

选出子序列在Ｃ（Ω
＿＿

）中收敛，结论得证。

定理 ９［１８］ 设 Ω是 Ｒｎ中的有界凸区域，则有

Ｃ１（Ω
＿＿

）紧嵌入Ｃ（Ω
＿＿

）。

４ Ｈｏｌｄｅｒ连续函数空间的插值空间不等式

定理１０［１８］ 设Ω是ＲＮ中的开集，０＜λ＜μ≤１，

则有 ｆＣ０，λ（Ω）≤ （１＋２
１－λ

μ）（ｆＣ（Ω））
１－λ

μ（ｆＣ０，μ（Ω））
λ
μ，

ｆ∈Ｃ０，μ（Ω
＿＿

）。

证明 对ｆ∈Ｃ０，μ（Ω
＿＿

），由

ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）
ｘ－ｙλ

＝ ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）
ｘ－ｙμ

λ
μ

× ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）１－λμ ≤

（２ｆＣ（Ω））
１－λ

μ（ｆＣ０，μ（Ω））
λ
μ ≤

２１－
λ
μ（ｆＣ（Ω））

１－λ
μ（ｆＣ０，μ（Ω））

λ
μ

ｘ，ｙ∈Ω，ｘ≠ｙ

得

ｓｕｐ
ｘ，ｙ∈Ω，ｘ≠ｙ

ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）
ｘ－ｙλ ≤

２１－
λ
μ（ｆＣ（Ω））

１－λ
μ（ｆＣ０，μ（Ω））

λ
μ

故成立

ｆＣ０，λ（Ω）≤（１＋２
１－λ

μ）（ｆＣ（Ω））
１－λ

μ（ｆＣ０，μ（Ω））
λ
μ

ｆ∈Ｃ０，μ（Ω
＿＿

）。

定理１０的结果表述在文献［１－８］不是明确单独

出现的，尽管在文献［１－８］中的定理证明过程中出现了

这种估计不等式，但都没有被认识到它的独立表述结果

意义。

定理１１［２，４］ 设Ω是Ｒｎ中的开集，０＜λ＜μ≤１，

则有

ｆＣ０，λ（Ω）≤３
１－λ

μ（ｆＣ（Ω））
１－λ

μ（ｆＣ０，μ（Ω））
λ
μ

ｆ∈Ｃ０，μ（Ω
＿＿

）

证明［２，４］ 设

ｐ＝μ
λ
，
１
ｐ＋

１
ｑ ＝１

Ａ１ ＝（ｆＣ（Ω））
１
ｐ

Ｂ１ ＝ ｓｕｐ
ｘ，ｙ∈Ω，ｘ≠ｙ

ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）
ｘ－ｙ( )μ

１
ｐ

Ａ２ ＝（ｆＣ（Ω））
１
ｑ

Ｂ２ ＝（ｓｕｐｘ，ｙ∈Ω，ｘ≠ｙ
ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ））

１
ｑ

显然

ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）
ｘ－ｙλ ＝ ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）

ｘ－ｙμ

λ
μ

×

ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）１－λ
μ ≤Ｂ１Ｂ２，ｘ，ｙ∈Ω，ｘ≠ｙ

得

ｓｕｐ
ｘ，ｙ∈Ω，ｘ≠ｙ

ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）
ｘ－ｙλ ≤Ｂ１Ｂ２

易知Ａｐ１＋Ｂ
ｐ
１ ＝ ｆＣ０，μ（Ω），Ｂ

ｑ
２≤２ｆＣ（Ω），利用Ｈｏｌｄｅｒ不

等式［１１０］，

ｆＣ０，λ（Ω） ＝ ｆＣ（Ω）＋ ｓｕｐ
ｘ，ｙ∈Ω，ｘ≠ｙ

ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）
ｘ－ｙλ ≤

Ａ１Ａ２＋Ｂ１Ｂ２≤

（Ａｐ１＋Ｂ
ｐ
１）

１
ｐ
（Ａｑ２＋Ｂ

ｑ
２）

１
ｑ ≤

（ｆＣ０，μ（Ω））
λ
μ（３ｆＣ（Ω））

１－λ
μ

ｆＣ０，λ（Ω）≤３
１－λ

μ（ｆＣ（Ω））
１－λ

μ（ｆＣ０，μ（Ω））
λ
μ

定理１１仅出现在文献［２，４］中，虽然文献［２］出现

很早，但没有充分认识到定理１１的深刻有效性，没有利

用定理１１去改进相关结果的证明。这也说明了定理１０

不曾在文献［１，３，５－８］出现的原因。

５ Ｈｏｌｄｅｒ连续函数空间的嵌入和紧嵌入的证明

定理１２［１１１］ 设Ω是Ｒｎ中的开集，０＜λ＜μ≤１，
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则Ｃ０，μ（Ω
＿＿

）嵌入 Ｃ０，λ（Ω
＿＿

），即存在常数 Ｋ＞０，对任意

ｆ∈Ｃ０，μ（Ω
＿＿

），成立 ｆＣ０，λ（Ω）≤ＫｆＣ０，μ（Ω）。

证明 利用定理１０或定理１１的结果，即可得到。

定理１２的结果在文献［１－８］中都是给出相同的原

始证明过程，这些过程不能导致定理１０和定理１１的发

现。

定理１３［１８］ 设Ω是Ｒｎ中的有界开集，０＜λ＜μ≤

１，则Ｃ０，μ（Ω
＿＿

）紧嵌入Ｃ０，λ（Ω
＿＿

）。

证明［１８］ 设Ｍ是Ｃ０，μ（Ω
＿＿

）中的任一有界集，由定理

８知道，存在函数列｛ｆｎ｝Ｍ在Ｃ（Ω
＿＿

）中收敛。现在证

明｛ｆｎ｝在Ｃ
０，λ（Ω

＿＿

）中收敛：利用定理１０或定理１１的结

果，得到

ｆｍ －ｆｎ Ｃ０，λ（Ω）≤

Ｋ（ｆｍ －ｆｎ Ｃ（Ω）
）１－

λ
μ（ｆｍ －ｆｎ Ｃ０，μ（Ω）

）
λ
μ

利用｛ｆｎ｝在Ｃ
０，μ（Ω

＿＿

）中有界，则有

ｆｍ －ｆｎ Ｃ０，λ（Ω）≤Ｋ２（ｆｍ －ｆｎ Ｃ（Ω）
）１－

λ
μ

这说明，由 ｆ{ }
ｎ 是 Ｃ（Ω

＿＿

）中的基本序列导出 ｛ｆｎ｝也是

Ｃ０，λ（Ω
＿＿

）中的基本序列，已知 Ｃ０，λ（Ω
＿＿

）是 Ｂａｎａｃｈ空间，

因而｛ｆｎ（ｘ）｝在Ｃ
０，λ（Ω

＿＿

）中收敛，于是得到 Ｃ０，μ（Ω
＿＿

）紧

嵌入Ｃ０，λ（Ω
＿＿

）。

定理１３结果的证明，在文献［１－８］中有，但都没有

意识到从中可以单独提炼出定理１０或定理１１的结果。

在文献［２，４］中出现定理１１，但也没有认识到可以用来

证明定理１２和定理１３。这里给出的明确认识改造过

程，建立知识捷径道路，推进学术认识发展。
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