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基于模型参数不确定的四旋翼飞行器混合Ｈ２／Ｈ∞控制

石 川ａ，林 达ｂ，任 斌ａ，余 亮ａ

（四川理工学院ａ．自动化与信息工程学院；ｂ．物理与电子工程学院，四川 自贡 ６４３０００）

　　摘　要：针对四旋翼无人飞行器的模型参数不确定性和在飞行过程中易受到外界不确定性干扰而

导致飞行不稳定的问题，首先，对四旋翼无人飞行器进行了较为精确的非线性动力学建模，并进行适当

地简化成为存在误差的线性动力学模型，而后，利用鲁棒控制与极点配置原理，设计了一种基于线性矩

阵不等式（ＬｉｎｅａｒＭａｔｒｉｘＩｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ＬＭＩ）的Ｈ２／Ｈ∞混合鲁棒控制器。ＭＡＴＬＡＢ实验仿真表明，通过与传

统的较为单一的Ｈ２标准控制器和Ｈ∞标准控制器进行比较，文章提出的 Ｈ２／Ｈ∞混合鲁棒控制器能够解

决四旋翼无人飞行器本身模型参数不精确和干扰噪声导致控制不稳定甚至发散等问题，展示出了良好

的稳定性和鲁棒性。

关键词：Ｈ２／Ｈ∞混合控制；线性矩阵不等式；鲁棒性；模型参数不确定性；极点配置
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引 言

当前，由于四旋翼无人飞行器具有体积小、安全和

灵活高效等特点，使得其应用领域越来越广泛，如救援、

航空摄影、航空测绘、空中监视、物流快递和电力巡线

等，加速其在军民两个领域的发展［１］。然而由于飞行器

的数学模型通常是非线性的，对输入变化较为敏感，并

且容易受外界环境的干扰，使得控制四旋翼飞行器稳定

飞行成为自动控制领域中的一个难题。

近年来，有越来越多的控制算法应用于飞行器，大

体可以分为线性控制和非线性控制两类。线性控制算

法主要有比例积分微分（ＰＩＤ）控制［２］和线性二次型调节

器（ＬＱＲ）控制［３］。文献［３］中提出的 ＬＱＲ控制器用于

控制飞行器姿态和位移跟踪，实验表明控制效果优秀。

然而飞行器的现实飞行环境是十分复杂的，线性控制器

往往难以较好地完成控制任务，所以越来越多的非线性

控制算法被研究，并运用到了飞行器上。文献［４－６］均

采用滑模控制策略，考虑到外界的干扰，展现了较好的

鲁棒控制性能。反步法与自适应控制相结合，使得飞行

器在面对未知的外界干扰时，能够实现稳定飞行［７］。在

积分反步控制［８］的基础上，自适应地估计外界阵风干

扰，不仅可以完成飞行器的轨迹跟踪任务，而且更具抗



干扰性［９］。文献［１０］将 ＧｌｏｖｅｒＭｃＦａｒｌａｎｅ回路成型［１１］

与Ｈ∞控制相结合，用于控制四旋翼飞行器。文献［１２］

提出一种非线性鲁棒Ｈ无穷ＰＩＤ控制器，用于存在模型

和参数等不确定情况下的飞行器实时飞行。文献［１３］

应用非线性Ｈ∞控制器良好地解决了存在外界干扰、模

型和参数不确定时的飞行器路径跟踪问题。

本文提出的基于参数不确定的 Ｈ２／Ｈ∞混合鲁棒控

制器，用于解决飞行器在模型建立不精确时受到外界阵

风和传感器白噪声等不确定性干扰导致飞行器无法稳

定飞行的问题。

１ 模型建立

四旋翼飞行器具有四个电机，通过螺旋桨的旋转产

生向上的升力，带动机体飞行，如图１所示。假设惯性

坐标系与地球坐标系重合，即 Ｅ（ＯＥ，ＸＹＺ）。机体坐标

系则是以飞行器的几何中心为重心、以 ｘｙｚ为轴向定义

的，即Ｂ（ＯＢ，ｘｙｚ）。

图１ 四旋翼飞行器的参考坐标系

四旋翼飞行器可以看作是一个具有三个轴向旋转

自由度、三个轴向平移自由度和四个输入项的欠驱动的

运动刚体，可以用一个整齐的数学公式组合来描述其动

力学模型。这四个输入项Ｕｉ（ｉ＝１，２，３，４）与四个电机

的旋转角速度ωｉ（ｉ＝１，２，３，４）的关系为：
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本文中，做如下假设：（ａ）飞行器是刚性对称的；

（ｂ）螺旋桨是刚体；（ｃ）电机的推力和阻力正比于转子

转速的平方；（ｄ）电机转动轴平行于 Ｚ轴方向；（ｅ）忽略

地面效应；（ｆ）惯性矩阵时不变；（ｇ）忽略飞行器的弹性

形变及冲力。

通过文献［１４］提供的Ｎｅｗｔｏｎ—Ｅｕｌｅｒ方程和ＳＥ（３）

配置空间中的运动方程公式，针对四旋翼飞行器的线运

动和旋转运动进行数学建模。因为在惯性坐标系中列

写飞行器的线性运动方程式较简单，而且在机体坐标系

中列写飞行器的旋转运动方程也很方便，所以可以围绕

飞行器的重心表示线性和旋转运动：
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其中，ωｄ ＝ω４＋ω２－ω１－ω３。

根据文献［１５］，经过小角度假设以及线性简化得

到：
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（３）

２ Ｈ２／Ｈ∞鲁棒混合控制

本文采用的Ｈ２／Ｈ∞混合鲁棒控制方法，是一种基于

线性矩阵不等式（ＬＭＩ）算法的线性静态反馈控制。该控

制器包含了两个已知的且应用比较广泛的控制器，即Ｈ２

和Ｈ∞控制器，将这两个控制器混合的好处是，既可以体

现出Ｈ∞控制方法能够良好地解决飞行器的鲁棒稳定性，

也可以保证飞行器在受到脉冲、白噪声等干扰即不确定性

输入时，不丢失鲁棒性。控制结构框图如图２所示。
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图２ Ｈ２／Ｈ∞控制结构框图

图２中，Ｇ（ｓ）是广义线性时不变被控对象，Ｋ（ｓ）

则为Ｈ２／Ｈ∞控制器。

由于本文在对飞行器进行建模时，采用了一些线性化

近似的计算，忽略了一些要素，这就导致系统方程的模型

参数存在不确定性，因此Ｇ（ｓ）由下面状态方程描述：

Ｘ＝珔ＡＸ＋Ｂ１Ｗ＋珔Ｂ２Ｕ

Ｚ∞ ＝Ｃ１Ｘ＋Ｄ１１Ｗ＋Ｄ１２Ｕ

Ｚ２ ＝Ｃ２Ｘ＋Ｄ２１Ｗ＋Ｄ２２
{

Ｕ

（４）

其中，Ｗ为干扰噪声等，Ｕ为公式（１）给出的控制输入，

Ｚ∞ 和Ｚ２分别代表控制器 Ｈ∞指标和 Ｈ２指标的相关输

出，Ａ＝Ａ＋ΔＡ，珔Ｂ２＝Ｂ２＋ΔＢ２。ΔＡ和ΔＢ２是反应系统

模型参数不确定的扰动项。

针对系统（４）设计出状态反馈控制率：Ｕ＝ＫＸ，那

么对应的闭环控制系统即为：

Ｘ＝（珔Ａ＋珔Ｂ２Ｋ）Ｘ＋Ｂ１Ｗ

Ｚ∞ ＝（Ｃ１＋Ｄ１２Ｋ）Ｘ＋Ｄ１１Ｗ

Ｚ２ ＝（Ｃ２＋Ｄ２２Ｋ）Ｘ＋Ｄ２１
{

Ｗ

（５）

为了得出上述控制率，需要考虑参数不确定，故先

介绍几个引理及其证明，假设 ΔＡ和 ΔＢ２的范数有界以

及：［ΔＡΔＢ２］＝ＨＦ［Ｅ１Ｅ２］。其中Ｆ∈Ｒ
ｉ×ｊ是各不确定

项，且满足ＦＴＦ≤Ｉ，而Ｈ、Ｅ１、Ｅ２为已知常数项，反映不

确定模型的结构信息。为了得出重要结论，通过对参数

不确定性进行相应处理。

引理１［１６］ 假设已知适当维数的 Ｄ、Ｅ和对称的 Ｙ

矩阵，则ＤＦＥ＋Ｙ＋ＥＴＦＴＤＴ ＜０对所有满足ＦＴＦ≤Ｉ的

矩阵Ｆ均成立，当且仅当存在一个大于０的常数 ε，使

得εＤＤＴ＋Ｙ＋ε－１ＥＴＥ＜０成立。

为证明引理１，给出如下几个引理。

引理２［１６］ 假设适当维数的常数矩阵 Ｄ、Ｅ，ｘ∈

Ｒｐ和ｙ∈Ｒｑ，对任何满足ＦＴＦ≤Ｉ的适当维数矩阵Ｆ，

存在 εｘＴＤＤＴｘ＋ε－１ｙＴＥＴＥｙ≥２ｘＴＤＦＥｙ，且ε为任意正

的标量。

由于ＦＴＦ≤Ｉ，所以可以得到

０≤（ＤＴｘ－ＦＥｙ）Ｔ（ＤＴｘ－ＦＥｙ）＝

ｘＴＤＤＴｘ－２ｘＴＤＦＥｙ＋ｙＴＥＴＦＴＦＥｙ≤

ｘＴＤＤＴｘ－２ｘＴＤＦＥｙ＋ｙＴＥＴＥｙ

即证得引理２。

引理３［１６］ 假设已知任意ｘ∈Ｒｐ和ｙ∈Ｒｑ向量，存

在ｍａｘ｛（ｘＴＦｙ）２：Ｆ∈Ｒｐ×ｑ，ＦＴＦ≤Ｉ｝＝（ｘＴｘ）（ｙＴｙ）。

引理４［１６］ 假设已知Ｘ、Ｙ、Ｚ是ｋ×ｋ阶的实对称矩

阵，当Ｘ＞０，而且：

（１）对所有非零向量 ｘ∈ Ｒｋ，δ（ｘ）＝（ｘＴＹｘ）２－

４（ｘＴＸｘ）（ｘＴＺｘ）＞０。

（２）对使得 ｘＴＺｘ＞０的所有非零向量 ｘ∈ Ｒｋ，

ｘＴＹｘ＜０，存在大于０的常数 λ使得 Ｍ（λ）＝λ２Ｘ＋

λＹ＋Ｚ≤０。

引理５［１６］ 假设已知 Ｘ、Ｙ、Ｚ是 ｋ×ｋ阶的实对称

矩阵，当 Ｘ＞０，且对使得 ｘＴＺｘ≥０的任意非零向量

ｘ∈Ｒｋ：

（１）ｘＴＹｘ≥０。

（２）δ（ｘ）＝（ｘＴＹｘ）２－４（ｘＴＸｘ）（ｘＴＺｘ）＞０。

那么存在大于 ０的常数 λ，可使 Ｍ（λ）＝λ２Ｘ＋

λＹ＋Ｚ＜０。引理４与引理５的证明可见文献［１６］。

引理２可以推出引理１的充分性。由引理条件不

等式，可以得出对任意适当维数的向量 ξ，ξＴＹξ＋

２ξＴＨＦＥξ＜０。根据引理 ３和上式，可知 ξＴＹξ＋２

ξＴＤＤＴ槡 ξ ξＴＥＥＴ槡 ξ＜０，即 ξＴＹξ＜－２ ξＴＤＤＴ槡 ξ

ξＴＥＥＴ槡 ξ，所以 （ξＴＹξ）２ ＜４（ξＴＤＤＴξ）（ξＴＥＥＴξ）。令

Ｘ＝ＤＤＴ，Ｚ＝ＥＥＴ即可推出引理１的必要性。

定理１［１６］ 若系统（５）稳定，而且从Ｗ到Ｚ∞的闭环

传递函数Ｔｗｚ∞ 的Ｈ∞范数小于一个保证闭环系统对不确

定性具有鲁棒性的预先设定的数值γ，且γ＞０，当且仅

当满足式（６）时成立。
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（珔Ａ＋珔Ｂ２Ｋ）Ｐ１＋Ｐ１（珔Ａ＋珔Ｂ２Ｋ）
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定理２［１６］ 若系统（５）稳定，且从Ｗ到Ｚ２的闭环传

递函数Ｔｗｚ２的Ｈ２范数小于ν，（ν＞０），且Ｄ２２＝０，使以

Ｈ２范数为性能指标的系统保持良好的性能输出，当且

仅当满足式（７）时成立。
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（７）

从公式（６）和（７）两组线性矩阵不等式中，可以发

现增益矩阵（珔Ａ＋珔Ｂ２Ｋ）与Ｐ１和Ｐ２相耦合，为方便求解，

引入一个公共的Ｌｙａｐｕｎｏｖ矩阵Ｐ，使得Ｐ＝Ｐ１＝Ｐ２，并

且也引入矩阵Ｍ，使得Ｋ＝ＭＰ－１。

定理３［１６］ 考虑一个 ＬＭＩ区域 δ，即 δ＝｛ｚ∈：

Ｌ＋Ｍｚ＋ＭＴ珋ｚ＜０｝，且 Ｌ＝ＬＴ ＝｛λｉｊ｝１≤ｉ，ｊ≤ｎ、Ｍ ＝

｛μｉｊ｝１≤ｉ，ｊ≤ｎ，当且仅当式（８）成立时，使得矩阵 （珔Ａ＋

珔Ｂ２Ｋ）的特征值（系统（５）的极点）位于区域δ内。

（λｉｊＰ＋μｉｊ（珔Ａ＋珔Ｂ２Ｋ）Ｐ＋μｉｊＰ＋

Ｐ（珔Ａ＋珔Ｂ２Ｋ）
ＴμＴｉｊ）１≤ｉ，ｊ≤ｎ ＜０ （８）

通过Ｈ２／Ｈ∞混合鲁棒控制器来求解状态反馈控制

器Ｋ，需要上述中区域极点配置的限制、Ｈ∞的性能指标

小于γ，在此基础上尽可能的将 Ｈ２性能指标 ν降低到

最小。从而得到系统（４）的 Ｈ２／Ｈ∞状态反馈控制率

Ｕ＝ＭＰ－１Ｘ。

因此，运用上述定理与引理，便可推导得出对应

含模型参数不确定性的 Ｈ２／Ｈ∞的控制方法设计要

求：

ｍｉｎ
γ，Ｐ，Ｑ
（αγ２＋β（Ｔｒａｃｅ（Ｑ）））

ＡＰ＋珔Ｂ２Ｍ＋（ＡＰ＋珔Ｂ２Ｍ）
Ｔ Ｂ１ Ｃ１Ｐ＋Ｄ１２( )Ｍ Ｔ

ＢＴ１ －γＩ ＤＴ１１

Ｃ１Ｐ＋Ｄ１２Ｍ Ｄ１１ －γ
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( )－Ｉ＜０

Ｑ Ｃ１Ｐ＋Ｄ１２Ｍ

（Ｃ１Ｐ＋Ｄ１２Ｍ）
Ｔ( )Ｐ

＜０

ｍｉｎ（Ｔｒａｃｅ（Ｑ））

（λｉｊＰ＋μｉｊ（珔Ａ＋珔Ｂ２Ｋ）Ｐ＋μｉｊＰ＋Ｐ（珔Ａ＋珔Ｂ２Ｋ）
ＴμＴｉｊ）１≤ｉ，ｊ≤ｎ ＜
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３ 仿真与分析

本文的实验仿真平台为ＭＡＴＬＡＢ，程序以ｍ文件进

行编写。仿真中用到的飞行器的物理模型参数见表１。

表１ 四轴飞行器物理模型参数

符号 数值 物理意义

ｍ ２０ 飞行器的质量／ｋｇ
ｌ ０２ 机臂的长度／ｍ
Ｉｘ ０００５ Ｘ轴的转动惯量／（ｋｇ／ｍ２）
Ｉｙ ０００５ Ｙ轴的转动惯量／（ｋｇ／ｍ２）
Ｉｚ ００１ Ｚ轴的转动惯量／（ｋｇ／ｍ２）
Ｊｒ ０００００２ 转子惯量／（ｋｇ／ｍ２）
ｇ ９８１ 重力加速度／（ｍ／ｓ２）
ｈ ００１ 采样时间／ｓ
ｂ ０００００３ 升力系数

ｄ ０００００００７ 阻力系数

　　系统（５）中的相关符号及参数表示为：

Ｘ＝［ｚ ｚ φ φ θ θ ψ ψ］Ｔ

Ｗ ＝［ｄ ｎ］Ｔ

Ｚ２ ＝［φ θ ψ］Ｔ

Ｚ∞ ＝［ｚ φ θ ψ］Ｔ

Ｂ１ ＝
０ １ ０ １ ０ １ ０ １[ ]１ ０ １ ０ １ ０ １ ０

Ｔ

Ｄ２２ ＝０３×４

Ｄ１１ ＝Ｄｙ１ ＝０４×２

Ｄ１２ ＝Ｄｙ２ ＝０４×４

Ｄ２１ ＝０３×２

８２ 四川理工学院学报（自然科学版）　　　　　 　　　　　　　２０１８年２月
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０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １



























０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

Ｂ２ ＝

０ ０ ０ ０

１
ｍ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

０ ｌ
Ｉｘ

０ ０

０ ０ ０ ０

０ ０ ｌ
Ｉｙ

０

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ １
Ｉ







































ｚ

初始设置ｚ＝ψ＝０５，φ＝θ＝０６，其余为０。为

保证闭环控制系统的渐近稳定性，将ＬＭＩ极点区域配置

为以原点为中心，半径为６０的左半平面的角度为 π
８的

圆盘，且在实轴为－１的左边，如图３所示。这里的ｄ代

表外界阵风等干扰，ｎ代表传感器测量白噪声等干扰。

图３ 极点配置

假定实际高度２ｍ作为垂直方向原点０位置。当

模型参数确定时，运用 ＭＡＴＬＡＢ中的 ＬＭＩ工具箱，求出

控制器见公式（１３）。由图４和图５可知，在无干扰时，

飞行器的三个姿态角以及角速度都可以在０５ｓ以内迅

速稳定，且高度位移及垂直方向的速度也可以在１ｓ左

右稳定，展现出良好的动态性能。

　Ｋ＝

－３２６３１９ －２２６１０３ －１５９９３３１ －３１６５７ －１５９９３３１ －３１６５７ －１５９９３３１ －３１６５７

－０００７５ －０００５９ －２６７７５９ －１９０１８ －２７１６７ －００５５３ －２７１６７ －００５５３

－０００７５ －０００５９ －２７１６７ －００５５３ －２６７７５９ －１９０１８ －２７１６７ －００５５３

－０００３０ －０００２３ －１０８６７ －００２２１ －１０８６７ －００２２１ －１０７１０４ －













０７６０７

（１３）

图４ 无干扰时的高度位移和姿态角

　　图６和图７表示有干扰的情况，这里的干扰见公式

（１４），仿真时间为３０ｓ。从图中可以清晰地看出飞行器

图５ 无干扰时的垂直速度和角速度

在模型参数确定且有干扰的情况下，无论是高度位移及

速度还是姿态角及角速度都在干扰出现的对应时间受
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到了相应的影响，但是在干扰消除后，均快速地返回到

稳定点，证明本文的控制器Ｈ２／Ｈ∞混合控制具有较强的

鲁棒性和动态性能。

图６ 有干扰时的高度位移和姿态角

图７ 有干扰时的垂直速度和角速度

Ｗ ＝
［１０ ０５］Ｔ，５≤ｔ≤６

［３０ １５］Ｔ，１５≤ｔ≤
{ １８

（１４）

当模型参数不确定时，假设ΔＡ＝１８×８，ΔＢ２＝１８×４，为了均

衡Ｈ２和Ｈ∞的性能指标，故选取α＝０５，β＝０５。Ｈ２／

Ｈ∞混合控制器为式（１５）。飞行器在不受外界干扰时，三

个姿态角及角速度都可以在１ｓ左右稳定，高度位移及速

度则在２ｓ左右完成稳定，如图８和图９所示。

图８ 无干扰时高度位移和姿态角

图９ 无干扰时垂直速度和角速度

　　在模型参数不确定且有式（１４）表示的干扰时，

引入 Ｈ∞控制和 Ｈ２控制并做比较，其控制器如式

（１６）和式（１７）。从图１０～图１３所示的仿真结果可

知，飞行器采用传统的 Ｈ∞控制和 Ｈ２控制方法时，会

随着时间最终发散，说明传统的 Ｈ∞控制和 Ｈ２控制

在面对干扰和模型参数不确定两个困难的情况时，

无法稳定，难以发挥其鲁棒性能，无法达到控制器的

基本要求。

Ｋ＝

－１２５１３１ －３８００６ －９２２１３ ０１４５１ －９２２１３ ０１４５１ －２３６４１３ －０８６３５
１１５９２ １０７２２ －１７７２４９ －１６６９２ ６４８７８ ０１８０１ ６６２９５ ０１４２８
１１５９２ １０７２２ ６４８７８ ０１８０１ －１７７２４９ －１６６９２ ６６２９５ ０１４２８
０４１９５ ０４２６２ ２６０９１ ００７２９ ２６０９１ ００７２９ －７０１７９ －









０６８１６

（１５）

Ｋ∞ ＝

－２４１０３０ ２９５７７ －１８５６００ －００２８５ －１８５６００ －００２８５ －１９８９４６ －１０６１４

０３０３１ １１０２９ －２７３６６ －１４１９０ －０３０４８ ０００８３ －０３２９１ －００３５５

０３０３１ １１０２９ －０３０４８ ０００８３ －２７３６６ －１４１９０ －０３２９１ －００３５５

０１１１３ ０４３３０ －０１０８２ ０００３５ －０１０８２ ０００３５ －１０８９７ －













０５８４６

（１６）
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Ｋ２ ＝

－０９１０８ －１１４４２ －２３８２５７５ －５９７０１ ７０３５２４ －２９９９２ １０２２４０８ ８３４４９

－００３７２ ００６０１ ７６９９５６ ０８６５７ －２８２０５０ １４６４７ －４７６８０５ －３７３６９

－００３７２ ００６０１ １００３８２５ ２７０２５ －５１５９１９ －０３７２１ －４７６８０５ －３７３６９

－００１４９ ００２４０ ４０２７５３ １０８３８ －１１１５９７ ０５８８７ －２８６７１５ －













２２３５１

（１７）

图１０ 有干扰时，Ｈ∞控制下的高度和姿态角

图１１ 有干扰时，Ｈ∞控制下的垂直速度和角速度

图１２ 有干扰时，Ｈ２控制下的高度位移和姿态角

　　而采用本文提出的Ｈ２／Ｈ∞混合控制方法，当飞行控

制器在遇到上述两个难题时，如图１４和图１５所示，依

图１３ 有干扰时，Ｈ２控制下的垂直速度和角速度

旧可以体现出控制器的鲁棒性，且稳定的时间均保持在

２ｓ左右，动态性能较好。

图１４ 有干扰时，Ｈ２／Ｈ∞控制下的高度和姿态角

图１５ 有干扰时，Ｈ２／Ｈ∞控制下的垂直速度和角速度
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４ 结束语

本文提出了一种基于参数不确定的 Ｈ２／Ｈ∞混合鲁

棒控制算法，在模型参数不确定并受到外界阵风和测量

噪声等不确定性因素干扰时，可以使四旋翼飞行器的三

个姿态角、角速度、高度位移以及垂直方向速度都迅速

做出响应，较快地稳定下来。和传统的鲁棒 Ｈ∞控制和

Ｈ２控制方法进行了比较，仿真实验表明本文所提算法具

有更好的动态响应特性和鲁棒稳定性。后续工作为设

计具抗干扰和鲁棒性能的控制器，使得飞行器在受外界

较强干扰时能够良好地跟踪参考轨迹。
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