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基于非局部理论的参数不确定纳米梁的非线性振动分析

刘延彬

（安徽理工大学力物院，安徽 淮南 ２３２００１）

　　摘　要：考虑纳米梁的弹性模量、长度、阻尼系数及外激励幅值为不确定参数，以 Ｅｒｉｎｇｅｎ所建立的

非局部理论为基础，建立了区间变量的纳米梁非线性振动方程，采用变分法对具有区间变量的非线性振

动方程的主共振响应进行求解，根据区间分析法计算出纳米梁主共振响应幅值的上下限，并且给出了区

间变量的纳米梁非线性振动方程的数值求解格式。通过与 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方法对比，验证了所提出的求解

区间变量的非线性振动方程方法的正确性。研究结果表明：不确定参数对参数纳米梁的主共振响应具

有较大的影响，在实际问题分析中，不能忽略参数的不确定性。该方法对于具有不确定参数的纳米梁的

研究具有重要的理论价值及工程意义。
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引 言

随着纳米机电技术的发展，纳米尺度梁的力学特性

引起了众多学者的关注。纳米梁的主要特点是小尺度

效应突现［１］，表面积的相对增大导致能量耗散机理显得更

为复杂［２］，动态响应出现明显的非线性特征［３］。因此，经典

局部连续介质力学不再适用于对纳米梁的动态分析［１４］。

许多学者基于非局部理论对纳米梁的动态响应进行了广泛

的研究［６１１］。非局部理论是 Ｅｒｉｎｇｅｎ［１２］在２０世纪２０年代

提出，该理论认为求解域内的一点的应力状态不仅与该点

的应变有关，而且与周围点的应变有关。自提出以来，非局

部理论在物理和实际工程中获得良好的应用。

近年来，纳米梁的非线性动态响应的研究取得大量的

成果。Ｐｅｄｄｉｅｓｏｎ等应用非局部理论研究了正弦载荷激励的

双端简支纳米梁的振动问题［１３］。Ｒａｈｍａｎｉ采用Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ

梁模型分析了功能梯度纳米梁的尺度效应［１４］。Ａｔａｂａｋｈｓ

ｈｉａｎ基于非局部理论分析了耦合纳米梁的热－电耦合振

动［１５］。Ｅｌｔａｈｅｒｃ采用非局部理论分析了小尺度效应对功能

梯度纳米梁的自由振动响应的影响［１６］。Ｎａｚｅｍｎｅｚｈａｄ根据

非局部理论建立了功能梯度纳米梁的非线性振动方程，分

析了非线性振动的影响［１７］。此外，许多学者采用非局部理

论对纳米尺度梁进行大量的研究，取得了众多有益的结

论［１８２０］。

在以往的研究中，纳米梁的数学模型均是假定其参

数为确定性参数。然而，外激励的不确定性、材料参数

的不确定性、几何尺寸的不确定性等大量不确定因素的



存在，必然导致纳米梁的参数是不确定的。受不确定参

数的影响，如果仍采用确定性的理论和方法分析具有不

确定参数的纳米梁的动力学特性，分析结果必然与实际

结果有出入较大，故需要研究不确定参数对纳米梁的动

力学特性的影响。

本文采用区间分析法及变分法研究具有不确定参

数的纳米梁的非线性动力学响应。首先以基于非局部

理论的 Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁为基础，建立区间变量纳米梁

的非线性振动方程；其次采用变分法对参数不确定纳米

的振动方程求解；然后由区间分析法给出响应的上下

限；最后给出参数不确定纳米梁振动方程的数值求解方

法，采用数值解验证解析分析的正确性。对于具有不确

定参数的非线性系统的研究，本文所提出的分析方法具

有重要的理论价值及工程意义。

１ 基于区间变量的纳米梁力学模型

考虑图１所示的两端为简支的纳米梁，其密度为ρ，

弹性模量为Ｅ，横截面积为 Ｓ，长度为 ｌ，结构阻尼系数

为Ｃ，外激励的幅值为 Ｆ，且外激励频率为 ω。由于材

料、加工误差及几何尺寸的不确定性，纳米梁的弹性模

量Ｅ，长度ｌ，结构阻尼系数Ｃ及外激励的幅值Ｆ为不确

定参数，且它们处在一定的确定区间内。
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图１ 纳米梁示意图

Ｅ∈［珔Ｅ，珔Ｅ］， Ｃ∈［珔Ｃ，珔Ｃ］

Ｌ∈［珔Ｌ，珔Ｌ］， Ｆ∈［珔Ｆ，珔Ｆ{
］

（１）

不确定参数的中位数为：

Ｅ０＝ｍｉｄ（Ｅ）＝
珔Ｅ＋珔Ｅ
２ ，Ｃ０＝ｍｉｄ（Ｃ）＝

珔Ｃ＋珔Ｃ
２

Ｌ０＝ｍｉｄ（Ｌ）＝
珋Ｌ＋珋Ｌ
２，Ｆ０＝ｍｉｄ（Ｆ）＝

珔Ｆ＋珔Ｆ{
２

（２）

不确定参数偏离中位数的偏差为：

Ｌ＝ｒａｄ（Ｌ）＝
珋Ｌ－珋Ｌ
２，Ｃ＝ｒａｄ（Ｃ）＝

珔Ｃ－珔Ｃ
２，

Ｅ＝ｒａｄ（Ｅ）＝
珔Ｅ－珔Ｅ
２，Ｆ＝ｒａｄ（Ｆ）＝

珔Ｆ－珔Ｆ{
２

（３）

则不确定参数表示为区间变量为：

ｌ＝Ｌ０＋ΔＬ， ｃ＝Ｃ０＋ΔＣ，

Ｅ＝Ｅ０＋ΔＥ， Ｆ＝Ｆ０＋ΔＦ
{ ，

（４）

其中：

Δｍ≤ｍ， ΔＣ≤Ｃ，

ΔＥ≤Ｅ， ΔＦ≤
{ Ｆ．

（５）

根据非局部理论［１３］，应力与应变的关系可以表示为：

σｘ－（ｅ０ａ）
２σｘ
ｘ２
＝Ｅεｘ （６）

其中，ｅ０ａ为纳米梁小尺度效应的参数。对于纳米梁的大幅

振动，轴向ｖｏｎＫáｒｍáｎ非线性应变与位移的关系为［１３］：

ε０ ＝
ｕ
ｘ
＋１２

ｗ
( )ｘ

２

（７）

其中，ｕ为轴向位移。对于 Ｅｕｌｅｒ
!

Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁，轴向力

为［１３］：

Ｎ－（ｅ０ａ）
２Ｎ
ｘ２
＝ＥＳε０ （８）

弯矩为：

Ｍ－（ｅ０ａ）
２Ｍ
ｘ２

＝－ＥＩ
２ｗ
ｘ２

（９）

则纳米梁的动能Ｔ为：

Ｔ＝１２ρＳ∫
ｌ

０

ｕ
( )ｔ

２

＋ ｗ
( )ｔ[ ]２ ｄｘ （１０）

纳米梁的势能为：

Ｕ＝∫
ｌ

０
Ｎ ｕ
ｘ
＋１２

ｗ
( )ｘ[ ]２ －Ｍ

２ｗ
ｘ{ }２ ｄｘ （１１）

外载荷的功为：

δＷ ＝∫
ｌ

０
ｆｃｏｓ（ωｔ）δｗｄｘ （１２）

由Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理可得区间变量的纳米梁振动方程：

ＥＩ
４ｗ
ｘ４
＋ ＥＳ
２ｌ∫

ｌ

０

ｗ
( )ｘ

２

ｄ[ ]ｘ
２

ｘ２
（ｅ０ａ）

２２ｗ
ｘ２[ ]－ｗ ＝

ρＳ
２

ｔ２
（ｅ０ａ）

２２ｗ
ｘ２[ ]－ｗ＋

ｃ
ｔ
（ｅ０ａ）

２２ｗ
ｘ２[ ]－ｗ＋Ｆｃｏｓ（ωｔ） （１３）

边界条件为：

ｕ＝０，
２ｗ
ｘ
＝０，（ｘ＝０ｏｒｌ） （１４）

２ 区间变量的纳米梁振动解析求解

根据 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法将两端简支的梁的横向振动的

解函数写为
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ｗ（ｘ，ｔ）＝ｑ（ｔ）ｓｉｎπｘ( )ｌ （１５）

将方程（１５）带入（１３）可得：

ｑ̈＋ξｑ＋ω２０ｑ＋αｑ
３ ＝ｆｃｏｓ（ωｔ） （１６）

其中：

ω０ ＝
１
ρＳ

ＥＩ
１＋（ｅ０ａ）

２（π／ｌ）２
π( )ｌ[ ]槡

２

ξ＝ ｃρＳ
，α＝Ｅπ

４

４ρｌ４
，ｆ＝２Ｆｌ

ρＳπ
（１７）

方程（１６）的一阶渐进解为：

ｑ（ｔ）＝Ａｃｏｓ（ωｔ＋θ） （１８）

令：

Ｎ（ｑ，ｔ）＝ｑ̈＋ξｑ＋ω２０ｑ＋αｑ
３－ｆｃｏｓ（ωｔ）＝０

Ｔ＝２π
ω

（１９）

由变分法可得

∫
Ｔ

０
Ｎ（ｑ，ｔ）δｑｄｔ＝０ （２０）

其中，δ为变分符号，由于

δｑ＝ｃｏｓ（ωｔ＋θ）δＡ－ωＡｓｉｎ（ωｔ＋θ）δθ （２１）

则由方程（２０）和（２１）可得：

∫
Ｔ

０
Ｎ（ｑ，ｔ）ｃｏｓ（ωｔ＋θ）δＡｄｔ－

ωＡ∫
Ｔ

０
Ｎ（ｑ，ｔ）ｓｉｎ（ωｔ＋θ）δθｄｔ＝０

（２２）

由于δＡ与δθ为独立变分，由方程（２２）可得：

∫
Ｔ

０
Ｎ（ｘ，ｔ）ｃｏｓ（ωｔ＋θ）ｄｔ＝０

∫
Ｔ

０
Ｎ（ｘ，ｔ）ｓｉｎ（ωｔ＋θ）ｄｔ＝

{ ０
（２３）

由方程组（２３）可得：

π
４ω
［３αＡ３－４ω２Ａ＋４ω２０Ａ－４ｆｃｏｓ（θ）］＝０

Ａπ
ω
［ξω０ωＡ＋ｆｓｉｎ（θ）］＝

{ ０
（２４）

由方程组（２４）消去θ可得：

Ａ２ ３
４αＡ

２＋ω２０－ω( )２ ２

＋（ξω０ωＡ）
２－ｆ２ ＝０（２５）

３ 不确定动力响应的区间确定

由于Ａ是参数Ｅ，ｃ，ｌ，Ｆ的函数，将其写为

Ａ＝Ａ（Ｅ，ｃ，ｌ，Ｆ） （２６）

设

Ａ０ ＝Ａ（Ｅ０，Ｃ０，Ｌ０，Ｆ０）

ＤＥ ＝
Ａ
Ｅ
Ｅ＝Ｅ０，ｃ＝ｃ０

ｌ＝Ｌ０，Ｆ＝Ｆ０
Ｄｃ＝

Ａ
ｃ
Ｅ＝Ｅ０，ｃ＝ｃ０

ｌ＝Ｌ０，Ｆ＝Ｆ０

Ｄｌ＝
Ａ
ｌ
Ｅ＝Ｅ０，ｃ＝ｃ０

ｌ＝Ｌ０，Ｆ＝Ｆ０
ＤＦ ＝

Ａ
^Ｆ
Ｅ＝Ｅ０，ｃ＝ｃ０

ｌ＝Ｌ０，Ｆ＝Ｆ０

（２７）

将Ａ展开成Ｔａｙｌｏｒ级数形式，保留一阶项：

Ａ＝Ａ０＋ＤＥΔＥ＋ＤｃΔＣ＋ＤｌΔＬ＋ＤＦΔＦ （２８）

由区间分析法可以确定 Ａ的上界 珔Ａ和 Ａ的下界 珔Ａ

为：

珔Ａ＝Ａ０＋ ＤＥ Ｅ＋ Ｄｃｃ＋ ＤｌＬ＋ ＤＦ Ｆ

珔Ａ＝Ａ０－ ＤＥ Ｅ－ Ｄｃｃ－ ＤｌＬ－ ＤＦ Ｆ

（２９）

在式（２９）中，各个区间变量的一阶偏导数未确定，

故需确定区间变量的一阶偏导数。设：

Ｊ（Ｅ，ｃ，ｌ，Ｆ）＝Ａ２（３４α
２Ａ２＋ω２０－ω

２）２＋

（ξω０ωＡ）
２－ｆ２ （３０）

则方程（２５）可以写为：

Ｊ（Ｅ，ｃ，ｌ，Ｆ，Ａ）＝０ （３１）

对方程（３１）的各个区间变量求偏导数可得：

Ｊ（Ｅ，ｃ，ｌ，Ｆ，Ａ）
Ｅ

＋（Ｅ，ｃ，ｌ，Ｆ，Ａ）
Ａ

Ａ
Ｅ
＝０

Ｊ（Ｅ，ｃ，ｌ，Ｆ，Ａ）
ｃ

＋Ｊ（Ｅ，ｃ，ｌ，Ｆ，Ａ）
Ａ

Ａ
ｃ
＝０

Ｊ（Ｅ，ｃ，ｌ，Ｆ，Ａ）
ｌ

＋Ｊ（Ｅ，ｃ，ｌ，Ｆ，Ａ）
Ａ

Ａ
ｌ
＝０

Ｊ（Ｅ，ｃ，ｌ，Ｆ，Ａ）
Ｆ

＋Ｊ（Ｅ，ｃ，ｌ，Ｆ，Ａ）
Ａ

Ａ
Ｆ
＝















０

（３２）

从方程组（３２）可以求得：

Ａ
Ｅ
＝－

Ｊ（Ｅ，ｃ，ｌ，Ｆ，Ａ）
Ｅ

Ｊ（Ｅ，ｃ，ｌ，Ｆ，Ａ）
Ａ

，
Ａ
ｃ
＝－

Ｊ（Ｅ，ｃ，ｌ，Ｆ，Ａ）
ｃ

Ｊ（Ｅ，ｃ，ｌ，Ｆ，Ａ）
Ａ

Ａ
ｌ
＝－

Ｊ（Ｅ，ｃ，ｌ，Ｆ，Ａ）
ｌ

Ｊ（Ｅ，ｃ，ｌ，Ｆ，Ａ）
Ａ

，
Ａ
^Ｆ
＝－

Ｊ（Ｅ，ｃ，ｌ，Ｆ，Ａ）
^Ｆ

Ｊ（Ｅ，ｃ，ｌ，Ｆ，Ａ）
Ａ

（３３）

设：

ＨＡ ＝
Ｊ
Ａ
Ｅ＝Ｅ０，ｃ＝Ｃ０，Ａ＝Ａ０

ｌ＝Ｌ０，Ｆ＝Ｆ０，
ＨＥ ＝

Ｊ
Ｅ
Ｅ＝Ｅ０，ｃ＝Ｃ０，Ａ＝Ａ０

ｌ＝Ｌ０，Ｆ＝ｆ０

Ｈｃ＝
Ｊ
ｃ
Ｅ＝Ｅ０，ｃ＝Ｃ０，Ａ＝Ａ０

ｌ＝Ｌ０，Ｆ＝Ｆ０，
Ｈｌ＝

Ｊ
ｌ
Ｅ＝Ｅ０，ｃ＝Ｃ０，Ａ＝Ａ０

ｌ＝Ｌ０，Ｆ＝Ｆ０
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ＨＦ ＝
Ｊ
Ｆ
Ｅ＝Ｅ０，ｃ＝Ｃ０，Ａ＝Ａ０

ｌ＝Ｌ０，Ｆ＝Ｆ０
（３４）

将式（３４）带入方程组 （３３），则可以得到：

ＤＥ ＝－
ＨＥ
ＨＡ
， Ｄｃ＝－

Ｈｃ
ＨＡ

Ｄｌ＝－
Ｈｌ
ＨＡ
， ＤＦ ＝－

ＨＦ
Ｈ

{
Ａ

（３５）

４ 区间变量纳米梁的振动响应区间的数值求解格式

不确定响应 ｑ（ｔ）可以写为：

ｑ＝ｑ（Ｅ，ｃ，ｌ，Ｆ，ｔ） （３６）

设

ｑ０ ＝ｑ（Ｅ０，ｃ０，Ｌ０，Ｆ０，ｔ）

ＧＥ ＝
ｑ
Ｅ
Ｅ＝Ｅ０，ｃ＝Ｃ０

ｌ＝Ｌ０，Ｆ＝Ｆ０，
Ｇｃ＝

ｑ
ｃ
Ｅ＝Ｅ０，ｃ＝Ｃ０

ｌ＝Ｌ０，Ｆ＝Ｆ０

Ｇｌ＝
ｑ
ｌ
Ｅ＝Ｅ０，ｃ＝Ｃ０

ｌ＝Ｌ０，Ｆ＝Ｆ０，
ＧＦ ＝

ｑ
Ｆ
Ｅ＝Ｅ０，ｃ＝Ｃ０

ｌ＝Ｌ０，Ｆ＝Ｆ０

（３７）

将ｑ展开成Ｔａｙｌｏｒ级数形式：

ｑ＝ｑ０＋ＧＥΔＥ＋ＧｃΔｃ＋ＧｌΔＬ＋ＧＦΔＦ （３８）

由区间分析方法可以得到ｑ的上界 珋ｑ和下界 珋ｑ

珋ｑ＝ｑ０＋ ＧＥ Ｅ＋ ＧｃＣ＋ ＧｌＬ＋ ＧｆＦ

珋ｑ＝ｑ０－ ＧＥ Ｅ－ ＧｃＣ－ ＧｌＬ－ ＧｆＦ

（３９）

将方程 （１６）写为

ｑ̈＋ξ（ｃ）ｑ＋ω２０（Ｅ，ｌ）ｑ＋α（Ｅ，ｌ）ｑ
３ ＝

ｆ（Ｆ，ｌ）ｃｏｓ（ωｔ） （４０）

则方程 （４０）的一阶偏导数为：

̈ｑ
Ｅ
＋ξ（ｃ）

ｑ
Ｅ
＋
ω２０（Ｅ，ｌ）
Ｅ

ｑ＋ω２０（Ｅ，ｌ）
ｑ
Ｅ
＋

α（Ｅ，ｌ）
Ｅ

ｑ３＋３α（Ｅ，ｌ）ｑ２ｑＥ
＝０

̈ｑ
ｃ
＋ξ（ｃ）

ｑ
ｃ
＋ξ（ｃ）
ｃ
ｑ＝０

̈ｑ
ｌ
＋ξ（ｃ）

ｑ
ｌ
＋
ω２０（Ｅ，ｌ）
ｌ

ｑ＋ω２０（Ｅ，ｌ）
ｑ
ｌ
＋

α（Ｅ，ｌ）
ｌ

ｑ３＋３αｑ２ｑｌ
＝ｆ（Ｆ，ｌ）

ｌ
ｃｏｓ（ωｔ）

̈ｑ
Ｆ
＋ξ（ｃ）

ｑ
Ｆ
＋ω２０（Ｅ，ｌ）

ｑ
Ｆ
＋３α（Ｅ，ｌ）ｑ２ｑｌ

＝

ｆ（Ｆ，ｌ）
Ｆ

ｃｏｓ（ωｔ） （４１）

将Ｅ０、Ｃ０、Ｌ０和Ｆ０带入方程（４０）和方程（４１）可得方程

（４２）。

ｑ̈０＋ξ（Ｃ０）ｑ０＋ω
２
０（Ｅ０，Ｌ０）ｑ０＋α（Ｅ０，Ｌ０）ｑ

３
０ ＝

ｆ（Ｆ０，Ｌ０）ｃｏｓ（ωｔ）

Ｇ̈Ｅ ＋ξ（Ｃ０）ＧＥ＋（ω
２
０（Ｅ０，Ｌ０）＋３α（Ｅ０，Ｌ０）ｑ

２
０）ＧＥ＋

ω２０（Ｅ０，Ｌ０）
Ｅ

ｑ０＋
α（Ｅ０，Ｌ０）
Ｅ

ｑ３０ ＝０

Ｇ̈Ｃ ＋ξ（Ｃ０）ＧＣ＋
ξ（Ｃ０）
ｃ

ｑ０ ＝０

Ｇ̈ｌ＋ξ（Ｃ０）Ｇｌ＋［ω
２
０（Ｅ０，Ｌ０）＋３α（Ｅ０，Ｌ０）ｑ

２
０］Ｇｌ＋

ω２０（Ｅ０，Ｌ０）
ｌ

ｑ０＋
α（Ｅ０，Ｌ０）
ｌ

ｑ３０＝
ｆ（Ｆ０，Ｌ０）
ｌ

ｃｏｓ（ωｔ）

Ｇ̈Ｆ＋ξ（Ｃ０）ＧＦ＋［ω
２
０（Ｅ０，Ｌ０）＋３α（Ｅ０，Ｌ０）ｑ

２
０］ＧＦ ＝

ｆ（Ｆ０，Ｌ０）
Ｆ

ｃｏｓ（ωｔ） （４２）

５ 振动响应区间的计算及分析

将（３５）式带入（２９）式，则可以确定Ａ的上界珔Ａ和下

界珔Ａ。将不确定量写成如下形式：

Ｅ＝［Ｅ０－βＥ０，Ｅ０＋βＥ０］，ｃ＝［Ｃ０－βＣ０，Ｃ０＋βＣ０］

ｌ＝［Ｌ０－βＬ０，ｋ０－βＬ０］，Ｆ＝［Ｆ０－βＦ０，β＋βＦ０］

（４３）

计算参数见表１，参数不确定纳米梁的幅值与频率

关系曲线如图２所示。

表１ 参数表

参数 Ｅ０／ＧＰａ Ｌ０／ｎｍ Ｆ０／（Ｎ／ｎｍ）Ｃ０／（Ｐａ／ｎｍ） β

数值 ２００ ２０ ０５ ０１ ００５

ω

/kHz

0

A

A

A

A

/
n

m

3

2

1

0            100           200          300          400           500          600

图２ 主共振的幅频曲线

　　在方程（４１）中，参数均为确定性的参数，其为常规的

二阶非线性常微分方程，故可以进行求解。本文采用
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Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ法从方程（４２）求解ｑ０，ＧＦ，Ｇｃ，Ｇｌ及，ＧＦ，并

与ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ数值模拟［２１］进行对比。当 Ｅ＝１７０ＧＰａ；

ｌ＝１５０ｎｍ；Ｆ＝０５Ｎ／ｎｍ；Ｃ＝０１Ｐａ／ｎｍ，β＝００１时，基

于区间分析的纳米梁的非线性振动的响应的时间历程图

如图３所示，基于ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ数值模拟的纳米梁的非线

性振动的响应的时间历程图如图４所示，ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ数值

模拟的次数为５００次。

t /ms

q

q

q

q

/
n

m

3

2

1

0

-1

-2

-3

0            0.02         0.04        0.06         0.08          0.1         0.12

图３ 纳米梁振动响应的时间历程图
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0            0.02         0.04         0.06          0.08          0.1         0.12

图４ 纳米梁振动响应的蒙特卡洛模拟图

在图４中，ｑ０为均值，ｑ１＝ｑ－３δ，ｑ２＝ｑ＋３δ，δ为

标准差。由图３和图４可知，基于区间分析的纳米梁非

线性振动响应与基于 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟计算的响应基本

一致，说明区间分析方法可以很好的替代ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ数

值模拟。区间分析与 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方法模拟的区间对比

如图５所示。其中ａ＝６δ，ｂ＝４δ，ｃ为区间分析所计算

的区间。由图５可知，区间分析的计算结果处于４δ与

６δ之间，且接近于６δ，具有较好的置信度。图５说明

区间分析结果与统计分析结果是一致的，具有良好的

可信度，在具有不确定参数纳米梁的非线性振动响应

分析中，区间分析方法可以作为统计分析的一种替代

方法。

基于区间分析的纳米梁的非线性振动的幅频曲线

如图６所示。由图６可知，在共振带附近参数的不确定

a b c

a:Monte Carlo 6!"# d!"

b:Monte Carlo 4!"# d!"

c:$%!"$%

t /ms

q

/
n

m

3

2

1

0

-1

-2

-3

0            0.01          0.02         0.03         0.04          0.05        0.06

图５ 区间对比图

性对于系统响应的影响较大，不确定带宽的相对值为

６７％，随着外激励频率的增加，系统响应的不确定性逐

渐减小。这与图２中的定性分析结果是一致的。

ω

/kHz
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A

0

A

A

/
n

m
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2

1

0             100          200          300           400          500         600

图６ 纳米梁振动的幅频曲线

６ 结 论

本文采用区间分析法及变分法分析了参数不确定

纳米梁的主共振响应，并且给出了数值求解参数不确定

纳米梁的振动方程的方法，采用ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方法对本文

推导的方法进行了验证。研究结果表明，不确定参数对

参数纳米梁的主共振响应具有较大的影响，在实际问题

分析中，不能忽略参数的不确定性。
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