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函数列一致收敛的奥斯古德定理
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（１．北京航空航天大学数学与系统科学学院，北京 １００１９１；２．数学、信息与行为教育部重点实验室，北京 １００１９１）

　　摘　要：研究函数列的一致收敛性的理论方法问题，在有限闭区间上，给出了判断函数列一致收敛

的奥斯古德定理和狄尼定理的两种形式，对奥斯古德定理给出了两种证明方法，给出了奥斯古德定理的

几个推论，沟通了相关知识的联系，并通过实例说明奥斯古德定理的应用及其理论价值。在开区间或无

限区间上，给出了函数列一致收敛的判别定理，并应用于研究含参变量广义积分的一致收敛性，从理论

上沟通了函数列一致收敛与参变量广义积分的一致收敛的内在联系，构成一套理论方法体系。

关键词：函数列的一致收敛性；等度一致连续；奥斯古德定理；狄尼定理
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　　函数列的一致收敛性是经典数学分析中的重要理

论课题［１８］，具有深刻的学术发现意义，为后继理论发展

提供基础，为此，人们进行了持续不断的研究。著名的

狄尼定理是判断函数列一致收敛的一个充分条件［１７］，

是数学分析中的常用定理。然而判断函数列一致收敛

的奥斯古德定理［１，８］在数学分析中一般不作为定理给予

列出，没有得到足够的重视，导致人们在出现需要使用

的场合，难于找到具体的出处［１，８１０］。其实奥斯古德定理

具有重要的理论发展意义，为 Ａｒｚｅｌａ－Ａｓｃｏｌｉ定理的发

现做了准备，Ａｒｚｅｌａ－Ａｓｃｏｌｉ定理为连续函数空间中的列

紧性理论提供了知识基础，是现代数学的一个基本理论

结果，具有重要的应用价值［１１１３］。

１ 函数列一致收敛的奥斯古德定理

设Ｉ是一个区间，将 Ｉ上的连续函数全体构成的集

合记为Ｃ（Ｉ）。

设ＦＣ（Ｉ），如果存在常数Ｍ＞０，对任何ｆ∈Ｆ，

任意ｘ∈Ｉ，都有 ｆ（ｘ）≤Ｍ，则称函数族Ｆ在Ｉ上是一

致有界的［１，２，１１］。

设 Ｆ Ｃ（Ｉ），如果对 ε ＞０，δ＞０，当

ｘ１－ｘ２ ＜δ，ｘ１，ｘ２∈Ｉ时，便有 ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２） ＜ε，

对所有ｆ∈Ｆ成立，则称函数族Ｆ在Ｉ上是等度一致连续

的［１，１１］。

定理１［１，８，１４］ 设函数列 ｛ｆｎ｝在有限闭区间 ［ａ，ｂ］

上连续，且｛ｆｎ（ｘ）｝在［ａ，ｂ］上一致收敛于 ｆ（ｘ），则有

ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上的连续，且 ｛ｆｎ｝在 ［ａ，ｂ］上等度一致

连续。

定理１的证明见文献［１，８，１４］。

定理２［１，８，１４］ 设在有限闭区间 ［ａ，ｂ］上的函数列



｛ｆｎ｝满足条件：ｌｉｍｎ→∞ｆｎ（ｘ）＝ｆ（ｘ），ｘ∈［ａ，ｂ］，且｛ｆｎ｝在

［ａ，ｂ］上等度一致连续，则有 ｆ（ｘ）在 ［ａ，ｂ］上一致连

续。

证明 由｛ｆｎ｝在［ａ，ｂ］上等度一致连续，得，对ε

＞０，δ＞０，当ｘ１，ｘ２∈［ａ，ｂ］，且 ｘ１－ｘ２ ＜δ时，便

有 ｆｎ（ｘ１）－ｆｎ（ｘ２） ＜ε，ｎ＝１，２，…；再利用ｌｉｍｎ→∞ｆｎ（ｘ）＝

ｆ（ｘ），ｘ∈ ［ａ，ｂ］，取极限得 ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）≤ ε，即

ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上一致连续。

定理３［１，８，１４］ 设在有限闭区间 ［ａ，ｂ］上的函数列

｛ｆｎ｝满足条件：ｌｉｍｎ→∞ｆｎ（ｘ）＝ｆ（ｘ），ｘ∈［ａ，ｂ］，且｛ｆｎ｝在

［ａ，ｂ］上等度一致连续，则有｛ｆｎ（ｘ）｝在［ａ，ｂ］上一致

收敛于ｆ（ｘ）。

证明 证法１［１５］设φｎ（ｘ）＝｜ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ）｜，由条

件，可知φｎ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，｛φｎ（ｘ）｝在［ａ，ｂ］上

等度一致连续。记Ｍｎ ＝ｍａｘａ≤ｘ≤ｂ
φｎ（ｘ），存在ｘｎ∈［ａ，ｂ］，

使得φｎ（ｘｎ）＝Ｍｎ。根据聚点原理
［１７］，｛ｘｎ｝的任何子列

中存在子列｛ｘｎｋ｝及ｘ０∈［ａ，ｂ］，使得ｌｉｍｋ→∞ｘｎｋ ＝ｘ０，由于

ｌｉｍ
ｎ→∞
φｎ（ｘ０）＝０，对ε＞０，存在正整数 ｍ，当 ｎ＞ｍ

时，成立φｎ（ｘ０）＜ε，由于｛φｎ（ｘ）｝在［ａ，ｂ］上等度一

致连续，存在正整数 ｋ０，且 ｎｋ０ ≥ ｍ，当 ｋ＞ｋ０时，有

φｎ（ｘｎｋ）－φｎ（ｘ０） ＜ε，（对一切正整数ｎ）。当ｎ＞ｍ

时，有φｎ（ｘｎｋ）≤ φｎ（ｘｎｋ）－φｎ（ｘ０）＋φｎ（ｘ０）＜２ε，于

是，当ｋ＞ｋ０时，有Ｍｎｋ ＝φｎｋ（ｘｎｋ）＜２ε，即有ｌｉｍｋ→∞Ｍｎｋ ＝

０。于是得到对 ｛Ｍｎ｝的任何子列中都存在子列收敛于

０，从而ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｍｎ ＝０，故得｛ｆｎ（ｘ）｝在［ａ，ｂ］上一致收敛

于ｆ（ｘ）。

证法２［１，８，１４］ 由｛ｆｎ｝在［ａ，ｂ］上等度一致连续，得，

对ε＞０，δ＞０，当ｘ１，ｘ２∈［ａ，ｂ］且 ｘ１－ｘ２ ＜δ时，

便有 ｆｎ（ｘ１）－ｆｎ（ｘ２） ＜ε，ｎ＝１，２，…。再利用ｌｉｍｎ→∞ｆｎ（ｘ）

＝ｆ（ｘ），ｘ∈ ［ａ，ｂ］，取极限得 ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）≤ ε，即

ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上一致连续。确定δ＞０，由于［ａ，ｂ］是有限

闭区间，存在正整数ｍ，使得ｍδ≤ｂ－ａ＜（ｍ＋１）δ，记

ｘｉ＝ａ＋ ｉ＋( )１２ δ，（ｉ＝０，１，２，…，ｍ），显然有限个区间族

ｘｉ－
δ
２，ｘｉ＋

δ[ ]２ （ｉ＝０，１，２，…，ｍ）覆盖着［ａ，ｂ］。

由ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ（ｘｉ）＝ｆ（ｘｉ），（ｉ＝０，１，２，…，ｍ），对上述

ε＞０，存在 Ｎ∈ Ｎ，当 ｎ＞Ｎ时，便有 ｆｎ（ｘｉ）－

ｆ（ｘｉ） ＜ε。

对任何 ｘ∈ ［ａ，ｂ］，ｘ必属于有限个区间族

ｘｉ－
δ
２，ｘｉ＋

δ[ ]２ （ｉ＝０，１，２，…，ｍ）中的某一个，设

ｘ∈ ｘｋ－
δ
２，ｘｋ＋

δ[ ]２ ，则有 ｘ－ｘｋ≤
δ
２ ＜δ，从而，

有｜ｆｎ（ｘ）－ｆｎ（ｘｋ）｜＜ε，综合以上结果，得

ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ）≤ ｆｎ（ｘ）－ｆｎ（ｘｋ）＋

ｆｎ（ｘｋ）－ｆ（ｘｋ）＋ ｆ（ｘｋ）－ｆ（ｘ） ＜３ε

这就证明｛ｆｎ（ｘ）｝在［ａ，ｂ］上一致收敛于ｆ（ｘ）。

定理３就是著名的Ｏｓｇｏｏｄ定理，在文献［９１０］中得

到应用。

定理４［１６１９］ 设在有限闭区间 ［ａ，ｂ］上的函数列

｛ｆｎ｝满足条件：ｌｉｍｎ→∞ｆｎ（ｘ）＝ｆ（ｘ），ｘ∈ ［ａ，ｂ］，且存在

［０，ｂ－ａ］上的连续函数Ｆ（ｒ），Ｆ（０）＝０，使得对任意

ｘ１，ｘ２∈［ａ，ｂ］，成立 ｆｎ（ｘ１）－ｆｎ（ｘ２）≤Ｆ（ｘ１－ｘ２ ），

（ｎ＝１，２，…），则有 ｛ｆｎ（ｘ）｝在 ［ａ，ｂ］上一致收敛于

ｆ（ｘ）。

证明 由条件，可知 ｛ｆｎ（ｘ）｝在 ［ａ，ｂ］上等度一致

连续，ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ（ｘ）＝ｆ（ｘ）ｘ∈［ａ，ｂ］，所以｛ｆｎ（ｘ）｝在［ａ，

ｂ］上一致收敛于ｆ（ｘ）。

定理４中的条件，来源于Ｏｓｇｏｏｄ条件［１８１９］。

定理５［１，１６１７］ 设在有限闭区间 ［ａ，ｂ］上的函数列

｛ｆｎ｝满足条件：ｌｉｍｎ→∞ｆｎ（ｘ）＝ｆ（ｘ），ｘ∈［ａ，ｂ］，且存在常

数Ｌ＞０，０＜α≤１，使得对任意ｘ１，ｘ２∈［ａ，ｂ］，成立

ｆｎ（ｘ１）－ｆｎ（ｘ２）≤Ｌｘ１－ｘ２
α，（ｎ＝１，２，…），则有

｛ｆｎ（ｘ）｝在［ａ，ｂ］上一致收敛于ｆ（ｘ）。

证明 由条件，可知 ｛ｆｎ（ｘ）｝在 ［ａ，ｂ］上等度一致

连续，ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ（ｘ）＝ｆ（ｘ）ｘ∈［ａ，ｂ］，所以｛ｆｎ（ｘ）｝在［ａ，

ｂ］上一致收敛于ｆ（ｘ）。

定理６［１，１６１７］ 设 ｛ｆｎ（ｘ）｝在 ［ａ，ｂ］上连续，在 （ａ，

ｂ）内可导，如果ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ（ｘ）＝ｆ（ｘ），ｘ∈［ａ，ｂ］，且存在常

数Ｍ＞０，使得任意 ｘ∈ （ａ，ｂ），成立 ｆ′ｎ（ｘ）≤ Ｍ，

（ｎ＝１，２，…），则｛ｆｎ（ｘ）｝在［ａ，ｂ］上一致收敛于ｆ（ｘ）。
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证明 由条件 ｆ′ｎ（ｘ）≤Ｍ，（ｘ∈（ａ，ｂ），ｎ＝１，

２，…），利用拉格朗日中值定理［１７］，可知 ｛ｆｎ（ｘ）｝在

［ａ，ｂ］上等度一致连续，又 ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ（ｘ）＝ｆ（ｘ），ｘ∈ ［ａ，

ｂ］，所以｛ｆｎ（ｘ）｝在［ａ，ｂ］上一致收敛于ｆ（ｘ）。

定理 ７［１４］ 设 （ａ，ｂ）是有限开区间，｛ｆｎ（ｘ）｝在

（ａ，ｂ）上连续，ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ（ｘ） ＝ｆ（ｘ），ｘ∈ （ａ，ｂ），如果

｛ｆｎ（ｘ）｝在（ａ，ｂ）上等度一致连续，则有ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）

上一致连续，且｛ｆｎ（ｘ）｝在（ａ，ｂ）上一致收敛于ｆ（ｘ）。

定理７的证明见文献［１４］，也可以参考定理３中证

法２给出相应的证明过程。

设 ｛ｆｎ（ｘ）｝在 ［ａ，ｂ］上连续，ｌｉｍｎ→∞ｆｎ（ｘ）＝ｆ（ｘ），

ｘ∈［ａ，ｂ］，即使有ｆ（ｘ）在 ［ａ，ｂ］上连续的情况下，尽

管ｆｎ（ｘ）和ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上一致连续，未必有｛ｆｎ（ｘ）｝

在［ａ，ｂ］上一致收敛于ｆ（ｘ），亦未必有｛ｆｎ（ｘ）｝在［ａ，

ｂ］上等度一致连续［１７］。

例１［１７］ 设 ｆｎ（ｘ）＝
ｎｘ

１＋ｎ２ｘ２
，ｘ∈ ［０，１］。显然有

｛ｆｎ（ｘ）｝在［０，１］上连续，ｌｉｍｎ→∞ｆｎ（ｘ）＝０＝ｆ（ｘ），ｘ∈

［０，１］，ｆ（ｘ）在 ［０，１］上连续。尽管 ｆｎ（ｘ）和 ｆ（ｘ）在

［０，１］上一致连续，易知 βｎ ＝ ｓｕｐｘ∈［０，１］
ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ）≥

ｆｎ
１( )ｎ ＝１２，所以 ｛ｆｎ（ｘ）｝在 ［０，１］上不一致收敛，

｛ｆｎ（ｘ）｝在［０，１］上不是等度一致连续的。

例１可以说明文献［１４］中的定理５，推论２，定理６，

推论３，定理７（１）都是错误的，文献［１４］中所给条件不

够。文献［１４］中本身的例子也可以用来说明这几个结

论均是不成立的。

定理８［１，１１］ 设ｆｎ（ｘ）在（ａ，ｂ）上有界且一致连续，

如果 ｌｉｍ
ｍ，ｎ→∞

ｓｕｐ
ｘ∈（ａ，ｂ）

ｆｍ（ｘ）－ｆｎ（ｘ） ＝０，则有 ｛ｆｎ（ｘ）｝在

（ａ，ｂ）上一致收敛，其极限函数ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）上有界且

一致连续；且｛ｆｎ（ｘ）｝在（ａ，ｂ）上一致有界且等度一致

连续。

利用文献［１，１１，１６－１７］中方法可以给出定理８的

证明。

在无限区间上，奥斯古德定理不再成立。

例２ 设Ω＝［０，＋∞），

ｆｎ（ｘ）＝
（ｘ－ｎ）２（ｎ＋１－ｘ）２，ｎ≤ｘ≤ｎ＋１

０，其它{
，

ｎ＝１，２，…

显然｛ｆｎ（ｘ）｝在Ω＝［０，＋∞）上一致有界，且等度一

致连续，ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ（ｘ）＝０，ｘ∈Ω＝［０，＋∞），但｛ｆｎ（ｘ）｝

中在Ω＝［０，＋∞）上不一致收敛。

定理６中的极限函数ｆ（ｘ）未必在［ａ，ｂ］上可导。

例３ 设 ｆｎ（ｘ）＝ ｘ２＋１槡 ｎ，ｘ∈ ［－１，１］，易知

｛ｆｎ（ｘ）｝在 ［－１，１］上满足定理 ６中的条件，显然

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ（ｘ）＝ ｘ，ｘ∈［－１，１］，但ｆ（ｘ）＝ ｘ在［－１，１］

上不可导。

例４［１２］ 设函数ｆ在［０，＋∞）上一致连续，且对任何

ｘ∈［０，１］，有ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆ（ｘ＋ｎ）＝０，证明 ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝０。

证明 设ｆｎ（ｘ）＝ｆ（ｘ＋ｎ），由题设条件知｛ｆｎ（ｘ）｝

在［０，１］上等度一致连续，对每一 ｘ∈ ［０，１］，有

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ（ｘ）＝０，利用定理３得，｛ｆｎ（ｘ）｝在［０，１］上一致

收敛于 ０，于是对 ε＞０，存在 Ｎ，当 ｎ＞Ｎ时，有

ｆ（ｘ＋ｎ） ＝ ｆｎ（ｘ） ＜ε，ｘ∈［０，１］，从而当ｘ≥Ｎ＋

１时，有 ｆ（ｘ） ＜ε，即得 ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝０，结论得证。

例４出现于文献［１－２］中，用的是原始证法，证明

过程相当繁琐。可以利用Ｏｓｇｏｏｄ定理给出直接的证明，

从具体问题中发现一般性的规律。

设ｆ在［０，＋∞）上的连续，且对任何 ｘ∈ ［０，１］，

有ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆ（ｘ＋ｎ）＝０，但推不出 ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝０。

例５［１２］ 设ｆ（ｘ）＝ ｘｓｉｎπｘ
１＋ｘ２ｓｉｎ２πｘ

，显然ｆ（ｘ）在［０，＋∞）

上连续，且对任何ｘ∈［０，１］，有ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆ（ｘ＋ｎ）＝０，但不

成立 ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝０。

实事上，ｎ∈Ｎ，取ｙｎ＝ｎ＋
１
ｎ，显然有ｙｎ→＋∞，

（ｎ→∞），但是

ｆ（ｙｎ） ＝
ｎ＋１( )ｎ （－１）ｎｓｉｎπｎ
１＋ ｎ＋１( )ｎ

２

ｓｉｎ２πｎ

５８第３０卷第６期　　 　　　　　　　邢家省，等：函数列一致收敛的奥斯古德定理



＝

１＋１
ｎ( )２ π

ｓｉｎπｎ
π









ｎ

１＋ １＋１
ｎ( )２ ２

π２
ｓｉｎπｎ
π









ｎ

２→
π

１＋π２
，（ｎ→∞）

所以不成立 ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝０。容易知道ｆ（ｘ）在［０，＋∞）

上不一致连续。

例５的思想来源于文献［１－２］，例５中的函数是对

文献［１－２］中给出的函数的改正。

２ 狄尼定理的两种形式

定理９［１７，１５１７］ 设函数列｛ｆｎ｝在有限闭区间［ａ，ｂ］

上连续，ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ（ｘ）＝ｆ（ｘ），ｘ∈［ａ，ｂ］，若ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］

上连续，且对于每一 ｘ∈ ［ａ，ｂ］，｛ｆｎ（ｘ）｝是单调数列，

则｛ｆｎ（ｘ）｝在［ａ，ｂ］上一致收敛于ｆ（ｘ）。

证明［１５］ 设φｎ（ｘ）＝ ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ），则φｎ（ｘ）在

［ａ，ｂ］上连续，且对于每一ｘ∈［ａ，ｂ］，｛φｎ（ｘ）｝是单调

递减的。记 Ｍｎ ＝ｍａｘａ≤ｘ≤ｂ
φｎ（ｘ），则有 ｛Ｍｎ｝是单调递减

的。存在ｘｎ∈［ａ，ｂ］，使得φｎ（ｘｎ）＝Ｍｎ，根据聚点原

理，存在子列｛ｘｎｋ｝及ｘ０∈［ａ，ｂ］，使得ｌｉｍｋ→∞ｘｎｋ ＝ｘ０，由

于ｌｉｍ
ｎ→∞
φｎ（ｘ０）＝０，对 ε＞０，存在正整数 ｍ，成立

φｍ（ｘ０）＜ε，由 φｍ（ｘ）在 ｘ０处连续，ｌｉｍｋ→∞φｍ（ｘｎｋ）＝

φｍ（ｘ０），存在正整数 ｋ０，且 ｎｋ０≥ ｍ，当 ｋ＞ｋ０时，有

φｍ（ｘｎｋ）＜ε。当ｎ＞ｍ时，有φｎ（ｘｎｋ）≤φｍ（ｘｎｋ）＜ε，于

是，当ｋ＞ｋ０时，有Ｍｎｋ ＝φｎｋ（ｘｎｋ）≤φｍ（ｘｎｋ）＜ε，即有

ｌｉｍ
ｋ→∞
Ｍｎｋ ＝０，从而ｌｉｍｎ→∞Ｍｎ ＝０。故得｛ｆｎ（ｘ）｝在［ａ，ｂ］上

一致收敛于ｆ（ｘ）。

定理９就是常用的狄尼定理，在文献［１－７，１５－

１７］中给出了另外两种证明方法。

由定理９的条件和结果，利用定理１可知 ｛ｆｎ（ｘ）｝

在［ａ，ｂ］上等度一致连续，所以由定理９中的条件可推

出满足定理３的条件，就是奥斯古德定理比狄尼定理广

泛。

关于函数项级数和含参变量积分的狄尼定理，在文

献［１－７，１６－１７］中已有陈述，并给出了应用。定理９

的结果对开区间或无限区间的情形不再成立［１７，１５１７］。

定理１０［１６１７］ 设函数序列 ｛ｆｎ（ｘ）｝在 ［ａ，ｂ］上逐

点收敛于函数ｆ（ｘ），如果ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，且对每

个ｎ，ｆｎ（ｘ）都是 ［ａ，ｂ］上的单调函数，则 ｛ｆｎ（ｘ）｝在

［ａ，ｂ］上一致收敛于ｆ（ｘ）。

证明［１６１７］ 由于 ｆ（ｘ）在 ［ａ，ｂ］上连续，所以 ｆ（ｘ）

在［ａ，ｂ］上一致连续。对任意ε＞０，存在一个δ＞０，

当 ｘ，ｙ∈［ａ，ｂ］， ｘ－ｙ＜δ时，有 ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ） ＜ε。

取正整数Ｊ充分大，使得ｂ－ａＪ ＜δ，记ｘｉ＝ａ＋ｉ
ｂ－ａ
Ｊ ，

（ｉ＝０，１，…，Ｊ），由于ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ（ｘｉ）＝ｆ（ｘｉ），（ｉ＝０，１，…，

Ｊ），对上述 ε＞０，存在正整数 Ｎ，当 ｎ＞Ｎ时，有

ｆｎ（ｘｉ）－ｆ（ｘｉ） ＜ε，（ｉ＝０，１，…，Ｊ）。由于ｆｎ（ｘ）都是

［ａ，ｂ］上 的 单 调 函 数，所 以 ｆｎ（ｘ）－ｆｎ（ｘｉ） ≤

ｆｎ（ｘｉ＋１）－ｆｎ（ｘｉ），ｘ∈［ｘｉ，ｘｉ＋１］，（ｉ＝０，１，…，Ｊ）。对

任意ｘ∈［ａ，ｂ］，存在ｉ，使得ｘ∈［ｘｉ，ｘｉ＋１］，

ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ）≤

ｆｎ（ｘ）－ｆｎ（ｘｉ）＋ ｆｎ（ｘｉ）－ｆ（ｘｉ）＋ ｆ（ｘｉ）－ｆ（ｘ）≤

ｆｎ（ｘｉ＋１）－ｆｎ（ｘｉ）＋２ε≤

ｆｎ（ｘｉ＋１）－ｆ（ｘｉ＋１）＋ ｆ（ｘｉ＋１）－ｆ（ｘｉ）＋

ｆ（ｘｉ）－ｆｎ（ｘｉ）＋２ε＜５ε

即得｛ｆｎ（ｘ）｝在［ａ，ｂ］上一致收敛于ｆ（ｘ）。

定理１０的结果，可以研究分布函数列的一致收敛

性。

奥斯古德定理［１，８，１４］和狄尼定理［１７，１４，１６１７］的两种形

式，构成判断函数列一致收敛的一套完整的理论体系。

３ 开区间或无限区间上一些函数列一致收

敛的判别定理及应用

　　定理１１［１，２０２２］ 设 ｛ｆｎ（ｘ）｝是 ［ａ，ｂ）上的函数列，

满足条件：（１）ｌｉｍ
ｘ→ｂ－
ｆｎ（ｘ）＝０，且关于ｎ是一致的；（２）对

每一δ∈（０，ｂ－ａ），｛ｆｎ（ｘ）｝在［ａ，ｂ－δ］上一致收敛

于０。则｛ｆｎ（ｘ）｝是［ａ，ｂ）上一致收敛于０。

证明 对任意ε＞０，由于ｌｉｍ
ｘ→ｂ－
ｆｎ（ｘ）＝０关于ｎ是一

致，存在δ∈（０，ｂ－ａ），当ｂ－δ≤ｘ＜ｂ时，对一切ｎ，

有 ｆｎ（ｘ） ＜ε。由于｛ｆｎ（ｘ）｝在［ａ，ｂ－δ］上一致收敛

于０，对上述ε＞０，存在Ｎ∈Ｎ，当ｎ＞Ｎ时，对ｘ∈
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［ａ，ｂ－δ］，都有 ｆｎ（ｘ） ＜ε。综合以上所得，知

｛ｆｎ（ｘ）｝在［ａ，ｂ）上一致收敛于０。

利用定理１１的证明方法，可以得到如下两个结果。

定理１２［１，２０２２］ 设Ｆ（Ａ，ｕ）是［ａ，＋∞）×［ｕ０，＋∞）

上的函数，满足条件：（１）ｌｉｍ
ｕ→＋∞
Ｆ（Ａ，ｕ）＝０，对 Ａ∈

［ａ，＋∞）是一致的；（２）对任意 Ｕ＞ｕ０，当 Ａ→＋∞

时，Ｆ（Ａ，ｕ）在［ｕ０，Ｕ］上一致收敛于０。则当Ａ→＋∞

时，Ｆ（Ａ，ｕ）在［ｕ０，＋∞）上一致收敛于０。

定理１３［１，２０２２］ 设Ｆ（Ａ，ｕ）是［ａ，＋∞）×（ｕ０，＋∞）

上的函数，满足条件：（１）ｌｉｍ
ｕ→ｕ＋０
Ｆ（Ａ，ｕ） ＝０，对 Ａ∈

［ａ，＋∞）是一致的；（２）对任意 Ｕ＞ｕ０，当 Ａ→＋∞

时，Ｆ（Ａ，ｕ）在［Ｕ，＋∞）上一致收敛于０。则当Ａ→＋∞

时，Ｆ（Ａ，ｕ）在（ｕ０，＋∞）上一致收敛于０。

例６［１，２，１７］ 证明∫
＋∞

０
ｅ－ｕ

２（ｘ－ｕ）２ｄｘ在ｕ０≤ｕ＜＋∞上

一致收敛，（常数ｕ０ ＞０）。

证明 设

Ｆ（Ａ，ｕ）＝∫
＋∞

Ａ
ｅ－ｕ

２（ｘ－ｕ）２ｄｘ＝１ｕ∫
＋∞

ｕ（Ａ－ｕ）
ｅ－ｙ

２

ｄｙ

显然０＜Ｆ（Ａ，ｕ）＜１ｕ∫
＋∞

－∞
ｅ－ｙ

２

ｄｙ，于是 ｌｉｍ
ｕ→＋∞
Ｆ（Ａ，ｕ）＝０，关

于Ａ＞０是一致的；易知对任意Ｕ＞ｕ０，ｌｉｍＡ→＋∞Ｆ（Ａ，ｕ）＝０在

［ｕ０，Ｕ］上是一致的。

利用定理１２，得到 ｌｉｍ
Ａ→＋∞
Ｆ（Ａ，ｕ）＝０关于ｕ∈［ｕ０，＋∞）

是一致的，即得∫
＋∞

０
ｅ－ｕ

２（ｘ－ｕ）２ｄｘ关于ｕ∈［ｕ０，＋∞）一致

收敛。

例６在文献［１，２，１７］中，用的是原始证法，没有上升

为一般性的理论方法。本文发现可以利用一般性的理论

结果给出简单的证明，从具体问题中发现一般性的理论。
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