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55摘5要!正规族理论的发展经历了利用<54,+-0++,值分布理论和TK[,-1F,+引理简化许多通过大量

消去原始值而得到正规定则证明的过程$同时也建立了一系列新的正规定则& 把亚纯函数正规族与分

担值或分担集合结合起来考虑是亚纯函数正规族理论研究的一个重要课题& 目前正规族的相关理论在

复动力系统%复微分方程%模分布和整函数唯一性等方面都有着重要的应用& 文章主要探讨了亚纯函数

的值分布理论$利用TK[,-1F,+引理研究了一类涉及高阶导数分担值的亚纯函数族的正规性问题$推广

并改进了已有的结果& 主要结果为'设D是区域.上的一亚纯函数族$ '为正整数$ 1为非零有穷复数$

若对任意的0!E"

$

D$有0!E" -1的零点重级至少为'*%$且0!E"$0

!'"

!E" 与0

!'*%"

!E" UQ分担 1$则D

在.上正规&

关键词!亚纯函数#高阶导数#分担值#正规族

中图分类号!A%&C?#$ 文献标志码!L

引 言

设0!E% 为开平面上非常数的亚纯函数"采用值分布

论中的相关记号
&% M$'

"在此给出相关的定义(

设.为复平面F上的区域"D为定义在区域.内一

族亚纯函数"称 D在区域 .上正规"是指亚纯函数族 D

中每一个函数序列 +0

!

!E%,!! "%"$"*% 均可以选出一

个子序列 +0

!

'

!E%,!'"%"$"*% 在区域 .上按球面距

离内闭一致收敛于一个亚纯函数或者恒为无穷(

称D在区域.上一点E

"

正规是指"D在E

"

的某个领

域内正规( 可知" D在区域.上正规等价于D在区域.

上每一点都正规(

设0!E% 与 ?!E% 为平面区域.上两个非常数的亚纯

函数" 1为一复数"记G

0

!1% "+E

$

.)0!E% "1,"称0

与 ?为UQ分担 1"是指0-1与0!E%"?!E% 的零点相同"

即G

0

!1% "G

?

!1%(

设0!E%"?!E% 为区域.上的两个亚纯函数"对复数

1

$

F"若0!E% -1 的零点为 E

!

!! "%"$"!"*%" 如果

E

!

!! "%"$"!"*% 也是 ?!E% -1的零点!不计重数%"则

称单向分担 1"记为0!E% "1

*

?!E% "1(

把亚纯函数正规族与分担值或分担集合结合起来

考虑是由 \K612W01] 在 %DD$ 年首先开始研究"之后国

内外许多学者都对这方面进行了深入的研究"其成果

有)

定理!

&!'

设D"+0!E%, 是单位圆盘'上的亚纯函

数族" 1

%

"1

$

"1

!

是三个不同的复数"如果对每个0

$

D"0



与08同时分担值 1

%

"1

$

"1

!

"则D在'上正规(

定理)

&C'

设D是.上的一亚纯函数族" 1和H是两

个不同的复数"如果对任一0

$

D" 0!E% 与08!E% 在.内

UQ分担 1"H"则D在.内正规(

定理$

&#'

设D是区域.上的解析函数族" 1和H是

两个相互判别的非零有穷复数"如果对"

0

$

D"有0!E%

"1

+

08!E% "1"08!E% "H

+

0I!E% "H"那么D在.内

正规(

文献&#'在定理 ! 的后面"提出一个问题)该定理对

亚纯函数族是否成立-

$"%! 年"文献&E'将解析函数族推广为亚纯函数

族"并将08推广为0

!'%

"得到了如下两个结论(

定理' 设 D是区域 .上的亚纯函数族"且 1 和 H

是两个相互判别的非零有穷复数"如果对"

0

$

D" 0!E%

的零点重级至少为 $"且0!E% "1

+

08!E% "1"08!E% "

H

+

0I!E% "H"那么D正规(

定理& 设 D是区域 .上的亚纯函数族"且 1 和 H

是两个相互判别的非零有穷复数" '是一个正整数( 如

果对"

0

$

D"0!E% 的零点重级至少为'*%"且0!E% "

1

+

0

!'%

!E% "1"0

!'%

!E% "H

+

0

!'*%%

!E% "H"那么D在.

内正规(

但是"在上述定理中有两个分担值"能否把 08推广

为0

!'%

的同时"将分担值的个数减少为一个呢- 本文证

明了下述定理(

定理" 设D是区域.上的一亚纯函数族" '为正

整数" 1为非零有穷复数"若对任意的0!E%

$

D"有0!E%

-1的零点重级至少为'*%"且0!E%"0

!'%

!E% 与0

!'*%%

!E%

UQ分担 1"则D在.上正规(

文献&& MN'举例说明了定理中的条件.函数的零点

重级至少为'*% /是必须的"此例也说明了定理 E 中的

条件. 0!E% -1的零点重级至少为'*% /是必须的(

% 引 理

引理!

&D'

![,-1F,+引理%设'为正整数" D是单位

圆盘'上的亚纯函数族"0的零点重级均&

'"极点重级

均&

J"那么D在'上不正规的充要条件是)对 "#$

!-J"'%"存在函数列0

!

$

D"点列E

!

$'

"正数列(

!

'

""使得函数列

?

!

!

)

% "

0

!

!E

!

*

(

!

)

%

(

#

!

'

?!

)

%

在复平面上按球距内闭一致地成立(

这里 ?!

)

% 为复平面上的一个亚纯函数"其零点!极

点%重级均&

'!J%"且 ?

^

!

)

%

(

?

^

!"% "%(

注 这是 [,-1F,+ 引理的推广"亦称为 [,-1F,+ 引

理"其中"当'"%"J"%"

#

"" 时是 [,-1F,+ 最先的结

果( 上面的形式是经庞学诚
&%"'

"/12W01]

&%%'

"陈怀惠和顾

永兴
&%$'

推广而得到的(

本文常用的[,-1F,+引理是庞学诚和 [,-1F,+ 对上

面的结果所做的进一步的推广(

引理)

&%!'

!_,+;M[,-1F,+引理%设'为正整数" D

是单位圆盘'上的亚纯函数族" 0的零点重级至少为'"

假设存在3

&

%"使得当0!E% ""时"有
0

!'%

!E%

(

3对

"

0

$

D都成立( 如果 D在单位圆内不正规"则对 "

(

#(

'"存在正数K"" ,K,%#复数列E

!

"

E

!

,K#函数

列0

!

$

D#正数列(

!

'

"#使得

?

!

!

)

% "

0

!

!E

!

*

(

!

)

%

(

#

!

'

?!

)

%

在复平面上按球距内闭一致地成立( 这里 ?!

)

% 为

复平面上的一个非常数亚纯函数"其零点重级至少为'"

且 ?

^

!

)

%

(

?

^

!"% "'3*%( 特别地" ?!

)

% 的级至

多为 $(

引理$

&%C'

设函数序列 +0

!

!E%, 在区域 .内解析"

并且在.内闭一致收敛到一个不恒为零的函数"

*是.

内可求长的闭曲线"其内部属于 ."且不经过 0!E% 的零

点"则存在正整数)"使得当 !

&

)时"在*内部" 0

!

!E%

和0!E% 的零点个数是相同的(

引理'

&%#B%E'

! ,̀8F,+不等式%设 0!E% 是一个亚纯

函数" 1 为非零复数" '为正整数( 若 0!E%

,

""0

!'%

!E%

,

1"则0!E% 是一个常数(

$ 定理 E 的证明

证明 假设D在.上不正规"不失一般性"由引理 $

得)

?

!

!

+

% "

0

!

!E

!

*

(

!

+

% -1

(

'

!

'

?!

+

%

按球面距离内闭一致收敛"这里 ?!

+

% 是复平面 F

上的非常数亚纯函数"且满足 ?

!'%

!

+

%

(

?

!'%

!"% "
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'!

1

*%% *%(

证明 ?

!'%

!

+

%

,

1"?!

+

%

,

"(先证 ?

!'%

!

+

%

,

1(

假设存在+

"

$

F使得 ?

!'%

!

+

"

% "1L显然 ?

!'%

!

+

%

不恒等于 1" 否则 ?!

+

% 为一个 '次多项式"这与 ?!

+

%

的零点重级至少为'*% 矛盾( 故 ?

!'%

!

+

% 不恒等于 1(

由 )̀*W07V定理可得)存在 ?

!

!

+

% 和点列+

!

'

+

"

"使得当

!充分大时"有 ?

!'%

!

!

+

!

% "1(由

?

!

!

+

% "

0

!

!E

!

*

(

!

+

%

(

'

!

可得 ?

!'%

!

!

+

!

% "0

!'%

!

!E

!

*

(

!

+

!

%( 所以" 0

!'%

!

!E

!

*

(

!

+

!

% "1(

根据定理条件 0

!'%

!E% 和 0

!'*%%

!E% UQ分担 1" 得

0

!'*%%

!

!E

!

*

(

!

+

!

% "1(所以

?

!'*%%

!

+

"

% "-0F

!

'

O

?

!'*%%

!

+

!

% "

-0F

!

'

O

(

!

0

!'*%%

!

!E

!

*

(

!

+

!

% ""

所以+

"

是 ?

!'%

!

+

% 的 1 -值点"是重级的(

假定 +

"

是 ?

!'%

!

+

% 的 M重 1 -值点! M

&

$ %"则

?

!'*M%

!

+

"

%

,

""从而存在%

(""当
+

-

+

"

,

%时"有

?

!'*M%

!

+

%

,

" !%%

另一方面"由 +

"

是 ?

!'%

!

+

% 的 M重 1 -值点! M

&

$ %"根据 a()125定理知)当 ! 充分大时" ?

!'%

!

!

+

% 在

+

-

+

"

,

%

$

上有 M个 1 -值点 +

!

%

"

+

!

$

"*"

+

!

M

" 故 0

!'%

!

!E

!

*

(

!

+

!

J

% "1"因为0

!'%

!E% 和0

!'*%%

!E% UQ分担 1"所

以

?

!'*%%

!

!

+

!

J

% "

(

!

0

!'*%%

!

!E

!

*

(

!

+

!

J

% "

(

!

1

,

""

所以这 M个 1 -值点均是单级的( 即当 <

,

J时"

+

!

<

,+

!

J

(所以 ?

!'*M%

!

+

"

% """这与式!%%矛盾(

因此 ?

!'%

!

+

%

,

1得证(

再证 ?!

+

%

,

"(

假设存在+

"

"使 ?!

+

"

% ""( 由 )̀*W07V定理"存在

+

!

"

+

!

'

+

"

"当 !充分大时"有

?

!

!

+

!

% "

0

!

!E

!

*

(

!

+

!

% -1

(

'

!

""

所以0

!

!E

!

*

(

!

+

!

% "1(因为0!E%和0

!'%

!E% UQ分担

1" 所以 ?

!'%

!

!

+

!

% "0

!'%

!

!E

!

*

(

!

+

!

% "1(所以 ?

!'%

!

+

"

% "

1"这与 ?

!'%

!

+

%

,

1矛盾"故 ?!

+

%

,

" 成立(

根据引理 C 得" ?!

+

% 是一个常数( 这与假设相矛

盾( 从而定理 E 得证(

目前"正规族的相关理论在复动力系统$复微分方

程$模分布和整函数唯一性等方面都有着广泛的应用(

另外"将正规族理论应用到亚纯函数唯一性的研究中"

已取得了一些很好的结果(
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