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２ｋ＋１等分 Ｃａｎｔｏｒ集构造的一个基本性质

张 显，吴 波

（南京财经大学应用数学学院，南京 ２１００２３）

　　摘　要：将三分 Ｃａｎｔｏｒ集构造的一个性质推广到２ｋ＋１等分 Ｃａｎｔｏｒ集，利用质量分布原理计算
２ｋ＋１等分Ｃａｎｔｏｒ集的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ维数。根据三分Ｃａｎｔｏｒ集的结构与性质，计算出２ｋ＋１等分 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ

集的测度。传统的计算维数的方法需要大量复杂的计算和几乎不提供任何直接启发的估计，存在一定

的局限性，运用质量分布原理定义区间上的一个质量分布，可以快捷有效地给出２ｋ＋１等分Ｃａｎｔｏｒ集的
Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ维数的下界。从基本的区间覆盖去估计２ｋ＋１等分Ｃａｍｔｏｒ集的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ测度，对于上界，只需

要估计一个特殊的覆盖。通过对所有的覆盖类进行估计，即可证得下界。
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引 言

自１９世纪开始，人们对分形几何的认识从自然现

象过渡到数学问题，提出了几类典型的分形集，并对其

做出了大量的分析与研究。尤其１９世纪后期，经过对
分形集性质的深入研究，分形几何已经正式成为一门独

立学科。Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ在 １９１９年引入了 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ测度和
Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ维数，为分形几何的研究提供了最基本的工
具。Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ在前人研究的基础上，结合自己的研究
成果，在１９７５年出版了关于分形的专著，标志着分形几

何正式成为一门独立的学科
［１］。

三分Ｃａｎｔｏｒ集是分形几何研究中的一种人们最了解而
又最容易构造的分形，然而，它却显示出许多最典型的特

征。从单位区间出发，通过一系列不断地去掉部分子区间

的过程来构造三分Ｃａｎｔｏｒ集。设Ｅ０是闭区间［０，１］
［２］，Ｅ１

表示由Ｅ０去掉中间
１
３后所得的集，即Ｅ１包含

０，[ ]１３ 和
２
３，[ ]１两个区间。再分别去掉这两个区间的中间１３后得

到Ｅ２，即Ｅ２包含 ０，[ ]１９ 、 ２９，[ ]１３ 、 ２３，[ ]７９ 、 ８９，[ ]１四个
区间。依次进行下去，则Ｅｋ是由２

ｋ
个长度各为３－ｋ的区间

组成。三分 Ｃａｎｔｏｒ集 Ｆ是由属于所有 Ｅｋ的数组成，即
Ｆ＝∩∞

ｋ＝０Ｅｋ
［３］，Ｆ可以看成是集序列当趋于无穷时的极限。

显然，对三分Ｃａｎｔｏｒ集Ｆ的上界估计，可以知道其Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ
维数的上界就是维数的实际数值，而对其下界的估计却比

较困难。因此，Ｆａｌｃｏｎｅｒ［４］运用质量分布原理给出了三分
Ｃａｎｔｏｒ集Ｆ的一个快捷的下界估计，即在三分Ｃａｎｔｏｒ集Ｆ
上定义一个质量分布μ，则在构造中可以得出每一个长度
为３－ｋ的２ｋ个区间都带有质量２－ｋ。设 Ｕ ＜１，ｋ为正数，满

足 ＝３－（ｋ＋１） Ｕ３－ｋ，则Ｕ最多与Ｅｋ的一个区间相交，

所以μ（Ｕ）２－ｋ ＝（３－ｋ）
ｌｏｇ２
ｌｏｇ３（３Ｕ）

ｌｏｇ２
ｌｏｇ３，从而得到三分

集下界估计为
ｌｏｇ２
ｌｏｇ３

［５］

。

１ 主要内容

１１ ２ｋ＋１等分Ｃａｎｔｏｒ集的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ维数计算
设Ｅ０是闭区间［０１］，第一步，将闭区间［０１］进行



２ｋ＋１等分，构造出每个长度为（２ｋ＋１）－１的２ｋ＋１个区
间，并去掉第２，４，６，…，２ｋ个开区间：

１
２ｋ＋１，

２
２ｋ＋( )１， ３

２ｋ＋１，
４

２ｋ＋( )１，…，２ｋ－１２ｋ＋１，
２ｋ
２ｋ＋( )１

则剩下基本区间长度为（２ｋ＋１）－１的ｋ＋１个闭区间：

０， １
２ｋ＋[ ]１， ２

２ｋ＋１，
３

２ｋ＋[ ]１，…， ２ｋ
２ｋ＋１，[ ]１

并记

Ｅ１ ＝ ０， １
２ｋ＋[ ]１∪ ２

２ｋ＋１，
３

２ｋ＋[ ]１∪…∪
２ｋ
２ｋ＋１，[ ]１

第二步，将Ｅ１中的ｋ＋１个闭区间分别继续２ｋ＋１

等分，构造出每个长度为（２ｋ＋１）－２的（ｋ＋１）（２ｋ＋１）

个区间，并去掉每个等分闭区间中的第２，４，６，…，２ｋ个
开区间：

１
（２ｋ＋１）２

，
２

（２ｋ＋１）( )２ ， ３
（２ｋ＋１）２

，
４

（２ｋ＋１）( )２ ，
…，

２ｋ－１
（２ｋ＋１）２

，
２ｋ

（２ｋ＋１）( )２ ，…，
２ｋ（２ｋ＋１）＋２ｋ－１

（２ｋ＋１）２
，
２ｋ（２ｋ＋１）＋２ｋ
（２ｋ＋１）( )２

则剩下基本区间长度为（２ｋ＋１）２的（ｋ＋１）２个闭区间：

０， １
（２ｋ＋１）[ ]２ ， ２

（２ｋ＋１）２
，

３
（２ｋ＋１）[ ]２ ，…，

２ｋ
（２ｋ＋１）２

，
２ｋ＋１
（２ｋ＋１）[ ]２

并记

Ｅ２ ＝ ０， １
（２ｋ＋１）[ ]２ ∪ ２

（２ｋ＋１）２
，

３
（２ｋ＋１）[ ２∪…∪

２ｋ
（２ｋ＋１）２

，
２ｋ＋１
（２ｋ＋１）[ ]２

第三步，继续上述步骤，第 ｎ次去掉每个等分区间
中的第２，４，６，…，２ｋ个开区间，则剩下基本区间长度为
（２ｋ＋１）－ｎ的（ｋ＋１）ｎ个闭区间，并记

Ｅｎ ＝ ０， １
（２ｋ＋１）[ ]ｎ ∪ ２

（２ｋ＋１）ｎ
，

３
（２ｋ＋１）[ ]ｎ ∪

２ｋ（２ｋ＋１）ｎ－１＋（２ｋ＋１）ｎ－１

（２ｋ＋１）２
，[ ]１

由上述步骤依次类推，无限进行，得到一个闭集合

列｛Ｅｎ｝
［６］，则集Ｆ＝∩

∞

ｎ＝０
Ｅｎ。

定理１［４］ 设ＦＲｎ，Ｆ可以由Ｎδ个直径最大为δ的
集覆盖，且当δ０时，则

ｄｉｍＨＦｌｉｍδ０
ｌｏｇＮδ
ｌｏｇδ

定理２ （质量分布原理）
［４］
设 μ是 Ｆ上的质量分

布，且对某个ｓ存在ｃ＞０和δ＞０，使μ（Ｕ）ｃＵｓ对

所有满足 Ｕδ的集Ｕ成立，则Ｈｓ（Ｆ）μ（Ｆ）／ｃ，且

ｓｄｉｍＨＦ。
定理３ 对２ｋ＋１等分 Ｃａｎｔｏｒ集 Ｆ，有 ｄｉｍＨＦ＝

ｌｏｇｋ＋１
ｌｏｇ２ｋ＋１，且满足０＜Ｈ

ｓ（Ｆ）＜∞。

证明 对每个 ｎ，Ｆ存在一个由（ｋ＋１）ｎ个长度为
（２ｋ＋１）－ｎ的区间组成的覆盖集，从而Ｆ可由（ｋ＋１）ｎ个
长度为（２ｋ＋１）－ｎ的区间自然覆盖，由定理１，当ｎ∞，
（２ｋ＋０）－ｎ０则

ｄｉｍＨＦ）
ｌｏｇ（ｋ＋１）
ｌｏｇ（２ｋ＋１）

现在定义μ是由单位质量均匀分布在 Ｆ上所得的
质量分布，则在构造Ｅｎ中的每一个长度为（２Ｋ＋１）

－ｎ
的

（ｋ＋１）ｎ个区间都带有质量（ｋ＋１）－ｎ。
设 Ｕ ＜１，ｎ为正数，若（２ｋ＋１）－（ｎ＋１） Ｕ

（２ｋ＋１）－ｎ［７８］，则Ｕ最多可与Ｅｎ的一个区间相交，所以

μ（Ｕ）（ｋ＋１）－ｎ［（２ｋ＋１）－ｎ］
ｌｏｇ（ｋ＋１）
ｌｏｇ（２ｋ＋１）

［（２ｋ＋１）Ｕ］
ｌｏｇ（ｋ＋１）
ｌｏｇ（２ｋ＋１）（２ｋ＋１）

ｌｏｇ（ｋ＋１）
ｌｏｇ（２ｋ＋１） Ｕｓ

由质量分布原理，Ｈ
ｌｏｇ（ｋ＋１）
ｌｏｇ（２ｋ＋１）（Ｆ）＞０，得

ｄｉｍＨＦ
ｌｏｇ（ｋ＋１）
ｌｏｇ（２ｋ＋１）

故

ｄｉｍＨＦ＝
ｌｏｇ（ｋ＋１）
ｌｏｇ（２ｋ＋１）

１２ ２ｋ＋１等分Ｃａｎｔｏｒ集Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ测度估计
由定理３，已经确定２ｋ＋１等分Ｃａｎｔｏｒ集的Ｈａｕｓｄｏｒ

ｆｆ维数ｓ＝ｌｏｇ（ｋ＋１）ｌｏｇ（２ｋ＋１）

［９１０］

，由此出发确定Ｈｓ（Ｆ）的值。

对任意ｎ１，ｎ阶基本区间构成的集合恰好为Ｆ的
一个（２ｋ＋１）－ｎ覆盖，从而

Ｈｓ（２ｋ＋１）－ｎ 
（ｋ＋１）ｎ

ｉ＝１
Ｕｉ

ｓ＝ 
（ｋ＋１）ｎ

ｉ＝１
（２ｋ＋１）－ｎ ｓ ＝１

即

Ｈｓ（Ｆ）１

对上界，只需估计一个特殊的覆盖，而对于下界，则需要对

所有覆盖类进行估计，下面只需考虑Ｆ的开区间覆盖。

设Ｕ＝｛Ｕｉ｝为Ｆ的一个开区间覆盖，由于 Ｆ是紧
集，可从Ｕ找出一个有限覆盖，且 Ｕ的任一开区间不包
含在Ｕ的其他任何一个开区间中。

取Ｕ ＝（ａ，ｂ）∈Ｕ，存在ｘ∈Ｕ，ｘＦ，从而存
在开区间 （ｘ１，ｘ２），使（ｘ１，ｘ２）∩ Ｆ为空集。此时，可将
（ｘ１，ｘ２）看作是基本间隔，令 Ｕ


１ ＝（ａ，ｘ１），Ｕ


１ ＝（ｘ２，

ｂ），则Ｕ１ ∩Ｕ

２ ＝，得到Ｆ的一个开区间覆盖Ｕ

 ＝

｛Ｕｉ｝，其中Ｕ

中的元素两两不相交，并且每个Ｕｉ都由
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基本间隔分开，从而有ＵｓＵｓ。

令Ｌｉ＝［ｉｎｆＵ

ｉ ∩Ｆ，ｓｕｐＵ


ｉ ∩Ｆ］，即Ｐ＝｛Ｌｉ｝是

互不相交的闭区间覆盖且被基本间隔隔开，并且 Ｐ的左
右两端各含有一个基本区间，从而ＵｓＰｓ。

由Ｆ的构造知，Ｌｉ＝Ｌｉ，１∪ １∪ Ｌｉ，２∪ … ∪ ｋ∪
Ｌｉ，ｋ＋１，其中∈１是包含于Ｌｉ的最大间隔集，故有。 ｉ

１
ｋ＋１（Ｌｉ，１ ＋ Ｌｉ，２ ＋… ＋ Ｌｉ，ｋ＋１ ）。由 ｘ

ｓ
的凸性以及

（２ｋ＋１）ｓ ＝ｋ＋１，得

Ｌｉ
ｓ＝（Ｌｉ，１ ＋ １ ＋… ｋ ＋ Ｌｉ，ｋ＋１ ）

ｓ

（２ｋ＋１）
ｋ＋１ （Ｌｉ，１ ＋… Ｌｉ，ｋ＋１( )）ｓ

＝

Ｌｉ，１
ｓ＋… ＋ Ｌｉ，ｋ＋１

ｓ

则得到一个新的闭区间覆盖 Ｐｉ＝｛Ｌｊ｝ｊ≠ｉ∪ ｛Ｌｉ，１，Ｌｉ，２，

…，ＬＩ，ｋ＋１｝
［１１］，使得ＰｓＰｓｉ。

对上述每个 ｉ，若 Ｌｉ不是基本区间，则重复上述过
程，因为Ｌｉ左右两端包含的基本区间必有正的长度，经
过有限步后，上述过程中去掉的 ｉ的长度必与某个 Ｌｉ，ｊ
（ｊ＝１，２，…，ｋ＋１）相等，从而经过有限步后，所得新的
集族Ｐ 由基本区间组成，且ＰｓＰｓ。

令Ｐ 中最短的基本区间是ｎ０阶，则重复上述过程有限
步后，得到一个由所有ｎ０阶基本区间构成的覆盖Ｐｎ０。因为

Ｐｓｎ０ ＝∑
（ｋ＋１）ｎ０

ｉ＝１
（２ｋ＋１）－ｎ０

ｓ

＝（ｋ＋１）ｎ０·（ｋ＋１）－ｎ０ ＝１

则得Ｐｓｎ０ ＝１，从而 Ｈ
ｓ（Ｆ） １。结合上界估计，得到

Ｈｓ（Ｆ）＝１。

２ 结束语

三分Ｃａｎｔｏｒ集作为最基础的一类分形，在分形几何

的研究中具有一定价值及应用。本文正是基于三分

Ｃａｎｔｏｒ集自身特殊的构造研究了一类推广形式２ｋ＋１等
分Ｃａｎｔｏｒ集，运用质量分布原理以及区间覆盖的方法，

计算了其Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ维数并得到了其Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ测度。
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