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拓扑动力系统中强传递集的一些性质

李瑞佳，朱培勇

（电子科技大学数学科学学院，成都 ６１１７３１）

　　摘　要：在拓扑动力系统中传递集的基础上引入强传递集的概念。首先证明强传递集是严格强于

传递集的，然后证明两个强传递集的并是强传递的，但传递集没有类似结果。在拓扑动力系统（Ｘ，ｆ）中

分别讨论强传递集与传递点集、回复点集、轨道集、映射传递之间的关系，得到了存在点ｘ∈Ｘ使得ｘ∈
Ｒｅｃ（ｆ），但｛ｘ｝不是强传递集，以及映射ｆ是传递的当且仅当Ｘ中的任意非空开集为强传递集等一些等

价刻画和充分性结果，并且在符号动力系统中利用强传递集证明了任意有限长度柱形都为传递集，从而

推广了相关文献得到的结果，最后通过反例证明了强传递集与映射传递集Ｔｒａｎｓｆ是互不蕴含的。
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引　言

２０１１年，ＯｐｒｏｃｈａＰ等提出了拓扑动力系统中传递

集的概念并获得了传递集的一些充分条件与充要条

件
［１］。随后，文献［２］在超空间上，对传递集的拓扑结构

进行讨论，得到了一些创新性的研究结果。在此基础

上，文献［３５］对非自治离散动力系统和符号动力系统

的传递集进行研究，给出了两类系统中的传递子集是弱

混合子集的一个充分条件，更多相关的研究成果参见文

献［６１１］。本文主要强化传递集的条件，进而在拓扑动

力系统中引入强传递集的概念，研究强传递集与拓扑动

力系统中传递点构成的集合，回复点构成的集合与集轨

道的关系，以及强传递集与传递函数的关系，并且把强

传递集应用到符号动力系统，使文献［５］的命题２．１得

到严格推广。

动力系统相关概念
［１２１３］：设（Ｘ，ｆ）是一个拓扑动力

系统，若 Ｕ、Ｖ Ｘ，则通常用 Ｎ（Ｕ，Ｖ）表示集合 ｛ｎ∈

瓔＋：ｆｎ（Ｕ）∩Ｖ≠｝，其中瓔＋
是正整数集。系统（Ｘ，

ｆ）或者映射ｆ：Ｘ→Ｘ称为是传递的，如果对于任意两个

非空开集Ｕ、ＶＸ有Ｎ（Ｕ，Ｖ）≠，称点ｘ∈Ｘ为ｆ的
一个传递点，如果 ｏｒｂ＋（ｘ，ｆ）＝Ｘ，其中 ｏｒｂ＋（ｘ，ｆ）＝
｛ｘ，ｆｘ，ｆ２ｘ，…｝称为点ｘ的轨道，设≠ＡＸ，ｏｒｂ＋（Ａ，
ｆ）＝∪＋∞

ｎ＝０ｆ
ｎ（Ａ），ｆｎｘ是点ｘ关于ｆ的ｎ次迭代，ｆ的所有

传递点的集合记为Ｔｒａｎｓｆ，点ｘ∈Ｘ称为一个回复点是

指存在序列ｎｉ→＋∞使得ｆ
ｎｉｘ→ｘ，并且用Ｒｅｃ（ｆ）记全

体回复点的集合。更一般地，设≠ＡＸ，称集合Ａ是
传递的，如果对于任意两个非空开集Ｕ、ＶＸ，若Ｕ∩
Ａ≠并且Ｖ∩Ａ≠，则Ｎ（Ｕ∩Ａ，Ｖ）≠。下面，引
入强传递集的概念：

定义１ 设（Ｘ，ｆ）是一个拓扑动力系统，≠ Ａ
Ｘ，称Ａ是强传递的，如果对于Ｘ的任意非空开集Ｕ、Ｖ，

若Ｕ∩Ａ≠，则Ｎ（Ｕ∩Ａ，Ｖ）≠。

为了问题讨论的需要，设符号动力系统为：

设 Ｓ＝｛０，１，…，ｋ－１｝，其中ｋ≥２为整数，∑ｋ
＝

｛ｘ＝ｘ０ｘ１… ｘｉ∈Ｓ，ｉ＝０，１，…｝。对于ｘ＝ｘ０ｘ１…，

ｙ＝ｙ０ｙ１…∈∑ｋ，定义，其中，



ρ（ｘ，ｙ）＝∑
∞

ｎ＝０

δ（ｘｎ，ｙｎ）
２ｎ

而

δ（ｘｎ，ｙｎ）＝
０，ｘｎ ＝ｙｎ
１，ｘｎ≠ｙ

{
ｎ

，ｎ＝１，２，…

定义 σ：∑ｋ→∑ｋ
，其中：σ（ｘ）＝ｘ１ｘ２…（对于

ｘ＝ｘ０ｘ１…∈∑ｋ
），并称映射σ为∑ｋ

的位移映射。

由文献［１４］知：（∑ｋ
，ρ）是紧致的度量空间，σ：

∑ｋ→∑ｋ
是连续映射，（∑ｋ

，σ）称为符号动力系统。

Ｓ中符号的一个有限排列Ａ＝ａ０…ａｎ－１称为Ｓ上的一个

符号段，其中 ｎ称为 Ａ的长度，并且记 Ａ ＝ｎ，子集

［Ａ］＝｛ｘ∈∑ｋ ｘｉ＝ａｉ，０≤ｉ≤ｎ－１｝称为Ａ上的

柱形。

１ 主要结果及其证明

定理１ 强传递集一定是传递集，但存在拓扑动力

系统（Ｘ，ｆ），它有传递集不是强传递的，即强传递集是

严格强于传递集的。

证明 由传递集与强传递集的定义直接得知：强传

递是传递的。下面证明存在传递集不是强传递的。

设 Ｘ＝［０，１］，而ｆ：Ｘ→Ｘ定义为：ｆ（ｘ）＝４ｘ（１－

ｘ），ｘ∈Ｘ。则（Ｘ，ｆ）是一个拓扑动力系统。

（１）｛０｝是传递集。

显然，ｘ＝０是 ｆ不动点，它的周期为１∈ 瓔＋。另

外，对于Ｘ的任意非空开集Ｕ、Ｖ若Ｕ∩｛０｝≠并且
Ｖ∩｛０｝≠，即存在 ｐ、ｑ∈ （０，１）使得 ［０，ｐ） Ｕ，

［０，ｑ）Ｖ，则有
Ｎ（Ｕ∩｛０｝，Ｖ）＝Ｎ（｛０｝，Ｖ）Ｎ（｛０｝，［０，ｑ））＝

｛ｎ∈瓔＋ ｆｎ（｛０｝）∩［０，ｑ）≠０｝＝瓔＋

从而，Ｎ（Ｕ∩｛０｝，Ｖ）≠，即｛０｝是传递集。

（２）｛０｝不是强传递集。

取Ｘ中的开集Ｕ＝［０，１］，当然０∈Ｕ，又取Ｖ＝

（０，１）。显然Ｖ为Ｘ中的非空开集并且当 ｘ＝０时，有
ｏｒｂ＋（ｘ，ｆ）＝｛０｝∩ Ｖ＝，所以 Ｎ（Ｕ∩ ｛０｝，Ｖ）＝

Ｎ（｛０｝，Ｖ）＝。因此，｛０｝不是强传递集。

在文献［１］中有：设一个（Ｘ，ｆ）拓扑动力系统，ｘ∈
Ｒｅｃ（ｆ）当且仅当 ｛ｘ｝是传递集。结合定理 １，自然可

得：

推论１ 在拓扑动力系统 （Ｘ，ｆ）中，存在 ｘ∈ Ｘ使

得ｘ∈Ｒｅｃ（ｆ），但｛ｘ｝不是强传递集。

定理２ 在拓扑动力系统 （Ｘ，ｆ）中，任意两个强传

递集的并集一定是强传递集。

证明 设Ａ，Ｂ为拓扑动力系统（Ｘ，ｆ）的任意两个强
传递集。任取 Ｘ中的任意非空开集 Ｕ、Ｖ，满足 Ｕ∩
（Ａ∪Ｂ）≠，不妨设Ｕ∩Ａ≠，因为Ａ是强传递集，

所以Ｎ（Ｕ∩Ａ，Ｖ）≠ 。从而 Ｎ（Ｕ∩ Ａ，Ｖ） Ｎ（Ｕ∩
（Ａ∪Ｂ），Ｖ）≠，所以Ａ∪Ｂ是强传递集。

定理３ 存在拓扑动力系统 （Ｘ，ｆ），它的两个传递
集的并集不是传递的。即，两个传递集的并集不一定是

传递集。

证明 设Ｘ＝｛２｝∪［０，１］（取瓗的遗传拓扑），而
ｆ：Ｘ→Ｘ定义为

ｆ（ｘ）＝

２ｘ，ｘ∈ ０，[ ]１２
２－２ｘ，ｘ∈ １

２，[ ]１
２，ｘ＝










２

取非空集合Ａ［０，１］，Ｂ＝｛２｝有Ａ、Ｂ都是传递
集，但Ａ∪Ｂ不是传递集。

再任取Ｘ中的任意非空开集Ｕ、Ｖ，满足Ｕ∩Ａ≠
且Ｖ∩Ａ≠。因为Ｕ∩Ａ也为Ｘ中的开集，所以存在
ｍ∈瓔＋

使得

Ｂ＝ １
２ｍ
，
１
２ｍ－[ ]１ Ａ∩Ｕ

又因为 ｆｍ（Ｂ）＝［０，１］ ｆｍ（Ａ∩ Ｕ），所以 ｆｍ（Ａ∩
Ｕ）∩Ｖ≠，即Ｎ（Ｕ∩ Ａ，Ｖ）≠ ，所以 Ａ是传递集。

任取Ｘ中的任意非空开集Ｕ、Ｖ，满足Ｕ∩Ｂ≠且Ｖ∩
Ｂ≠。因为ｆ（Ｕ∩Ｂ）＝２∈Ｖ，所以有Ｎ（Ｕ∩Ｂ，Ｖ）≠
，所以Ｂ是传递集。但Ａ∪Ｂ不是传递集，事实上，取
Ｘ中的开集Ｕ＝［０，１］，Ｖ＝｛２｝，满足Ｕ∩（Ａ∪Ｂ）≠
，Ｖ∩（Ａ∪Ｂ）≠，显然有 Ｎ（Ｕ∩ （Ａ∪ Ｂ），Ｖ）
Ｎ（Ｕ，Ｖ）＝，所以Ａ∪Ｂ不是传递集。

系统（Ｘ，ｆ）传递的一个等价刻画：

定理４ 设（Ｘ，ｆ）是一个拓扑动力系统，ｆ是传递的
当且仅当Ｘ中的任意非空开集为强传递集。

证明 必要性，设Ａ为 Ｘ中的任意非空开集，因为 ｆ

是传递的，所以对Ｘ的任意两个非空开集Ｕ，Ｖ有Ｎ（Ｕ，
Ｖ）≠。令Ｗ＝Ｕ∩Ａ，由Ａ为Ｘ中的开集得Ｗ也为Ｘ

中的开集。若Ｗ≠，则Ｎ（Ｗ，Ｖ）≠，所以Ａ为强传
递集。

充分性，任取Ｘ中的非空开集Ｕ、Ｖ，因为Ｕ是强传
递集并且Ｕ不是空集，所以Ｎ（Ｕ∩Ｕ，Ｖ）≠，即Ｎ（Ｕ，
Ｖ）≠，所以ｆ是传递的。

定理４证明了：拓扑动力系统（Ｘ，ｆ）中，ｆ是传递函
数当且仅当Ｘ是强传递集。于是，有如下推论：
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推论２ 设（Ｘ，ｆ）是一个拓扑动力系统，则以下命

题等价：

（１）ｆ是传递的；

（２）Ｘ是强传递集；

（３）Ｘ中的任意非空开集为强传递集。

定理５ 设（Ｘ，ｆ）是一个拓扑动力系统，≠ Ａ
Ｘ。Ａ是强传递集当且仅当对Ｘ的任意开集Ｕ，若有Ａ∩
Ｕ≠，则ｏｒｂ＋（ｆ（Ｕ∩Ａ），ｆ）＝Ｘ。

证明 设Ａ为强传递集，则对Ｘ的任意非空开集Ｕ、

Ｖ，若有Ｕ∩Ａ≠，则Ｎ（Ｕ∩Ａ，Ｖ）≠，即对Ｘ的任

意非空开集Ｖ存在ｍ∈瓔＋
使得ｆｍ（Ｕ∩Ａ）∩Ｖ≠，

因此ｏｒｂ＋（ｆ（Ｕ∩Ａ），ｆ）＝Ｘ。反过来，对Ｘ的任意开集
Ｕ，若有Ａ∩Ｕ≠，因为ｏｒｂ＋（ｆ（Ｕ∩Ａ），ｆ）＝Ｘ，所以

对Ｘ的任意非空开集Ｖ存在ｍ∈瓔＋
使得ｆｍ（Ｕ∩Ａ）∩

Ｖ≠，从而对Ｘ的任意非空开集Ｕ、Ｖ，若有Ｕ∩Ａ≠

，则Ｎ（Ｕ∩Ａ，Ｖ）≠，所以Ａ是强传递集。

推论３ 设（Ｘ，ｆ）是一个拓扑动力系统，ｘ∈Ｘ。若
ｘ∈Ｔｒａｎｓｆ当且仅当｛ｆ（ｘ）｝是强传递集。

定理６ 符号动力系统（∑ｋ，σ）中任意有限长度柱

形是一个强传递集。

证明 设［Ａ］为任一柱形，不妨设其长度为ｎ∈瓔＋，

为了方便记Ａ＝［Ａ］＝［ａ０ａ１…ａｎ－１］。对∑ｋ的任意非空

开集Ｕ、Ｖ若有Ｕ∩Ａ≠，令Ｗ＝Ｕ∩Ａ，显然Ｗ为柱

形，记Ｗ ＝［ａ０ａ１…ａｍ－１］，其中ｍ≥ｎ。因为σ
ｍ（Ｗ）＝

σｍ（［ａ０ａ１…ａｍ－１］）＝∑ｋ
，所以存在ｍ∈瓔＋

使得 σｍ

（Ａ∩Ｕ）∩Ｖ＝σｍ（Ｗ）∩Ｖ＝∑ｋ
∩Ｖ＝Ｖ，因为Ｖ

为非空开集，所以σｍ（Ａ∩Ｕ）∩Ｖ≠，即ｍ∈Ｎ（Ｕ∩

Ａ，Ｖ），所以Ａ为（∑ｋ
，σ）中的强传递集。

因为任意强传递集为传递集，所以符号动力系统

（∑ｋ
，σ）中任意有限长度柱形都为传递集，这是文献

［５］中命题２１的推广。

最后，讨论在拓扑动力系统中强传递集与传递点集

之间的关系。

定理７ 存在拓扑动力系统 （Ｘ，ｆ），Ｔｒａｎｓｆ不是强

传递集也存在系统（Ｘ，ｆ），它有强传递集不是Ｔｒａｎｓｆ。

证明 （１）存在拓扑动力系统（Ｘ，ｆ），Ｔｒａｎｓｆ不是强

传递集。事实上，可取 Ｘ＝｛０｝∪ １
ｎ：ｎ＝１，２{ }，… ，

并且赋予Ｘ的拓扑是实直线 瓗 的子空间拓扑。又 ｆ：Ｘ

→Ｘ定义为ｆ（０）＝０，ｆ（
１
ｎ）＝

１
ｎ＋１。是Ｔｒａｎｓｆ＝｛１｝，

但是｛１｝不是强传递集。事实上，因为对于ｎ∈瓔＋，

ｆｎ（１）＝ １
ｎ＋１，故存在非空开集｛１｝Ｘ使得Ｎ（｛１｝∩

｛１｝，｛１｝）＝｛ｎ∈瓔＋｜ｆｎ（｛１｝）∩｛１｝≠０｝＝。

（２）存在系统（Ｘ，ｆ），它有强传递集不是Ｔｒａｎｓｆ。设
ｇ：Ｉ→Ｉ其中Ｉ＝［０，１］，ｇ（ｘ）＝１－ ２ｘ－１ 为帐篷映

射。则由文献［１５］知Ｐｅｒ（ｇ）＝Ｉ。令Ｘ＝Ｐｅｒ（ｇ）及ｆ＝

ｇＰｅｒ（ｇ）于是（Ｘ，ｆ）为传递的，从而 Ｘ为强传递集，但 Ｘ

不是Ｔｒａｎｓｆ。

２ 结束语

本文在拓扑动力系统中提出的强传递集强化了传

递集的条件，得到了一些比传递集更好的性质。另外，

通过对强传递集与传递点集、回复点集以及映射传递性

之间关系的研究，丰富了拓扑动力系统传递性理论。
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