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ｔｈｅｏｒｙｃａｎｂｅａｖａｉｌａｂｌｅｆｏｒｔｈｅｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｎａｎｏｆｌｕｉｄ
ｔｈｅｒｍａｌｆｌｏｗ．

１ ＤｉｓｔｕｒｂｅｄＣｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅｔｈｅｏｒｙＦｏｒＮａｎｏｆｌｕｉｄＦｌｏｗ

ＩｎｒｅｓｅａｒｃｈｏｎｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｔｈｅｏｒｙＢｅｔｃｈｅｌｏｒｈａｓｄｅｖｅｌ
ｏｐｅｄａｎｅｎｓｅｍｂｌｅａｖｅｒａｇｅａｐｐｒｏａｃｈｔｏｓｔｕｄｙｔｈｅｓｔｒｅｓｓｓｙｓ
ｔｅｍｉｎａｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｏｆｆｏｒｃｅｆｒｅｅｐａｒｔｉｃｌｅｓ，Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅ
ｔｈｅｏｒｙｆｏｒｔｈｅｖｉｓｃｏｓｉｔｙｏｆｄｉｌｕｔｅｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｏｆｒｉｇｉｄｓｐｈｅｒｅｓａ
ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｃａｎｂｅｖｉｅｗｅｄａｓａｓｉｎｇｌｅｐｈａｓｅ

Ｓ＝ηｓｕｓＡ，ηｓｕｓ ＝ηｆ１＋
５
２( ) （１）

ｗｈｅｒ －ｖｏｌｕｍｅｆｒａｃｔｉｏｎｏｆｓｏｌｉｄｐａｒｔｉｃｌｅｓｉｎｎａｎｏｆｌｕｉｄ．
ＴｈｅｉｍｐｒｏｖｅｄＥｉｎｓｔｅｉｎｍｏｄｅｌｉｓｇｉｖｅｎａｓ

ηｅｆｆ＝ηｆ
１＋０．５
（１－）２

ｗｈｅｒｅ：ηｅｆｆ －ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｖｉｓｃｏｓｉｔｙｏｆｔｗｏｐｈａｓｅｆｌｕｉｄ，
ηｆ－ａｐｐａｒｅｎｔｖｉｓｃｏｓｉｔｙｏｆｆｌｕｉｄ．ＴｈｉｓｉｓｔｈｅＥｉｎｓｔｅｉｎｒｅｓｕｌｔ
ｆｏｒｔｈｅｖｉｓｃｏｓｉｔｙｏｆａｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｏｆｄｉｌｕｔｅｒｉｇｉｄｓｐｈｅｒｅｓ．

Ｂｒｉｎｋｍａｎｍｏｄｅｌｉｓｕｓｅｄｉｎｒｅｓｅａｒｃｈｏｎｎａｎｏｆｌｕｉｄ
ｆｌｏｗ［６９］，ｗｈｉｃｈｉｓｇｉｖｅｎａｓ

ηｅｆｆ＝
ηｆ

（１－）２．５
（２）

Ｏｎｔｈｅｂａｓｉｓｏｆａｂｏｖｅｒｅｓｕｌｔｓｔｈｅｎｏｎ－Ｎｅｗｔｏｎｉａｎｓｉｍ
ｐｌｅｆｌｕｉｄｉｎｓｅｎｓｅｏｆＮｏｌｌａｎｄＣｏｌｅｍａｎｉｓｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｆｏｒ
ｎａｎｏｆｌｕｉｄ，ｔｈｅｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｗｈｉｃｈｉｓｇｉｖｅｎａｓ

Π ＝ψ（）Ｓ，Ｓ＝Ｓ∞ｓ＝０ Ｃｔ（ｘ，ｔ，ｓ[ ]） （３）
ｗｈｅｒｅΠ －ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｓｔｒｅｓｓｔｅｎｓｏｒｆｏｒｓｉｍｐｌｅｎａｎｏｆｌｕｉｄ，Ｓ
－ｓｔｒｅｓｓｔｅｎｓｏｒｆｏｒｂａｓｉｃｓｉｍｐｌｅｆｌｕｉｄ，Ψ（）－ｎａｎｏ－ｃｏｎ
ｓｔｉｔｕｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎ．

Ａｓｅｒｉｅｓｏｆｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｅｄ［１］ｔｈａｔｔｈｅｖｉｓ
ｃｏｓｉｔｙａｎｄｔｈｅｒｍａｌｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙｏｆｎａｎｏｆｌｕｉｄａｒｅｍａｉｎｌｙｆｕｎｃ
ｔｉｏｎｓｏｆｖｏｌｕｍｅｆｒａｃｔｉｏｎｏｆｓｏｌｉｄｐａｒｔｉｃｌｅｓｉｎｉｔ，ｍｅａｎｗｈｉｌｅ
ｆｏｒｔｈｅｖｉｓｃｏｓｉｔｙｏｆａｄｉｌｕｔｅｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｏｆｒｉｇｉｄｓｐｈｅｒｅｓｔｈｅ
Ｅｉｎｓｔｅｉｎ，ｉｍｐｒｏｖｅｄａｎｄＢｒｉｃｋｍａｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｒｅｕｓｅｄｆｏｒｏｎｅ
ｐｈａｓｅｆｌｕｉｄｍｏｄｅｌｏｎｔｈｅｂａｓｉｓｏｆｗｈｉｃｈａｎａｎｏ－ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ
ｆｕｎｃｔｉｏｎψ（）ｉｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｉｎｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ（３）ｔｏ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅｔｈｅｓｐｅｃｉａｌｐｒｏｐｅｒｔｙｏｆｔｗｏｐｈａｓｅｎａｔｕｒｅｏｆ
ｎａｎｏｆｌｕｉｄ：

ψ（）→１，ｗｈｅｎ→０
Ｔｈｅｎａｎｏｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎψ（）ｉｓｍｏｒｅｃｏｍｐｌｅｘ

ｏｎｅｗｈｉｃｈｄｅｐｅｎｄｓｎｏｔｏｎｌｙｍａｉｎｌｙｏｎｖｏｌｕｍｅｆｒａｃｔｉｏｎｏｆ
ｓｏｌｉｄｐａｒｔｉｃｌｅｓ，ｂｕｔａｌｓｏｏｎｐａｒｔｉｃｌｅ＇ｓｄｉａｍｅｔｅｒ，ｓｈａｐｅ，
ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅａｎｄｓｏｏｎ．Ｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｐａｐｅｒｉｓｌｉｍｉｔｅｄｔｏｓｔｕｄｙ
ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｔｈｅｍａｉｎｆａｃｔｏｒ－ｖｏｌｕｍｅｆｒａｃｔｉｏｎｏｆｓｏｌｉｄｐａｒｔｉ
ｃｌｅｓ．

Ｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎ（３）ｉｓｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｓｉｍｐｌｅｆｌｕｉｄｆｏｒ
ｎａｎｏｆｌｕｉｄ．Ｆｏｒａｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｓｍａｌｌｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ，ｔｈｅｄｉｓｔｕｒｂ
ａｎｃｅｓｔｒｅｓｓｉｓａｌｉｎｅａｒｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｏｆｔｈｅｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｐａｒｔｏｆ
ｔｈｅｒｉｇｈｔＣａｕｃｈｙｓｔｒａｉｎｔｅｎｓｏｒ．Ｈｅｎｃｅ，ｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｉｎ
（３）ｈａｓａｎｉｎｔｅｇｒａｌｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ

Ｓ′ｉｊ（ｘ，ｔ）＝ψ（）∫
∞

０

Ｒｉｊｋｌ（ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｓ）Ｃ′ｋｌ（ｘ，ｔ，ｓ）ｄｓ（４）

ｗｈｅｒｅｋ１、ｋ２、ｋ３ －ｋｉｎｅｍａｔｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｆｌｏｗ．Ｔｈｅｃｏｎ
ｃｅｐｔｏｆｓｈｏｒｔｍｅｍｏｒｙｉｓｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｆｏｒｔｈｅｍａｇｎｅｔｉｃｎａｎｏｆｌｕ
ｉｄｔｏｏ，ｔｈｉｓｍｅａｎｓｔｈａｔｔｈｅｋｅｒｎｅｌｆｕｎｃｔｉｏｎｓｉｎａｂｏｖｅｉｎｔｅｇｒａｌ
ｅｘｐａｎｓｉｏｎａｒｅｏｆＭａｘｗｅｌｌｃｈａｒａｃｔｅｒ，ｔｈｅｆｉｒｓｔｔｅｒｍｏｆｒｉｇｈｔ
Ｃａｕｃｈｙｔｅｎｓｏｒｃａｎｂｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄｂｙ

Ｃ′ｋｌ＝－λ０珋ｓＡ′ｋｌ
１

＋０（λ２０）≈－ｓＡ′ｋｌ
１

（５）
ｗｈｅｒｅ珋ｓ＝ｓ／λ０．Ｂｙｉｎｓｅｒｔｉｎｇ（５）ｉｎｔｏ（４）ｏｎｅｏｂｔａｉｎｓ

Ｓ′ｉｊ（ｘ，ｔ）＝
１
２ＷｉｊｋｌＡ′ｋｌ

１

（６）

ｗｈｅｒｅ

Ｗｉｊｋｌ＝－２∫
∞

０

ｓＲｉｊｋｌ（ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｓ）ｄｓ （７）

Ｔｈｅｄｉｓｔｕｒｂｅｄｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ（６） ｃａｎ ｂｅ
ｒｅｄｕｃｅｄｔｏ

∑′ｊ＝ｋｊｓａ′ｓ （８）

ｗｈｅｒｅ

８２
&'()*+*,

（
-./*0

）　　　　　 　　　　　　　２０１６
$

６
%



ａ′＝

Ａ′１１
Ａ′２２
Ａ′３３
Ａ′１２
Ａ′１３
Ａ′



















２３

，∑ ＝

Ｓ′１１
Ｓ′２２
Ｓ′３３
Ｓ′１２
Ｓ′１３
Ｓ′



















２３

Ｔｈｅｄｉｓｔｕｒｂｅｄｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｙｗｉｌｌｂｅ
ｄｅｖｅｌｏｐｅｄｔｏｓｔｕｄｙｎａｎｏｆｌｕｉｄｍｏｔｉｏｎ．Ｄｕｅｔｏｇｌｉｄｉｎｇｍｏｔｉｏｎ
ｏｆｎａｎｏｐａｒｔｉｃｌｅｓｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｂａｓｉｃｆｌｏｗａｎｄｔｈｅｒｍａｌｄｉｆ
ｆｕｓｉｏｎａｄｉｓｔｕｒｂｅｄｆｌｏｗｃａｕｓｅｄｂｙｒａｎｄｏｍｍｏｔｉｏｎｏｆｎａｎｏ－
ｐａｒｔｉｃｌｅｓｉｓｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄａｓａｎｅａｒｌｙｂａｓｉｃｆｌｏｗ，ｗｈｉｃｈｉｓｇｅｎ
ｅｒａｌｉｚｅｄｂｙａｓｌｉｇｈｔｌｙｒｏｔａｔｉｏｎｏｆｂａｓｉｃｆｌｏｗｏｆｏｎｅｐｈａｓｅｆｌｕｉｄ
ｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅ１，２，３ａｘｅｓｏｆｔｈｅＣａｒｔｅｓｉａｎｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ
ｓｙｓｔｅｍ．ＴｈｅｒｏｔａｔｉｏｎｍａｔｒｉｘｉｓｄｅｎｏｔｅｄｂｙδＱ

δＱ＝

０ δα１ δα２
－δα１ ０ δα３
δα２ δα３









０

（９）

ｗｈｅｒｅｔｈｅδα１，δα２，δα３ ａｒｅｓｍａｌｌｒｏｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅｓ．Ｔｈｅ
ｎｅａｒｌｙｂａｓｉｃｆｌｏｗｃａｎｂｅｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄａｓｍａｌｌｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｏｆ
ｔｈｅｂａｓｉｃｆｌｏｗ．

ＦｏｒｔｈｅｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｎａｎｏｆｌｕｉｄｆｌｕｉｄｔｈｅｄｉｓｔｕｒｂｅｄＲｉｖ
ｌｉｎＥｒｉｃｋｓｅｎｔｅｎｓｏｒａｎｄｅｘｔｒａｓｔｒｅｓｓｔｅｎｓｏｒａｒｅａｓｓｕｍｅｄｔｏｂｅ
ｏｆ

Ａ′ｉｊ＝Ａ′ｉｊ（ｘ，ｔ，ｋ２，ｋ３，）
Ｓ′ｉｊ＝Ｓ′ｉｊ（ｘ，ｔ，ｋ２，ｋ３，） （１０）
Ｔｈｅｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｆｌｏｗｉｓｃｒｅａｔｅｄｂｙｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｗｏ

ｆａｃｔｏｒｓ：
（１）Ｓｌｉｇｈｔｌｙｒｏｔａｔｉｏｎｏｆｂａｓｉｃｆｌｏｗ ｏｆｏｎｅｐｈａｓｅ

ｎａｎｏｆｌｕｉｄｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅ１，２，３ａｘｅｓｏｆｔｈｅＣａｒｔｅｓｉａｎ
ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ；

（２）Ｖａｒｉａｔｉｏｎｉｎｋｉｎｅｍａｔｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓｋ１，ｋ２，ｋ３ｏｆ
ｎａｎｏｆｌｕｉｄｆｌｏｗ．

ＴｈｅｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅＲｉｖｌｉｎＥｒｉｃｋｓｅｎｔｅｎｓｏｒａｎｄｅｘｔｒａｓｔｒｅｓｓ
ｔｅｎｓｏｒａｒｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｂｙｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎｓ：

Ａ′＝Ａ
ｋ１
δｋ１＋

Ａ
ｋ２
δｋ２＋

Ａ
ｋ３
δｋ３＋δＱＡ－ＡδＱ

Ｓ′＝Ｓ
ｋ１
δｋ１＋

Ｓ
ｋ２
δｋ２＋

Ｓ
ｋ３
δｋ３＋δＱＳ－ＳδＱ （１１）

Ｔｈｅｅｘｔｅｎｓｉｏｎａｌｆｌｏｗｏｆｎａｎｏｆｌｕｉｄｉｓｓｔｕｄｉｅｄ，ｖｅｌｏｃｉｔｙ
ｆｉｅｌｄｏｆｗｈｉｃｈｉｓｇｉｖｅｎａｓ

ｖ１ ＝ｋ１ｘ１，ｖ２ ＝ｋ２ｘ３，ｖ３ ＝ｋ３ｘ３ （１２）
ｗｈｅｒｅｋ１，ｋ２，ｋ３ ａｒｅｃｏｎｓｔａｎｔｅｌｏｎｇａｔｉｏｎｒａｔｅｓｉｎ１，２，３
ａｘｅｓ．Ｗｈｅｎｔｈｅｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅｆｌｕｉｄｉｓｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄｔｈｅｒｅｌａ
ｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｉｌｉｔｙｉｓｓａｔｉｓｆｉｅｄ．Ｂｕｔｆｏｒｍｏｒｅｇｅｎｅｒ
ａｌｃａｓｅｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｉｌｉｔｙｄｏｅｓｎｏｔｓａｔｉｓｆｙ，
ｔｈｅｎａｎｏ－ｆｌｕｉｄｓｈｏｕｌｄｂｅｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅｏｎｅｗｈｉｃｈｗｉｌｌｂｅ

ｓｔｕｄｉｅｄ
ｋ１＋ｋ２＋ｋ３≠０
ＦｏｒｂａｓｉｃｆｌｏｗｔｈｅｆｉｒｓｔＲｉｖｌｉｎ－Ｅｒｉｃｋｓｅｎｔｅｎｓｏｒａｎｄｔｈｅ

ｓｔｒｅｓｓｔｅｎｓｏｒａｒｅｇｉｖｅｎｂｙ

Ａ＝

２ｋ１ ０ ０

０ ２ｋ２ ０

０ ０ ２ｋ









３

Ｓ＝

Ｓ１１ ０ ０

０ Ｓ２２ ０

０ ０ Ｓ









３３

（１３）

ＴｈｅｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅＲｉｖｌｉｎＥｒｉｃｋｓｅｎｔｅｎｓｏｒａｎｄｅｘｔｒａｓｔｒｅｓｓ
ｔｅｎｓｏｒａｒｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｂｙｅｑｕａｔｉｏｎ（１１）．Ｉｎｓｅｒｔｉｎｇｔｈｅ
ｏｂｔａｉｎｅｄｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓｉｎｔｏｅｑｕａｔｉｏｎ（８）ａｎｄｔａｋｉｎｇａｃｃｏｕｎｔ
ｏｆｔｈｅｆａｃｔｔｈａｔｔｈｅδｋ１，δｋ２，δｋ３，δａ１，δｋ２，δｋ３，ｃａｎｂｅ
ｖａｒｉｅｄｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｌｙ，ａｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｎｕｍｂｅｒｏｆｌｉｎｅａｒｅｑｎｓ．
ａｒｅｏｂｔａｉｎｅｄｗｈｉｃｈｕｎｉｑｕｅｌｙｄｅｔｅｒｍｉｎｅｔｈｅ３６ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｋｉｓ
ｉｎｅｑｕａｔｉｏｎ（８）．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｉｓｇｉｖｅｎ．

Ｆｏｒｔｈｅｓｉｍｐｌｅｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅｎａｎｏ－ｆｌｕｉｄｔｈｅｄｉｓ
ｔｕｒｂｅｄｓｔｒｅｓｓｔｅｎｓｏｒｉｓｒｅｄｕｃｅｄｔｏ

δｋ１，δｋ２，δｋ３，δα１，δα２，δα３ｃａｎｂｅｖａｒｉｅｄ

σ′２ ＝ψ（）
σ２
ｋ２
Ｄ′２２＋

σ２
ｋ３
Ｄ′( )３３

σ′３ ＝ψ（）
σ３
ｋ２
Ｄ′２２＋

σ３
ｋ３
Ｄ′( )３３

τ′１２ ＝－
ψ（）σ１
（２ｋ２＋ｋ３）

Ｄ′１２

τ′１３ ＝－
ψ（）σ３
（２ｋ２＋ｋ３）

Ｄ′１３

τ′２３ ＝－
ψ（）σ２
（ｋ２－ｋ３）

Ｄ′２３ （１４）

Ａｓａｎａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｅｖｅｌｏｐｅｄｄｉｓｔｕｒｂｅｄｃｏｎｓｔｉｔｕ
ｔｉｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｔｈｅｍｏｔｉｏｎｏｆａｓｔｒｅｔｃｈｉｎｇｓｈｅｅｔｏｆｎａｎｏｆｌｕｉｄ
ｗｉｌｌｂｅｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ．

２ Ｔｈｅｒｍａｌｆｌｏｗｏｆｎａｎｏｆｌｕｉｄ

Ａｎｉｍｐｏｒｔａｎｔａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｅｖｅｌｏｐｅｄｄｉｓｔｕｒｂｅｄ
ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅｔｈｅｏｒｙｔｈｅＰｏｉｓｅｕｉｌｌｅｔｈｅｒｍａｌｆｌｏｗｗｉｌｌｂｅｓｔｕｄ
ｉｅｄ．Ｔｈｅｔｈｅｒｍａｌｎａｎｏｆｌｕｉｄｆｌｏｗｉｓａｆｌｏｗｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏｉｎｆｉ
ｎｉｔｅｐｌａｎｅｓｗｉｔｈｄｉｓｔａｎｃｅｏｆ２ｈ．Ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｈｅｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎ
ｏｆＺａｈｏｒｓｋｉ，ｔｈｅｆｌｏｗｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏｉｎｆｉｎｉｔｅｐｌａｎｅｓｗｉｌｌｂｅ
ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄａｓａｎｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｏｍｅｓｔｒｅｔｃｈｉｎｇｍｏｔｉｏｎ，ｉ．ｅ．
ａｓａｆｌｏｗｗｉｔｈｄｏｍｉｎａｔｉｎｇｅｘｔｅｎｓｉｏｎ，ｔｈｅｒｅｂｙｔｈｅａｂｏｖｅ
ｄｅｖｅｌｏｐｅｄｄｉｓｔｕｒｂｅｄｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅｔｈｅｏｒｙｃａｎｂｅａｖａｉｌａｂｌｅｆｏｒ
ｔｈｅｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｔｈｅｒｍａｌｆｌｏｗ．Ｔｈｅｖｅｌｏｃｉｔｙｆｉｅｌｄｉｓｇｉｖ
ｅｎ．Ｎｅｇｌｅｃｔｉｎｇｉｎｅｒｔｉａｉｎｇｏｖｅｒｎｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎｓａｎｄｔａｋｉｎｇ
ａｃｃｏｕｎｔｏｆｔｈｅｖｅｌｏｃｉｔｙｆｉｅｌｄｔｈｅｍｏｔｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎａｎｄｅｎｅｒｇｙ

９２
!

２９
"!

３
#

　　ＨＡＮＳｈｉｆａｎｇ，ｅｔａｌ：ＤｉｓｔｕｒｂｅｄＣｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅＡｐｐｒｏａｃｈｔｏＨｅａｔＴｒａｎｓｆｅｒｏｆＮｏｎＮｅｗｔｏｎｉａｎＮａｎｏｆｌｕｉｄＦｌｏｗ



ｅｑｕａｔｉｏｎａｒｅｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ．
ＦｏｒｔｈｅｎａｎｏｆｌｕｉｄｔｈｅＭａｘｗｅｌｌｆｌｕｉｄｃａｎｂｅｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ

ａｓａｃａｒｒｉｅｒｌｉｑｕｉｄ，ｔｈｅｔｏｔａｌｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆｔｈｅｎａｎｏｆｌｕｉｄｉｓｓｐｌｉｔ
ｉｎｔｏｔｗｏｐａｒｔｓ；ｂａｓｉｃＭａｘｗｅｌｌｆｌｕｉｄａｎｄｎａｎｏ－ｄｉｓｔｕｒｂｅｄ
ｆｌｏｗ．Ｆｏｒｕｐｐｅｒ－ｃｏｎｖｅｃｔｅｄＭａｘｗｅｌｌｆｌｕｉｄｔｈｅｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ
ｓｔｒｅｓｓｃｏｍｐｏｎｅｎｔｉｓｇｉｖｅｎｂｙｔｈｅｄｉｓｔｕｒｂｅｄｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅｔｈｅｏ
ｒｙ．Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｖａｒｉａｂｌｅｓａｒｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ

τ＝
ηｎｆｔ
ρＲ２
．η＝ ｙｈ，ξ＝

ｚ
ｈ

ｐ^＝ ｐ
（Δｐ／Ｌ）ｈ

＝ ｐ
（ηｎｆＶ０）／ｈ

珔τｙｚ ＝
τｙｚ

（Δｐ／Ｌ）ｈ
＝ ｈ
ηｎｆＶ０

τｙｚ

Ｆ＝ｗ^＝ｗＶ０
，^Ｔ＝

Ｔ－Ｔｍ
Ｔｗ－Ｔｍ

，^ｋｉ＝λｎｆｋｉ （１５）

Ｐｒ＝
ｃｖηｎｆ
αｎｆ

Ｂｒ＝
ηｎｆＶ

２
ｍ

（Ｔｍ －Ｔｗ）αｎｆ

Ｒｅ＝
ρｈＶｍ
ηｎｆ

（１６）

ｗｈｅｒｅＴｍ －ａｖｅｒａｇｅｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｏｆｎａｎｏｆｌｕｉｄｆｌｏｗ，Ｔｗ－ｗａｌｌ
ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅａｔｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙ．Ｆｏｒｓｔｅａｄｙｐｒｏｃｅｓｓｔｈｅｅｎｅｒｇｙ
ｅｑｕａｔｉｏｎｉｓｆｉｎａｌｌｙｒｅｄｕｃｅｄｔｏ

珋ｐ０
ξ
（η２－１）

珔Ｔ
ξ
＝ ２
ＰｒＲｅ

２珔Ｔ
η２
＋２ＢｒＰｒＲｅ

珋ｐ０
ξ

珋ｐ０
ξ
＋ １－

（２珋ｋ２＋珋ｋ３）（１－２珋ｋ１）（１－２珋ｋ３）
ψ（）（珋ｋ３－珋ｋ１

[ ]）

珋ｐ
{ }ξη２
（１７）

ＴｈｅｉｍｐｒｏｖｅｄＫａｎｔｏｒｏｖｉｃｈｖａｒｉａｔｉｏｎａｌａｐｐｒｏａｃｈｉｓｕｓｅｄ
ｔｏｓｏｌｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ（１７）．Ａｓｅｒｉｅｓｏｆｓｈａｐｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓｉｓｐｒｏ
ｐｏｓｅｄｗｈｉｃｈｉｓｇｉｖｅｎａｓ

１－η( )４ ，１－η( )４ η２… （１８）

Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｏｐｅｒａｔｏｒｉｓｄｅｆｉｎｅｄ

Ｌ（Ｔ）＝ＰｒＲｅ２
珋ｐ０
ξ η

２－( )１
珔Ｔ
ξ
－

２珔Ｔ
η２

２

＋Ａ０Ｂｒη
２

Ａ０ ＝
珋ｐ０
ξ
珋ｐ０
ξ{ ＋

１－
（２珋ｋ２＋珋ｋ３）（１－２珋ｋ１）（１－２珋ｋ３）

ψ（）（珋ｋ３－珋ｋ１
[ ]）

珋ｐ
}ξ （１９）

Ｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｓａｓｓｕｍｅｄｔｏｂｅｏｆ
Ｔ（ξ，η）＝（１－η４）１（ξ）＋（１－η

４）η２２（ξ）… （２０）
ＵｓｉｎｇｔｈｅｉｍｐｒｏｖｅｄＫａｎｔｏｒｏｖｉｃｈａｐｐｒｏａｃｈ［４－５］ｔｈｅｆｏｌ
ｌｏｗｉｎｇｉｎｔｅｇｒａｌｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｉｓｓａｔｉｓｆｉｅｄ

∫Ｌ（Ｔｋ）（１－η４）η２（ｋ－１）ｄηδｋｄξ＝０
ｋ＝１，２… （２１）

Ｔｈｅｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆｔｈｅｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｏｆ２ｎｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｗｉｌｌ
ｂｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

珔Ｔ２（ξ，η）＝
Ａ０Ｂｒ
１２ １－ １

（１＋β１）
ｅｘｐ ２

ＰｒＲｅ／
珋ｐ０
( )ξλ１[ ]{ }ξ

（１－η４）－
β１
１＋β１

Ａ０Ｂｒ
１２ｅｘｐ

２
ＰｒＲｅ／

珋ｐ０
( )ξλ１[ ]ξ（１－η４）η２ （２２）

ＩｎｇｅｎｅｒａｌｃａｓｅｔｈｅａｖｅｒａｇｅｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅＴｍｉｓｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙａ
ｓｐｅｃｉａｌｆｏｒｍｗｈｉｃｈｉｓａｃｏｎｓｔａｎｔｆｏｒｄｅｆｉｎｉｔｅξ

Ｎｕ＝
Ａ０Ｂｒ
３ １－ｅｘｐ ２

ＰｒＲｅ／
珋ｐ０
( )ξλ１[ ]{ }ξ （２３）

Ｗｈｅｎｔｈｅξｉｓｅｎｏｕｇｈｇｒｅａｔｔｈｅｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｆｉｅｌｄｉｓｆｕｌｌｙｄｅ
ｖｅｌｏｐｅｄＴｍ．Ｔｈｅａｖｅｒａｇｅｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｃａｎｂｅｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄａｓａ
ｃｏｎｓｔａｎｔｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏξ．ＴｈｅＮｕｓｓｅｌｔｎｕｍｂｅｒｃａｎｂｅｓｉｍ
ｐｌｉｆｉｅｄａｓｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

Ｎｕ＝
Ａ０Ｂｒ
３ （２４）

Ｆｉｇｕｒｅ１ ｆｌｏｗｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏｉｎｆｉｎｉｔｅｐｌａｎｅｓ

Ｆｉｇｕｒｅ２ ＤｉｓｔｕｒｂｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆＭａｘｗｅｌｌｆｌｕｉｄ
１－ＢａｓｉｃＭａｘｗｅｌｌｆｌｕｉｄｆｌｏｗ；

珋ｋ１ ＝－０．５，珋ｋ２ ＝０．３，珋ｋ３ ＝０．２，ｄ珋ｐ０／ｄξ＝１

ＲｅｓｕｌｔｓａｎｄＣｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ

Ａｓａｎｉｍｐｏｒｔａｎｔａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｅｖｅｌｏｐｅｄｄｉｓｔｕｒｂｅｄ
ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅｔｈｅｏｒｙｔｈｅｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｔｈｅｒｍａｌｎａｎｏｆｌｕｉｄ
ｆｌｏｗｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏｉｎｆｉｎｉｔｅｐｌａｎｅｓｉｓｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ．Ｔｈｅｆｌｏｗ
ｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏｉｎｆｉｎｉｔｅｐｌａｎｅｓｉｓｓｉｍｕｌａｔｅｄａｓａｆｌｏｗｗｉｔｈｄｏｍｉ
ｎａｔｉｎｇｅｘｔｅｎｓｉｏｎ，ｔｈｅｄｉｓｔｕｒｂｅｄｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅｔｈｅｏｒｙｈａｓｂｅｅｎ
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Ｆｉｇｕｒｅ３ Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｆｉｅｌｄｏｆｓｅｃｏｎｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ
珔Ｔ（ξ，η）ｆｏｒｈｅａｔｔｒａｎｓｆｅｒｔｈｅｏｒｙ

Ｆｉｇｕｒｅ４ ＣｈａｎｇｅｏｆＮｕｓｓｅｌｔｎｕｍｂｅｒＮｕｗｉｔｈ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｄｉｓｔａｎｃｅξｆｏｒｓｅｃｏｎｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｏｆ

ｈｅａｔｔｒａｎｓｆｅｒｔｈｅｏｒｙ
Ｂｒ＝１００，Ａ０ ＝０．４，Ｐｒ＝１．０，λ１ ＝２．５１７１３０９１

Ｆｉｇｕｒｅ５ ＣｈａｎｇｅｏｆＮｕｓｓｅｌｔｎｕｍｂｅｒＮｕｗｉｔｈｖｏｌｕｍｅ
ｆｒａｃｔｉｏｎｏｆｓｏｌｉｄｐａｒｔｉｃｌｅｓｆｏｒｎａｎｏｆｌｕｉｄｈｅａｔｔｒａｎｓｆｅｒｏｆ

ｓｅｃｏｎｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎＥｉｎｓｔｅｉｎｍｏｄｅｌ
珋ｋ１ ＝－０．５，珋ｋ２ ＝０．３，珋ｋ３ ＝０．２，ｄ珋ｐ０／ｄξ＝１

ｕｔｉｌｉｚｅｄｆｏｒｔｈｅｔｈｅｒｍａｌｎａｎｏｆｌｕｉｄｆｌｏｗ．Ｕｓｉｎｇｔｈｅｉｍｐｒｏｖｅｄ
ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌＫａｎｔｏｒｏｖｉｃｈｍｅｔｈｏｄａｎｄｔｈｅｃｏｍｐｕｔｅｒｓｏｆｔｗａｒｅ
Ｍａｐｌｅ１６ａｒｔｉｆｉｃｉａｌａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｈｅｒｍａｌｎａｎｏｆｌｕ
ｉｄｆｌｏｗｉｓｏｂｔａｉｎｅｄ．

Ｂａｓｅｏｎｔｈｅｄｉｓｔｕｒｂｅｄｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅｔｈｅｏｒｙａｎｄｕｓｉｎｇｔｈｅ
ｉｍｐｒｏｖｅｄＫａｎｔｏｒｏｖｉｃｈｖａｒｉａｔｉｏｎａｌａｐｐｒｏａｃｈｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆ
ｎａｎｏｆｌｕｉｄｔｈｅｒｍａｌｆｌｏｗｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏｉｎｆｉｎｉｔｅｐｌａｎｅｓａｒｅｓｈｏｗｎ
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