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ｎ维空间上一类对称区域的 ｎ重积分性质及
其应用研究

沈 澄

（浙江工商职业技术学院，浙江 宁波 ３１５０１２）

　　摘　要：ｎ重积分与定积分的概念在数量关系上的一致性使它们具有诸多类似的性质，单变量奇偶

函数在对称区间上定积分的运算性质，能够推广到 ｎ维空间一类对称区域的 ｎ重积分。通过讨论空间

对称点的坐标轮换，以及对称点从对称区域Ω１到Ω２映射变换的Ｊａｃｏｂｉａｎ行列式，性质推广得以严格证

明。结论作为基础理论具有实际应用价值：简化ｎ维球体的面积公式推导；巧用对称性提高工程计算效

率；帮助人们更好地理解和讨论ｎ维空间的数学问题，构建良好的数学思想方法与数学解题行为。
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引 言

单变量奇偶函数的定积分运算是常见的定积分应

用，它在对称区间上的运算性质能够推广到 ｎ维空间

上一类对称区域的 ｎ重积分，文献［１－２］给出了该定

积分性质对单变量函数成立的证明与应用，文献［３］

的研究将其推广到二维、三维空间的积分运算，文献［３

－９］针对二元、三元奇偶函数基于不同类型对称区域

上重积分进行了具体的运算与讨论，文献［４］定义了 ｎ

元奇偶函数，文献［４－６］指出该性质对 ｎ元函数也成

立，但没给出严格的数学证明。文献［１０］指出，若 ｎ

元函数 ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）在下列不等式确定的 ｎ维空

间有界闭域内连续，

Ω：

ａ≤ｘ１≤ｂ

ｈ２（ｘ１）≤ｘ２≤φ２（ｘ１）

．．．　．．．　．．．　．．．　．．．

ｈｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ－１）≤ｘｎ≤φｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ－１










）

其中，ａ、ｂ为常数，ｈｉ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｉ－１）与 φｉ（ｘ１，ｘ２，…，

ｘｉ－１）均为连续函数（ｉ＝２，３，…，ｎ），则对应的 ｎ重积分

计算公式［１０］：

∫．．．

}

∫
ｎ重

Ω

ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）ｄｘ１ｄｘ２…ｄｘｎ ＝

∫
ｂ

ａ
ｄｘ１∫

φ２（ｘ１）

ｈ２（ｘ１）
ｄｘ２…∫

φｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ－１）

ｈｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ－１）
ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）ｄｘｎ

但未涉及空间对称域重积分性质的讨论。因此，本

文探究证明这个性质推广的正确性并赋予应用。

１ 二维有界对称闭域上定积分的性质定理

引理１［１２］ 若ｆ（ｘ）在闭区间［－ａ，ａ］上连续，那么

ｘ∈［０，ａ］有：

∫
ａ

－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝

２∫
ａ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ，ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ）

　０，　ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ
{

）

定理１［３］ 若函数ｆ（ｘ，ｙ）在有界闭域 Ｄ内连续，二

重积分
Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ满足：

（Ｉ）有界闭域 Ｄ可划分为对称的两部分 Ｄ１和 Ｄ２，

对称点Ｐ（ｘ，ｙ）∈Ｄ１，Ｐ′∈Ｄ２；

（ＩＩ）被积函数在对称点处的值相等或互为相反数，



那么对Ｐ∈Ｄ１有：


Ｄ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝
２
Ｄ１

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ，ｆ（Ｐ′）＝ｆ（Ｐ）

０， ｆ（Ｐ′）＝－ｆ（Ｐ
{

）

其中点Ｐ′的坐标由区域 Ｄ的对称类型确定。如：Ｄ关

于原点对称，则Ｐ（ｘ，ｙ）∈Ｄ１，Ｐ′（－ｘ，－ｙ）∈Ｄ２；Ｄ关

于ｙ＝ｘ对称，则Ｐ（ｘ，ｙ）∈Ｄ１，Ｐ′（ｙ，ｘ）∈Ｄ２。

２ ｎ维空间上一类对称区域的ｎ重积分性质证明

定理２ 若函数ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）在空间有界闭域Ω

内连续，ｎ重积分（ｎ≥３）∫．．．

}

∫
ｎ重

Ω

ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）ｄｘ１ｄｘ２…ｄｘｎ

满足：

（Ｉ）空间有界闭域Ω可划分为对称的两个子空间域

Ω１和Ω２，对称点Ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈Ω１，Ｐ′∈Ω２；

（ＩＩ）被积函数在空间对称点处的值相等或互为相

反数，那么对Ｐ∈Ω１有：

∫．．．

}

∫
ｎ重

Ω

ｆ（ｘ１，…，ｘｎ）ｄｘ１…ｄｘｎ ＝

２∫．．．

}

∫
ｎ重

Ω１

ｆ（ｘ１，…，ｘｎ）ｄｘ１…ｄｘｎ，ｆ（Ｐ′）＝ｆ（Ｐ）

０，　ｆ（Ｐ′）＝－ｆ（Ｐ
{

）

其中对称点Ｐ′的坐标由空间域Ω的对称类型确定。

证明 （１）有界闭域Ω关于Ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）单维

对称。令

ｘｊ＝ｘｉ（ｊ＝ｉ＝１，２，…，ｎ）

ｘｊ＝－ｔｉ（ｊ≠ｉ；ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ）

则

Ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｉ，…，ｘｎ）∈Ω１
Ｐ′（－ｘ１，－ｘ２，…，ｘｊ，…，－ｘｎ）∈Ω２

这个变换的Ｊａｃｏｂｉａｎ行列式［１１］记为△，因此

Δ＝
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｉ，…，ｘｎ）
（ｔ１，ｔ２，…，ｘｉ，…，ｔｎ）

＝

－１ ０ … ０ …

０ －１ … ０ …

  …  …

０ ０ … １ …

  …  …

０ ０ … ０ …

０

０



０



－１

＝（－１）ｎ－１

故对Ｐ∈Ω１有：

∫．．．

}

∫
ｎ重

Ω２

ｆ（ｘ１，…，ｘｊ，…，ｘｎ）ｄｘ１…ｄｘｊ…ｄｘｎ ＝

∫．．．

}

∫
ｎ重

Ω１

ｆ（－ｔ１，…，ｘｉ，…，－ｔｎ）（－１）ｎ－１ ｄｔ１…ｄｘｉ…ｄｔｎ ＝

∫．．．

}

∫
ｎ重

Ω１

ｆ（－ ｘ１，…，ｘｉ，…， － ｘｎ）ｄｘ１…ｄｘｉ…ｄｘｎ ＝

∫．．．

}

∫
ｎ重

Ω１

ｆ（ｘ１，…，ｘｉ，…，ｘｎ）ｄｘ１…ｄｘｉ…ｄｘｎ，ｆ（Ｐ′）＝ｆ（Ｐ）

－∫．．．

}

∫
ｎ重

Ω１

ｆ（ｘ１，…，ｘｉ，…，ｘｎ）ｄｘ１…ｄｘｉ…ｄｘｎ，ｆ（Ｐ′）＝－ｆ（Ｐ
{

）

所以

∫．．．

}

∫
ｎ重

Ω

ｆ（ｘ１，…，ｘｎ）ｄｘ１…ｄｘｎ ＝

∫．．．

}

∫
ｎ重

Ω１

ｆ（ｘ１，…，ｘｎ）ｄｘ１…ｄｘｎ＋

∫．．．
}

∫
ｎ重

Ω２

ｆ（ｘ１，…，ｘｎ）ｄｘ１…ｄｘｎ ＝

２∫．．．
}

∫
ｎ重

Ω１

ｆ（ｘ１，…，ｘｎ）ｄｘ１…ｄｘｎ，ｆ（Ｐ′）＝ｆ（Ｐ）

０，　ｆ（Ｐ′）＝－ｆ（Ｐ
{

）

（１）

（２）有界闭域Ω关于Ｘｉ中任意（ｋ＋１）维对称（ｉ＝

１，２，…，ｎ－１；ｋ＝１，２，…，ｎ－ｉ），不妨取 Ｘｉ，…，Ｘｉ＋ｋ
（ｉ＝１，２，…，ｎ－１；ｋ＝１，２，…，ｎ－ｉ），令

ｘｊ＋ｋ ＝ｘｉ＋ｋ（ｊ＝ｉ＝１，２，…，ｎ－１；ｋ＝１，２，…，ｎ－ｉ）

ｘｊ＝－ｔｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ－１；ｋ＝１，２，…，ｎ－ｉ；

ｊ＝１，２，…，ｉ－１，ｉ＋ｋ＋１，…，ｎ）

则

Ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｉ，…，ｘｉ＋ｋ，…，ｘｎ）∈Ω１
Ｐ′（－ｘ１，－ｘ２，…，ｘｊ，…，ｘｊ＋ｋ，…，－ｘｎ）∈Ω２

故

Δ＝
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｉ，…，ｘｉ＋ｋ，…，ｘｎ）
（ｔ１，ｔ２，…，ｘｉ，…，ｘｉ＋ｋ，…，ｔｎ）

＝

－１ ０ … ０ … ０ …

０ －１ … ０ … ０ …

  … ０ …  …

０ ０ … １ … ０ …

  …  …  …

０ ０ … ０ … １ …

  …  …  …

０ ０ … ０ … ０ …

０

０



０



０



－１

＝（－１）ｎ－（ｋ＋１）

因此对Ｐ∈Ω１有：

∫．．．

}

∫
ｎ重

Ω２

ｆ（ｘ１，…，ｘｊ，…，ｘｊ＋ｋ，…，ｘｎ）ｄｘ１…ｄｘｊ…ｄｘｊ＋ｋ…ｄｘｎ ＝
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∫．．．
}

∫
ｎ重

Ω１

ｆ（－ｔ１，…，ｘｉ，…，ｘｉ＋ｋ，…，－ｔｎ）Δｄｔ１…ｄｘｉ…ｄｘｉ＋ｋ…ｄｔｎ＝

∫．．．

}

∫
ｎ重

Ω１

ｆ（－ｘ１，…，ｘｉ，…，ｘｉ＋ｋ，…，－ｘｎ）ｄｘ１…ｄｘｉ…ｄｘｉ＋ｋ…ｄｘｎ ＝

∫．．．

}

∫
ｎ重

Ω１

ｆ（ｘ１，…，ｘｉ，…，ｘｎ）ｄｘ１…ｄｘｉ…ｄｘｎ，ｆ（Ｐ′）＝ｆ（Ｐ）

－∫．．．

}

∫
ｎ重

Ω１

ｆ（ｘ１，…，ｘｉ，…，ｘｎ）ｄｘ１…ｄｘｉ…ｄｘｎ，ｆ（Ｐ′）＝－ｆ（Ｐ
{

）

同（１）式的的推寻过程，结论成立。

（３）定理３［１２］设ｎ元函数ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）在空间域

Ω上可积，且满足：

（Ｉ）空间域Ω的边界方程中将 ｘｉ、ｘｊ对换后 Ω的边

界方程不变；

（ＩＩ）将积分变量ｘｉ、ｘｊ对换后，积分元素不变，则

∫．．．

}

∫
ｎ重

Ω

ｆ（ｘ１，…，ｘｉ，…，ｘｊ…，ｘｎ）ｄｘ１…ｄｘｎ ＝

∫．．．

}

∫
ｎ重

Ω

ｆ（ｘ１，…，ｘｊ，…，ｘｉ，…，ｘｎ）ｄｘ１…ｄｘｎ

因此，讨论定理２中点 Ｐ（ｘ１，…，ｘｉ，…，ｘｉ＋ｋ，…，ｘｎ）的对

称性与ｘｉ，…，ｘｉ＋ｋ的序无关，故定理２证毕。

３ ｎ维球体的面积公式推导

众所周知，在ｎ维欧氏空间Ｒｎ中，以原点为中心，ａ

为半径的ｎ维球体定义为：

Ｂｎ（ａ）＝｛（ｘ１，…，ｘｎ）：ｘ
２
１＋… ＋ｘ

２
ｎ≤ａ

２，ａ＞０｝

它的球面Ｓｎ－１（ａ）的显示方程为：

ｘｎ ＝± ａ２－（ｘ２１＋… ＋ｘ
２
ｎ－１槡 ），ｘ２１＋… ＋ｘ

２
ｎ－１≤ａ

２

当Ｒｎ中任意（ｎ－１）维曲面Ｓ有显示表示ｘｎ＝ｆ（ｘ１，ｘ２，

…，ｘｎ－１）时，Ｓ的面积σ（Ｓ）的计算公式
［１３１４］为：

∫．．．

}

∫
（ｎ－１）重

ΩＲｎ－１
１＋ ｆ

ｘ( )
１

２

＋… ＋ ｆ
ｘｎ－

( )
１槡
２

ｄｘ１…ｄｘｎ－１ （２）

有界单变量函数ｆ在球体Ｂｎ（ａ）上的积分
［１３］为：

∫．．．∫
Ｂｎ（ａ）

ｆ（ｒ）ｄｘ１…ｄｘｎ ＝
２π

ｎ
２

Γ ｎ( )２
∫
ａ

０
ｔｎ－１ｆ（ｔ）ｄｔ （３）

　　（ｒ２ ＝ｘ２１＋… ＋ｘ
２
ｎ）

因此根据球的对称性，应用本文定理２和（２）式，球

面Ｓｎ－１（ａ）的面积作如下推导：

σ（Ｓｎ－１（ａ））＝

２∫．．．∫
ｘ２１＋…＋ｘ

２
ｎ－１≤ａ

２

１＋ ｆ
ｘ( )
１

２

＋… ＋ ｆ
ｘｎ－

( )
１槡
２

ｄｘ１…ｄｘｎ－１ ＝

２ａ∫．．．∫
Ｂｎ－１（ａ）

１
ａ２－ｒ槡

２
ｄｘ１…ｄｘｎ－１

由（３）


式

（ｒ２ ＝ｘ２１＋… ＋ｘ
２
ｎ－１）

４ａπ
ｎ－１
２

Γ ｎ－１( )２
∫
ａ

０

ｔｎ－２

ａ２－ｔ槡
２
ｄｔ＝

４π
ｎ－１
２

Γ ｎ－１( )２

ａｎ－１∫
π
２

０
（ｓｉｎｕ）ｎ－２ｄｕ

令ｔ＝ａｓｉｎｕ，结合Γ函数的性质，得到ｎ维球体的面积

公式：

σ（Ｓｎ－１（ａ））＝
２π

ｎ
２

Γ ｎ( )２
ａｎ－１

４ 工程上的重积分应用

４１ ｎ维体的体积

ｎ重积分定义ｎ维空间区域有界点集的体积问题，

取被积函数为１，一个 ｎ维有界闭域 Ｖ（ｘ１，…，ｘｎ）的体

积：

μ（Ｖ（ｘ１，…，ｘｎ））＝∫．．．

}
∫

ｎ重

Ｖｎ

ｄμ

通常采用变换转化为重数较低的积分完成计算。若分析

Ｖｎ的对称性，此时积分运算将得到简化。文献［１５］中：

Ｉｆａ＞０ａｎｄｎ＞２，ｌｅｔＶｎ（ａ）ｄｅｎｏｔｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｓｅｔｉｎＲ
ｎ：

Ｖｎ（ａ）＝｛（ｘ１，．．．，ｘｎ）：ｘｉ ＋ ｘｎ ≤ａ，

ｉ＝１，．．．，ｎ－１｝

ＰｒｏｖｅｔｈａｔＶｎ（ａ）＝
２ｎ

ｎａ
ｎ

可将这个问题进一步推广：

设

ａｉ＞０（ｉ＝１，２，．．．，ｎ），ｎ≥２

Ｖｎ ＝｛（ｘ１，．．．，ｘｎ）：
ｘｉ
ａｉ
＋
ｘｎ
ａｎ
≤１，ｉ＝１，．．．，ｎ－１｝

求Ｖｎ的体积。

由于Ｖｎ的全对称性，该ｎ维体的整个体积就是ｘｉ≥

０（ｉ＝１，…，ｎ）的这部分体积的２ｎ倍，从已知条件得知

０≤ｘｎ≤ａｎ，当ｘｎ固定时，对于 ｉ＝１，…，ｎ－１一定有

０≤ｘｉ≤ａｉ１－
ｘｎ
ａ( )
ｎ

，利用定理２简化其积分运算，得到

所求ｎ维体的体积为：

Ｖｎ ＝
２ｎ

ｎａ１…ａｎ

４２ 工程积分案例

重积分亦广泛应用于工程中空间曲面面积、物体的
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质量、重心、转动惯量和引力等工程问题，积分对称性依

然发挥着计算的优势。

将一个质量均匀的圆台物体的下底面圆心放置于

坐标原点，中心轴置于ｚ轴，如果圆台的高为ｈ，上、下底

面圆的半径分别为ａ，ｂ（ｂ＞ａ＞０），密度 μ为常数，那么

侧面圆锥面的方程为：

ｚ＝ ｈ
ｂ－ａ（ｂ－ ｘ２＋ｙ槡

２）

工程中求它绕ｘ轴的转动惯量，是重积分在工程上的应

用。

微元法思想告知，对占有空间区域Ω的物体若密度

为μ（ｘ，ｙ，ｚ），该物体绕ｘ轴、ｚ轴的转动惯量为：

Ｉｘ ＝
Ω

（ｙ２＋ｚ２）μ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄＶ

ＩＺ ＝
Ω

（ｘ２＋ｙ２）μ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄＶ

因为该案例的Ω在ｚ轴上的投影区间为［０，ｈ］，所以

ＩＺ ＝μ∫
ｈ

０
ｄｚ
Ωｚ

（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ

这里Ωｚ是平面 ｚ＝ｚ（ｚ∈ ［０，ｈ］）截立体 Ω的截痕区

域，即

Ωｚ ＝ （ｘ，ｙ）ｘ２＋ｙ２≤ ｂ－ｂ－ａｈ( )ｚ }{ ２

于是

ＩＺ ＝μ∫
ｈ

０
ｄｚ∫

２π

０
ｄθ∫

ｂ－ｂ－ａｈｚ

０ ρ３ｄρ＝πμｈ（ｂ
５－ａ５）

１０（ｂ－ａ） （４）

所以

Ｉｘ ＝
Ω

（ｙ２＋ｚ２）μｄＶ＝μ
Ω

ｙ２ｄＶ＋μ
Ω

ｚ２ｄＶ

考虑到积分区域关于ｘ、ｙ轮换对称，将ｘ、ｙ互换得到

μ
Ω

ｙ２ｄＶ＝μ
Ω

ｘ２ｄＶ＝μ２
Ω

（ｘ２＋ｙ２）ｄＶ＝
（４） １
２ＩＺ

然而

μ
Ω

ｚ２ｄＶ＝μ∫
ｈ

０
ｚ２ｄｚ

ＤＺ

ｄσ＝

μ∫
ｈ

０
ｚ２ π ｂ－ｂ－ａｈ( )ｚ[ ]２ ｄｚ＝

πμ
３０（６ａ

２＋３ａｂ＋ｂ２）ｈ３ （５）

故该物体绕ｘ轴的转动惯量Ｉｘ即为
１
２Ｉｚ与（５）式的计算

结论之和：

Ｉｘ ＝
πμｈ
６０（３ａ

４＋３ａ３ｂ＋３ａ２ｂ２＋３ａｂ３＋３ｂ４＋

１２ａ２ｈ２＋６ａｂｈ２＋２ｂ２ｈ２）

５ 结束语

二重积分、三重积分 、ｎ重积分，尽管它们被积函数
的变量个数不同，积分区域不同，但仍存在许多共性，ｎ
重积分是多元函数积分学的重要内容，ｎ重积分的概念
是采用分割取近似、求和取极限的数学思想，建立特定

积分和式的极限［１６］来定义，因而在数量关系上的一致

性，使它们具有诸多类似的性质，如积分区间可加性、换

元积分、分部积分等，对一元函数成立的积分运算性质、

公式、结论是否都能推广到 ｎ维空间，这需要建立 ｎ重
积分的理论体系。本文基于单变量奇偶函数在对称区

间上定积分运算性质，推广到ｎ维空间上一类对称区域
ｎ重积分，是通过空间对称点坐标轮换的讨论，以及对称
点从对称区域Ω１到Ω２映射变换的Ｊａｃｏｂｉａｎ行列式计算
而实现。论证ｎ维空间特殊区域 ｎ重积分的这个性质
作为常规性原理的正确性，由此奠定的理论基础为求解

ｎ重积分的数学计算，提供了简便的求解方法。巧用积
分对称性提高解题效率，从而帮助人们更好地理解和讨

论ｎ维空间的数学问题，构建良好的数学思想方法与数
学解题行为。
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