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55摘5要!在 +̀*+01空间中利用广义方向导数和V,+)a4次微分的定义#指出两个局部b/X501/6Y连续函

数差与V,+)a4次微分之间的关系% 在此基础上#指出如果两个局部 b/X501/6Y连续函数 !# =' N

#

>是

V,+)a4正则的#那么结果退化到经典意义下
&

次微分与局部b/X501/6Y连续函数差的关系#并指出了当函

数 <是可微偶凸函数时# 在定理 # 的条件下两个局部b/X501/6Y连续函数的V,+)a4次微分之间的关系#最

后指出当两个局部b/X501/6Y连续函数差为常数时#两个函数的V,+)a4次微分之间的关系%

关键词!b/X501/6Y连续函数&V,+)a4次微分&V,+)a4次梯度&V,+)a4正则

中图分类号!L!!% 文献标志码!M

引 言

凸分析理论中"次微分作为微分的广义概念"在

讨论最优化条件上扮演着重要角色& 例如" #

$

为凸

函数 !在闭凸集 ?上的全局最小点当且仅当 $

&

(

!!## &M

?

!#

$

# & 在二十世纪六十年代" +̀*+01 空间

上的真凸下半连续函数 !的积分理论 $#C!% 也通过

@4*014,次微分算子解决(

(

!!##

)(

=!## "

*

#

&

N

+

!(=&O" 其中 O为常数"这一结果在不同的研究中被

广泛的应用& 微积分和线性算子理论也被扩展到许

多经典的结果中 $BC%%

&

在>空间中"考虑函数!!## (%P#P! !是b/X501/6Y

连续的#"易知在每一点的次微分都是空集"这就需要引

出非光滑分析中的重要工具V,+)a4次微分& 在文献$E%

中"非光滑现象在数学和最优化理论中出现是自然并且

频繁的"作为文献$E%中重要工具"讨论和研究V,+)a4次

微分是十分必要的&

在文献$J%中"利用凸函数差的 b/X501/6Y性质研究

函数的微分性质"指出了凸函数差的 b/X501/6Y性质与次

微分之间的关系"并进一步推广到与
&

次微分之间的关

系& 如函数!"=在Q上为下半连续凸函数"满足(对所有

的#"@

&

Q"!!## %=!##

!

!!@# %=!@# &<!#%@#"那

么"对每一个#

&

Q"

*&

0$"

(' (

&

!!##

) (

&

=!## &

(

&

<!

)

# 成立& 该思想也体现在文献$"%中&

本文在文献$J%的基础上进行探讨"利用该思想"指

出两个局部 b/X501/6Y连续函数差与 V,+)a4次微分之间

的关系&

# 预备知识

本文空间N为 +̀*+01空间"并记N

, 为N的对偶空

间"设!" =( N

#

>局部b/X501/6Y连续函数"记
)

为零向

量&

定义! 正常凸函数!(N

#

>在点#处沿方向 6 的

方向导数定义(

!R!#,6# (,/F

"

-

$

!!#&"6# %!!##

"



定义) 设!(N

#

>局部b/X501/6Y连续函数"则函数

!在点#处沿方向 6的广义方向导数定义(

!

C

!#,6# (,/F5(X

@

#

#
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!!@&"6# %!!@#

"

定义$ 设 !(N

#

>正常凸函数"称满足 !!@# %

!!##

.

'

*

"@%#0"@

&

N的向量
*&

N

,为凸函数!在

#处的次梯度"并称!在#处的次梯度的全体构成的集合

为次微分"记做
(

!!##&

定义' 设!(N

#

>局部b/X501/6Y连续函数"称满足

!

C

!#,6#

.
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*

"6 0" 6

&

N的向量
*&

N

,为函数!在#

处的次梯度"并称!在 #处的次梯度的全体构成的集合

为V,+)a4次微分"记做
(

C

!!##&

定义& 设!(N

#

>局部b/X501/6Y连续函数"若!在

点#处存在方向导数"并且对所有的 6

&

N均有!

C

!#,6#

(!R!#,6# 成立"则称!在#处 V,+)a4正则"若 !在 N上

每一点都是V,+)a4正则的"则称!是V,+)a4正则的&

! 主要结果

定理! 设!" =(N

#

>局部b/X501/6Y连续函数" <(

N

#

>可微凸函数"并且 <!

)

# ($" 有结论( !##

%

!!#

%

!B#&

!##对所有的#"@
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N"满足
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!B#对每一个#
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证明 !##

%

!!# 因为!为局部 b/X501/6Y连续函数"

由文献$T%定理 !IED 知
(

C

!!##

' (

" 由定理 # 的条件

!## 可得!!## %!!@#

!

=!## %=!@# %<!#%@#"任取

#

&

N"令#(@&"6 !其中"

&
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!!@&"6# %!!@#

!

=!@&"6# %=!@# %<!@&"6 %@#

在不等式两边同时除以""则
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因为 < 是可微的"所以
(
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)

# (*
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#+" 对
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!B# 显然成立&

命题! 如果!" =( N

#

>是V,+)a4正则的"那么在

定理 # 中有结果 !##

+

!!#

+

!B#&

证明 由于 !##

%

!!#

%

!B# 在定理 # 中已证成立"

只需说明 !B#

%

!## 即可& 因为 !" = 是 V,+)a4正则的"

所以

!

C

!#,6# (!R!#,6#" =

C

!#,6# (=R!#,6#

所以定理 # 条件 !B# 等价于
(
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证明与参考文献$J%类似"取#"@

&
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B")"记#

,
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.
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"则对每一
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利用该结果可以推出
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!
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命题) 设!" =(N

#

>局部b/X501/6Y连续函数" <(

N

#

>可微凸函数"满足 <!

)

# ($"

0
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)

# ($"<!%## (

<!##"若对所有的#"@

&

N"满足!!## %=!##

!
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=!@# %<!#%@#" 则对每一个 #

&

N" 有
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C
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证明 由定理 # 知
(' (

C
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C
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因为
(
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)
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0
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)
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C

!!##
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C

=!##&由

#"@的任意性"根据条件可得 =!## %!!##

!

=!@# %!!@# %

<!@%##" 因为 <!%## (<!##" 所以 =!## %!!##

!

=!@# %!!@# %<!#%@#&所以由定理 # 知
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C
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C
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命题$ 设!" =( N

#

>的局部b/X501/6Y连续函数"

若!%=为常数"那么
(

C

!!## (

(

C
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&

证明 因为!为局部b/X501/6Y连续函数"由文献$T%

定理 !IED 知
(

C

!!##

' (

"由!!## (=!## &O!其中O

为常数#"任取#

&

N"令#(@&"6 !其中"

&

>""0$#"

有

!!@&"6# (=!@&"6# &O

在等式两边同时减去!!@# 得

!!@&"6# %!!@# (=!@&"6# %!!@# &

O(=!@&"6# %=!@#

在等式两边同时除以""则

!!@&"6# %!!@#

"

(

=!@&"6# %=!@#
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在等式两边同时取上极限"那么
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@

#

#

"
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$

!!@&"6# %!!@#

"

(
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@

#

#
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即

!

C
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!#,6#
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(

C

!!## (

(

C
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注(在文献$J%中"提供了定义在 +̀*+01 空间凸

函数差的 b/X501/6Y连续性的标准"并且涉及了
&

次微

分"扩大了研究的工作空间& 在本文中"主要利用文

献$J%的思想"扩展到对局部 b/X501/6Y连续函数差的

研究"所涉及了 V,+)a4次微分"正是 V,+)a4次微分的

使用"表明它更适合本文"因为它涉及的函数不一定

是凸函数&

B 实 例

例 考虑函数!"=(>

#

>(

!!## (

#

" =!## (%!
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显然" !"=是局部b/X501/6Y的"易知!!## (

#

是>

上的凸函数"由文献$T%定理 !IEJ 知" !是 V,+)a4正则

的"即有 !

C

!$,6# ( !R!$,6# (

6

" 经计算得 =

C

!$,6# (=R!$,6# (!

6

"那么 =在#处是V,+)a4正则

的"取 #($"@(#" < (#

!

&#" 则 !!$# %=!$#

!

!!## %=!## %<!$ %##"那么由定理 # 可得
(

C

!!$#

)
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