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　　摘　要：求解无约束优化问题是数值计算方面的重要研究内容，求解无约束优化问题的方法较多，

选择一种较为快速且复杂度较小的方法具有重要意义。介绍无约束优化问题中７种算法的基本思想和

具体步骤，并结合ＭＡＴＬＡＢ软件编程仿真，依据定量分析对仿真结果进行对比分析，对这７种算法的优

缺点和极限点的收敛情况进行对比研究，并且根据其收敛迭代次数和数值计算结果精确度确定一个相

对有效的算法。
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引 言

随着计算机近３０年的发展，最优化方法发展成为

数学应用领域一个重要的分支。至于“最优”的解释，就

是将某一事件发展为最好的状态。如今，无论人们从事

各种活动，都希望能使所要从事的活动达到自己想要的

理想状态。在现实生活中广泛存在着最优化问题。而

将最优化问题转化为比较容易解决的数学类问题，并快

速找出最优解的数学方法就是最优化方法。求解目标

函数极大值极小值问题是数学上的一类问题，并且这也

是最优化问题。因此求解最优化问题的最优化方法是

一种数学类方法，而不是工程类方法，其重要意义体现

在不仅在经济管理学、运筹学和系统工程等数理学领

域，而且也日益广泛地应用在其他领域（如工程设

计）
［１］。

非线性最优化，或者说非线性规划，是至少有一个

含有自变量的非线性函数存在于要求解的最优化问题

的约束条件和目标函数中。所以相对应的要用非线性

规划方法求解非线性规划问题。而且相比求解线性规

划问题，其求解难度更大，因为其不同于解线性规划问

题有单纯形算法这一通用方法。解非线规划问题到目

前为止，还没有建立起适用于各种问题的一个通用算法

对非线性规划问题是普遍有效的。各个方法都有自己

特定的适用范围，因而这是需要人们深入研究的一个领

域。但由于很多问题需要进一步精确化，以及计算机的

发展，使非线性规划在近３０年得到迅速的发展，开始形

成最优化问题的一个重要分支，有广泛的应用，特别是

为最优化设计提供数学理论基础
［２］。

对于这些方法，可以大致归类为三大类方法：最速

下降法、牛顿法及拟牛顿法。根据这三大类方法，不同

研究方向的研究者都有很多研究结论。ＦｖｉｅｇｅＪ［３］等于

２０００年对最速下降法进行了分析和完善，并结合众多学

者的研究，总结出最速下降法收敛速度慢以及通常在计

算过程前期迭代或者期间插步骤适用
［４］。牛顿法是一

种求解无约束最优化问题的经典方法，但其存在的不足

（例如Ｈｅｓｓｅ矩阵的可逆性）也令其进行不断完善，比如
ＪｏｓｅｐｈＷ［５］等研究出牛顿法和最速下降法的组合方法。

拟牛顿法，类似于最速下降法，具有牛顿法的快速收敛

性，是一种较为有效的求解最优化问题的方法，并且依

据其算法思想，研究者将拟牛顿法细分为几种算法



（ＢＦＧＳ和ＳＲ１等），王宜举等［６］
在非线性规划与算法中

详细讨论了几种常见的拟牛顿法。

本文考虑如下无约束优化问题：

Ｍｉｎ
ｘ∈Ｒｎ
ｆ（ｘ）

求解这类无约束优化问题的算法很多，包括使用导

数的算法以及不使用导数的算法。本文主要研究的算

法为最速下降法、阻尼牛顿法、修正牛顿法、对称秩１算

法（ＳＲ１）、ＢＦＧＳ算法、ＤＦＰ算法和Ｂｒｏｙｄｅｎ族算法，运用
ＭＡＴＬＡＢ软件对算法进行编程，详细介绍了７种算法的

算法思想和算法步骤，并对各种算法的计算过程和结果

进行分析，总结各类算法的优缺点，并比较算法优劣，最

终得到相对有效的求解算法
［７］。此外，在相同的初始条

件下，计算和分析７种无约束优化算法对同一算例产生

的迭代点能否同时收敛到相同一个点的可行性。

１ 算法分析

１１ 最速下降法

１１１ 算法思想

最速下降法又称梯度法，它是极小化算法中一种下

降方向为负梯度方向的算法，虽然目前不再具有实用

性，但其是研究其他算法的基础。最速下降法的关键就

是选取最速下降的方向，且负梯度方向就是最速下降方

向，进行一维搜索，直至满足精度要求，停止计算
［８］。

１１２ 算法步骤

步０ 设定初始点ｘ０∈Ｒ
ｎ，容许误差０≤ε１，设

ｋ∶＝１。

步１ 计算ｇｋ ＝ｆ（ｘｋ）。若 ｇｋ ≤ε，停止计算，

并将ｘｋ作为最优解的近似解。

步２ 取方向ｄｋ ＝－ｇｋ。

步３ 依据线搜索技术来选取步长因子ａｋ。

步４ 令ｘｋ＋１∶＝ｘｋ＋ａｋｄｋ，ｋ∶＝ｋ＋１，转步１。

１２ 拟牛顿法

１２１ 算法思想

拟牛顿法的基本算法思想是利用目标函数值与一

阶导数信息，构造目标函数近似曲率，并且同时具有类

似牛顿法的快速收敛性的优点。拟牛顿法不用求逆矩

阵，而是用Ｈｅｓｓｅ矩阵的某个近似矩阵取代，是一种较为

有效的求解无约束问题的算法
［９］。

１２２ 算法步骤
（１）ＳＲ１算法步骤

步０ 设定初始点ｘ０∈Ｒ
ｎ，终止误差０≤ε１，对

称正定矩阵Ｈ０（通常取单位矩阵Ｉｎ），令ｋ∶＝０。

步１ 若ｇｋ≤ε，停止计算，并将ｘｋ作为极小点的近

似点。

步２ 计算搜索方向ｄｋ ＝－Ｈｋｇｋ。

步３ 依据线搜索技术来选取步长因子ａｋ。

步４ 令ｘｋ＋１∶＝ｘｋ＋ａｋｄｋ，确定对称正定矩阵Ｈｋ＋１，

Ｈｋ＋１ ＝Ｈｋ＋
（ｓｋ－Ｈｋｙｋ）（ｓｋ－Ｈｋｙｋ）

Ｔ

（ｓｋ－Ｈｋｙｋ）
Ｔｙｋ

步５ 令ｋ∶＝ｋ＋１，转步１。

（２）ＢＦＧＳ算法步骤［２，１０］

步０ 给定参数δ∈（０，１），σ∈ （０，０５），初始点
ｘ０∈Ｒ

ｎ，终止误差０≤ε１，对称正定矩阵Ｂ０（通常取

为Ｇ（ｘ０）或单位矩阵Ｉｎ），令ｋ∶＝０。

步１ 计算ｇｋ ＝ｆ（ｘｋ）。若 ｇｋ≤ ε，停止计算，并

将ｘｋ作为极小点的近似点。

步２ 解线性方程组，得解ｄｋ，Ｂｄｋ ＝－ｇｋ。

步３ 设ｍｋ满足如下不等式中的非负最小整数ｍ：

ｆ（ｘｋ＋δ
ｍｄｋ）≤ｆ（ｘｋ）＋σδ

ｍｇＴｋｄｋ
令

ａｋ ＝δ
ｍｋ，ｘｋ＋１ ＝ｘｋ＋ａｋｄｋ

步４ 由校正公式确定Ｂｋ＋１，

Ｂｋ＋１ ＝
Ｂｋ 　ｙＴｋｓｋ≤０

Ｂｋ－
Ｂｋｓｋｓ

Ｔ
ｋＢｋ

ｓＴｋＢｋｓｋ
＋
ｙｋｙ

Ｔ
ｋ

ｙＴｋｓｋ
　ｙＴｋｓｋ ＞{ ０

步５ 令ｋ∶＝ｋ＋１，转步１。

（３）ＤＦＰ算法步骤［７］

步０ 给定参数δ∈（０，１），σ∈ （０，０５），初始点
ｘ０∈Ｒ

ｎ，终止误差０≤ε＜＜１。初始对称正定矩阵Ｂ０
（通常取为Ｇ－１（ｘ０）或单位矩阵Ｉｎ），令ｋ∶＝０。

步１ 计算ｇｋ ＝ｆ（ｘｋ）。若ｇｋ≤ε，停算，并将 ｘｋ
作为极小点的近似点。

步２ 计算搜索方向ｄｋ ＝－Ｈｋｇｋ。

步３ 设ｍｋ满足如下不等式中的非负最小整数ｍ：

ｆ（ｘｋ＋δ
ｍｄｋ）≤ｆ（ｘｋ）＋σδ

ｍｇＴｋｄｋ
令

ａｋ ＝δ
ｍｋ，ｘｋ＋１ ＝ｘｋ＋ａｋｄｋ

步４ 由校正公式确定Ｈｋ＋１，

Ｈｋ＋１ ＝
Ｈｋ ｓＴｋｙｋ≤０

Ｈｋ－
Ｈｋｙｋｙ

Ｔ
ｋＨｋ

ｙＴｋＨｋｙｋ
＋
ｓｋｓ

Ｔ
ｋ

ｓＴｋｙｋ
　ｓＴｋｙｋ ＞{ ０

步５ 令ｋ∶＝ｋ＋１，转步１。

（４）Ｂｒｏｙｄｅｎ族算法步骤［１１１２］
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步０ 给定参数δ∈（０，１），σ∈（０，０５），初始点
ｘ０∈Ｒ

ｎ，终止误差０≤ε１。初始对称正定矩阵Ｂ０（通

常取为Ｇ－１（ｘ０）或单位矩阵Ｉｎ），令ｋ∶＝０。

步１ 计算ｇｋ ＝ｆ（ｘｋ）。若 ｇｋ≤ ε，停止计算，并

将ｘｋ作为极小点的近似点。

步２ 计算搜索方向ｄｋ ＝－Ｈｋｇｋ。

步３ 设ｍｋ满足如下不等式中的非负最小整数ｍ：

ｆ（ｘｋ＋δ
ｍｄｋ）≤ｆ（ｘｋ）＋σδ

ｍｇＴｋｄｋ
令

ａｋ ＝δ
ｍｋ，ｘｋ＋１ ＝ｘｋ＋ａｋｄｋ

步４ 由校正公式确定Ｈｋ＋１，

Ｈｋ＋１ ＝
Ｈｋ ｓＴｋｙｋ≤０

Ｈｋ－
Ｈｋｙｋｙ

Ｔ
ｋＨｋ

ｙＴｋＨｋｙｋ
＋
ｓｋｓ
Ｔ
ｋ

ｓＴｋｙｋ
＋φｖｋｖ

Ｔ
ｋ ｓＴｋｙｋ ＞{ ０

步５ 令ｋ∶＝ｋ＋１，转步１。

１３ 牛顿法

１３１ 算法思想

将在迭代点ｘｋ处的目标函数ｆ（ｘ）进行二次泰勒展

开，且将其展开式作为目标模型函数，并利用目标函数

梯度和海森矩阵逆矩阵得到后续迭代点 ｘｋ＋１。在适当条

件下，序列ｘｋ收敛，依据该二次目标模型函数极小点序

列而近似求得相应的目标函数极小点。

１３２ 算法步骤
（１）阻尼牛顿法

步０ 设定参数０≤ε１，δ∈（０，１），σ∈（０，０５），

初始点ｘ０∈Ｒ
ｎ，且ｋ∶＝０。

步１ 计算 ｇｋ ＝ｆ（ｘｋ）。若 ｇｋ≤ ε，停算，输出

ｘ ≈ｘｋ。

步２ 计算Ｇｋ ＝
２ｆ（ｘｋ），求解ｄｋ，ＧＫｄ＝－ｇｋ。

步３ 记ｍｋ满足如下不等式中的非负最小整数ｍ，

ｆ（ｘｋ＋δ
ｍｄｋ）≤ｆ（ｘｋ）＋σδ

ｍｇＴｋｄｋ
步４ 令

ａｋ ＝δ
ｍｋ，ｘｋ＋１∶＝ｘｋ＋ａｋｄｋ，ｋ∶＝ｋ＋１，

转步１。

（２）修正牛顿法

步０ 给定参数０≤ε＜＜１，δ∈ ０，( )１，

σ∈（０，０５），初始点ｘ０∈Ｒ
ｎ，令ｋ∶＝０。

步１ 计算ｇｋ ＝ｆ（ｘｋ），μ
ｋ ＝ｇｋ

１＋τ。若ｇｋ≤ε，停

止计算，并将ｘｋ为极小点的近似点。

步２ 计算Ｈｅｓｓｅ矩阵Ｇｋ＝
２ｆ（ｘｋ），求解ｄｋ，（ＧＫ

＋μｋＩ）ｄ＝－ｇｋ。

步３ 记ｍｋ满足如下不等式中的非负最小整数ｍ，

ｆ（ｘｋ＋δ
ｍｄｋ）≤ｆ（ｘｋ）＋σδ

ｍｇＴｋｄｋ
令

ａｋ ＝δ
ｍｋ，ｘｋ＋１∶＝ｘｋ＋ａｋｄｋ

步４ ｋ∶＝ｋ＋１，转步１。

２ 仿真结果以及分析

２１ 数值计算结果

运用ＭＡＴＬＡＢ对７个算法进行仿真求解无约束最

优化问题：

ｍｉｎｆ（ｘ）＝１００（ｘ２１－ｘ２）
２＋（ｘ１－１）

２

并得出结果（表１）。

表１ 仿真运行结果

算法 最优点 最优解 迭代次数ｋ 运行时间／ｓ

最速下降法 （１，１）Ｔ １１６３０ｅ－１０ １１５９ ０４３４３
ＳＲ１ （１，１）Ｔ ７０３０４ｅ－１９ ２２ ００２８６
ＢＦＧＳ （１，１）Ｔ ２２００５ｅ－１１ ２０ ００２７８
ＤＦＰ （１，１）Ｔ ７０９８３ｅ－１５ ２７ ００７３５

Ｂｒｏｙｄｅｎ族 （１，１）Ｔ ２１４６５ｅ－１７ ２３ ００２９１
阻尼牛顿法 （０８０３３，０６４３６）Ｔ ００３９０ １００ ００５７４
修正牛顿法 （０７９４６，０６２９３）Ｔ ００４２６ １５０ ００８３４

２２ 数值分析

最速下降法求得的最优解为（１，１）Ｔ，迭代次数为
１１５９，最优值为１１６３０ｅ－１０，迭代时间为０４３４３ｓ。从
仿真结果知，虽然最速下降法精准求得最优点，但是其

迭代次数太多，所以效率不高。最速下降法程序设计简

单，存储小，对初始点没有特定的要求，即使从一个不理

想的初始点出发也收敛到局部极小点。综合上述分析

结果，得出以下结论：（１）在远离极小点的迭代点，目标

函数每一次迭代都会导致其函数值下降幅度较大；（２）

在接近极小点的迭代点，由于牛顿法锯齿现象，会导致

目标函数每一次前进的距离逐渐缩短，从而使目标函数

收敛速度较慢
［１３］。

阻尼牛顿法和修正牛顿法求得的最优解为

（０８０３３，０６４３６）Ｔ和（０７９４６，０６２９３）Ｔ，迭代次数为
１００和 １５０，最优值为 ００３９０和 ００４２６，运行时间为
００５７４ｓ和００８３４ｓ。相比较最速下降法，虽然没有精

１９第２８卷第４期　　 　　　　　　毛 巍，等：无约束优化算法比较及其极值点研究



准求得目标值，但是这两种算法的迭代次数减少了许

多，相对应的运行时间也会减少很多。而且发现在程序

运行过程中，牛顿法由于求得Ｈｅｓｓｅ矩阵的逆矩阵，而在

计算过程中并不能确切保证 Ｈｅｓｓｅ矩阵一直是可逆的。

所以，当选取初始点为一定值时，就可能出现程序不能

运行的问题，这也是牛顿法最大的缺陷
［１４］。

拟牛顿法中ＳＲ１、ＢＦＧＳ、ＤＦＰ、Ｂｒｏｙｄｅｎ族４种方法的

最优解均为（１，１）Ｔ，迭代次数分别为２２、２０、２７、２３，最优

值为７０３０４ｅ－１９、２２００５ｅ－１１、７０９８３ｅ－１５、２１４６５ｅ

－１７，运行时间为００２８６ｓ、００２７８ｓ、００７３５ｓ、００２９１

ｓ。比较最速下降法和牛顿法，可以明显地发现不论是

最优点还是迭代次数，均比上述两种方法有较大的提

升。再比较拟牛顿法中４种算法的运行结果，迭代次数

以及相对应的运行时间都相差不大，但是 ＢＦＧＳ算法在

迭代次数以及相对应的运行时间上均有优势。所以，只

要精度足够高，该方法很理想
［１５］。

３ 极限点比较

３１ 计算收敛结果

由于算法的仿真结果在一定程度上会受计算机

编写相关程序的影响。因此在编写程序中出现的微

小细节都会使某一个算法的性能以及结果产生比较

大的差异性，如初始步长和一维搜索策略的不同，因

此为了消除影响，在编程时对这７种无约束最优化算

法运用定量分析，即这７种算法具有相同的一维搜索

策略、初始步长以及终止条件，尽最大可能使算法本

身成为判断算法有效性唯一依据
［１６］。因为研究的问

题都是连续且可导的，并且依据无约束最优化问题

的条件，迭代点趋于最优的快慢可以通过梯度趋于０

的快慢近似地反映出来。本文终止条件为梯度，通

过仿真结果分析评估这 ７种无约束最优化算法的有

效性。

无约束最优化问题为：

ｍｉｎｆ（ｘ）＝（ｘ３１－ｘ２）
２＋（ｘ２－ｘ１）

４

显然（０，０），（１，１），（－１，－１）均是该问题的最优

解，对于初始点分别为（１，３）、（０５，２）、（－１，－３）和
（－０５，－２）时，７种无约束优化算法的计算结果见表
２～表５。

表２ 初始点为（１，３）的计算结果
算　法 终止点ｘ ｆ（ｘ） 迭代次数ｋ 极限点

最速下降法 （１００７７，１０２３２） ５８３９２ｅ－０８ ８３３０ （１，１）

阻尼牛顿法 （００７７４，００５７８） １４７１１ｅ－１１ ３７ （０，０）

修正牛顿法 （００７７４，００５７８） １４７５３ｅ－１１ ８９ （０，０）

ＳＲ１ （００７７４，００５７７） １４７１２ｅ－１１ １４ （０，０）

ＢＦＧＳ （１０００９，１００２８） １３０８５ｅ－１１ ２６ （１，１）

ＤＦＰ （０９９８４，０９９５２） １１０１７ｅ－１０ １１８ （１，１）

Ｂｒｏｙｄｅｎ族 （０９９７８，０９９３５） ３６０６６ｅ－１０ ３５ （１，１）

表３ 初始点为（０５，２）的计算结果
算　法 终止点ｘ ｆ（ｘ） 迭代次数ｋ 极限点

最速下降法 （１００７７，１０２３２） ５８４２９ｅ－０８ ８２９９ （１，１）

阻尼牛顿法 （００１７４，００１４７） １４７１１ｅ－１１ ２２ （０，０）

修正牛顿法 （０００９３，０００００） ７４８０６ｅ－０９ １６ （０，０）

ＳＲ１ （１００１３，１００４０） ５４０２１ｅ－１１ ２３ （１，１）

ＢＦＧＳ （１００４１，１０１２５） ４８３８４ｅ－０９ １９ （１，１）

ＤＦＰ （０００７３，０００７７） １１４７３ｅ－０９ １６９５ （０，０）

Ｂｒｏｙｄｅｎ族 （００１３１，０００００） ２９６８４ｅ－０８ ２８ （０，０）

表４ 初始点为（－１，－３）的计算结果
算　法 终止点ｘ ｆ（ｘ） 迭代次数ｋ 极限点

最速下降法 （－１００７７，－１０２３２） ５８３９２ｅ－０８ ８３３０ （－１，－１）

阻尼牛顿法 （－００７７４，－００５７８） １４７１１ｅ－１１ ３７ （０，０）

修正牛顿法 （－００７７４，－００５７８） １４７５３ｅ－１１ ８９ （０，０）

ＳＲ１ （－００７７４，－００５７７） １４７１２ｅ－１１ １４ （０，０）

ＢＦＧＳ （－１０００９，－１００２８） １３０８５ｅ－１１ ２６ （－１，－１）

ＤＦＰ （－０９９８４，－０９９５２） １１０１７ｅ－１０ １１８ （－１，－１）

Ｂｒｏｙｄｅｎ族 （－０９９７８，－０９９３５） ３６０６６ｅ－１０ ３５ （－１，－１）
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表５ 初始点为（－０５，－２）的计算结果
算　法 终止点ｘ ｆ（ｘ） 迭代次数ｋ 极限点

最速下降法 （－１００７７，－１０２３２） ５８４２９ｅ－０８ ８２９９ （－１，－１）

阻尼牛顿法 （－００１７４，－００１４７） １４７１１ｅ－１１ ２２ （０，０）

修正牛顿法 （－０００９３，－０００００） ７４８０６ｅ－０９ １６ （０，０）

ＳＲ１ （－１００１３，－１００４０） ５４０２１ｅ－１１ ２３ （－１，－１）

ＢＦＧＳ （－１００４１，－１０１２５） ４８３８４ｅ－０９ １９ （－１，－１）

ＤＦＰ （－０００７３，－０００７７） １１４７３ｅ－０９ １６９５ （０，０）

Ｂｒｏｙｄｅｎ族 （－００１３１，－０００００） ２９６８４ｅ－０８ ２８ （０，０）

３２ 收敛结果分析

由表２～表５可知，最速下降法的迭代次数始终是

最多的，为８３３０次和８２９９次，在４个不同的初始点中，

当初始点设定为（１，３）、（０５，２）时，极限点为（１，１）；当

初始点设定为（－１，－３）、（－０５，－２）时，极限点为
（－１，－１）。牛顿法算法求函数极值时，４个不同初始

点产生的点列均收敛到点（０，０），而且收敛速度较快。

拟牛顿法迭代次数相对更快，其中ＳＲ１算法在初始点设

定为（１，３）、（－１，－３）时，均收敛到点（０，０），而ＢＦＧＳ、

ＤＦＰ和Ｂｒｏｙｄｅｎ族算法在初始点为（１，３）、（－１，－３）

时，分别收敛到（１，１）和（－１，－１），但初始点为（０５，

２）、（－０５，－２）时，ＳＲ１算法和 ＢＦＧＳ算法则分别收敛

到点（１，１）和（－１，－１），而ＤＦＰ和Ｂｒｏｙｄｅｎ族算法均收

敛到（０，０）。因此可知阻尼牛顿法、修正牛顿法和 ＳＲ１

算法产生的极限点具有变化的不稳定性，而另外４种算

法均产生同一趋势。

当极小化目标函数采用最速下降法时，彼此相邻两

个搜索方向存在正交性，因而产生的迭代点列路径表现

为“之”字路线。最速下降法有两个特点：局部收敛很快

和全局收敛很慢，尤其是快要到最优点时，收敛速度最

慢。牛顿法与拟牛顿法是按照固定的设定坐标方向依

次搜索，其搜索方向具有固定性。牛顿法有较快的收敛

速度，但在初始点离极小点比较远的时候，是否有下降

的方向不能确定。拟牛顿法和最速下降法一样只要求

每一步迭代时知道目标函数的梯度。相比较最速下降

法，这类方法具有巨大的优势，尤其针对较为困难的问

题。

４ 结束语

无约束最优化问题的计算方法是数值计算领域的

重要研究课题，快速求解无约束最优化问题具有重要意

义。本文针对这个问题，比较了其中的７种算法，通过

单最优点和多最优点两个数值例子的ＭＡＴＬＡＢ分析，可

以发现每一种方法的优点和其缺陷。通过分析仿真结

果，相比于最速下降法和牛顿法，可以明显地发现拟牛

顿法不论是最优点还是迭代次数，均比上述两种方法有

较大的提升。

综合而言，主要是因为这７种无约束优化算法算法

具有差异的搜索方法构造，所以在相同的初始条件情况

下，这７种算法的迭代点列就会使其对应的极限点不相

同。因此，当求解含有多个最优解的优化问题时，要根

据问题需要测验多个初始点，最终达到寻求最优解多解

的目的。
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