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Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中一类新广义非线性变分不等式组问题
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　　摘　要：变分不等式原理是当今数学技术中一个有力的研究工具，有重要的学术研究价值和意义。

在运筹学、计算机科学、系统科学、工程技术、交通和经济与管理等方面有着广泛而重要的应用。利用

η－次微分算子的预解算子技巧和辅助原理技术，研究 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的一类广义非线性变分不等式组

问题，得出该问题的解。在此基础上，引入一个带有 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续、强单调和松弛单调映射的辅助性问

题，并且利用预解算子和集值压缩映像的不动点定理证明了解的存在性与唯一性，这一结果推广、改进

和发展了相关文献的结果。
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引 言

众所周知，预解算子技巧和辅助原理技术
［１］
在变分

不等式问题中有着十分广泛的应用。近年来，许多学者

借助预解算子技巧和辅助原理技术，研究了了Ｈｉｌｂｅｒｔ空

间的非线性变分不等式组问题
［２１２］。本文在文献［１－

５］的基础上，进一步讨论了一类新广义非线性变分不等

式组解存在的唯一性，所得结果是文献［２－５］的推广和

改进。

设Ｈ是实的 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，其内积和范数分别为：

〈·，·〉和 ·。设Ａｉ：Ｈ×Ｈ→Ｈ，（ｉ＝１，２，…，ｎ）是非

线性映射，η：Ｈ×Ｈ→Ｈ，φ：Ｈ→Ｒ∪｛＋∞｝是真凸下

半连续函数，考虑如下广义非线性变分不等式组问题：

问题１ 求 （ｘ１，ｘ

２，…，ｘ


ｎ）∈ Ｈ×Ｈ××…       

×Ｈ
ｎ个Ｈ

，

使得

［ｘ１ ＋ｘ

２ －ρ１Ａ１（ｘ


１，ｘ


２），η（ｘ，ｘ


１）］＋ρ１（φ（ｘ）－φ（ｘ


１））≥０，ｘ∈Ｈ

［ｘ２ ＋ｘ

３ －ρ２Ａ２（ｘ


２，ｘ


３），η（ｘ，ｘ


２）］＋ρ２（φ（ｘ）－φ（ｘ


２））≥０，ｘ∈Ｈ

… … …

［ｘｎ－１＋ｘ

ｎ －ρｎ－１Ａｎ－１（ｘ


ｎ－１，ｘ


ｎ），η（ｘ，ｘ


ｎ－１）］＋ρｎ－１（φ（ｘ）－φ（ｘ


ｎ－１））≥０，ｘ∈Ｈ

［ｘｎ ＋ｘ

１ －ρｎＡｎ（ｘ


ｎ，ｘ


１），η（ｘ，ｘ


ｎ）］＋ρｎ（φ（ｘ）－φ（ｘ


ｎ））≥０，ｘ∈













Ｈ

其中，ρｉ＞０为常数。

　　在问题１中令ｎ＝２Ａ１（ｘ

１，ｘ


２）＝Ａ（ｘ，ｙ），Ａ２（ｘ


２， ｘ３）＝Ｔ（ｘ），ρ１ ＝ρ，ρ２ ＝γ，则问题１退化为：

［ｘ＋ｙ－ρＡ（ｘ，ｙ），η（ｘ，ｘ）］＋ρ（φ（ｘ）－φ（ｘ））≥０，ｘ∈Ｈ

［ｙ ＋ｘ －γＴ（ｘ），η（ｘ，ｙ）］＋γ（φ（ｘ）－φ（ｙ））≥０，ｘ∈{ Ｈ



其中，ρ，γ＞０为常数。此问题代宏霞在文献［３］中已

经研究。

１ 基本定义和引理

定义１ 设非线性映射Ａ（·，·）：Ｈ×Ｈ→Ｈ。

（１）称Ａ（·，·）关于第二变元是（ａ，ｂ）－松弛余强

制的，若ａ＞０，ｂ＞０，使得

［Ａ（·，ｕ１）－Ａ（·，ｕ２），ｕ１－ｕ２］≥－

ａＡ（·，ｕ１）－Ａ（·，ｕ２）
２＋ｂｕ１－ｕ２

２

ｕ１，ｕ２∈Ｈ

当ａ＝０时，映射Ａ（·，·）就是ｂ－强单调的；因此

Ａ（·，·）关于第二变元是 （ａ，ｂ）－松弛余强制映射比

Ａ（·，·）是ｂ－强单调映射更具一般性。

（２）称Ａ（·，·）关于第二变元是 β－Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续

的，若β＞０，使得

Ａ（·，ｕ１）－Ａ（·，ｕ２）≤βｕ１－ｕ２ ，ｕ１，ｕ２∈Ｈ

（３）称Ａ（·，·）关于第一变元是 γ－Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续

的，若γ＞０，使得

Ａ（ｕ１，·）－Ａ（ｕ２，·）≤γｕ１－ｕ２ ，ｕ１，ｕ２∈Ｈ

定义２ 设η：Ｈ×Ｈ→Ｈ，φ：Ｈ→Ｒ∪｛＋∞｝，称

φ在 ｘ处是 η－可微的，若 ｆ∈ Ｈ使得：φ（ｙ）－

φ（ｘ）≥ ［ｆ，η（ｙ，ｘ）］，ｙ∈Ｈ，并称 ｆ为 φ在 ｘ处的

次 η－梯度，记 ηφ（ｘ）为 φ在 ｘ处所有次 η－梯度

全体，即

ηφ（ｘ）＝｛ｆ∈Ｈ：φ（ｙ）－φ（ｘ）≥

［ｆ，η（ｙ，ｘ），ｙ∈Ｈ］｝

定义３ 设η：Ｈ×Ｈ→Ｈ，φ：Ｈ→Ｒ∪｛＋∞｝。如果

ρ＞０使得对每一个ｘ∈Ｈ，都存在唯一的 ｕ∈ Ｈ满

足：［ｕ－ｘ，η（ｙ，ｕ）］≥ρφ（ｕ）－ρφ（ｙ），ｙ∈Ｈ，那么称

映像ｘ→ｕ为φ的η－近似映像，记作：ｕ＝Ｊηφρ （ｘ）。

由定义 ２和定义 ３，有 Ｊηφρ （ｘ）＝（Ｉ＋ρηφ）
－１，

ｘ∈Ｈ，这里Ｉ为Ｈ上的恒等映像。

引理１［１３］ 设η：Ｈ×Ｈ→ Ｈ是 δ－强单调的 τ－

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续映像，满足：η（ｘ，ｙ）＋η（ｙ，ｘ）＝０，ｘ，ｙ

∈Ｈ，且φ：Ｈ→Ｒ∪｛＋∞｝是一个真凸η－次可微函

数，又设函数ｈ（ｙ，ｕ）＝［ｘ－ｕ，η（ｙ，ｕ）］，若ｈ（ｙ，ｕ）关

于ｙ是０－对角拟凹的，那么 Ｊηφρ （ｘ）有定义且是
τ
δ
－

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的。

２ 主要结论及其证明

定理１ 设Ａｉ（·，·）：Ｈ×Ｈ→ Ｈ，（ｉ＝１，２，…，

ｎ）是非线性映射，η：Ｈ×Ｈ→Ｈ，φ：Ｈ→Ｒ∪｛＋∞｝是

真凸下半连续函数，满足引理１的条件，则 （ｘ１，ｘ

２，…，

ｘｎ）∈Ｈ×Ｈ××…       

×Ｈ
ｎ个Ｈ

是广义非线性变分不等式组问

题１的解当且仅当（ｘ１，ｘ

２，…，ｘ


ｎ）∈Ｈ×Ｈ××…     

×Ｈ
ｎ个Ｈ

满足

ｘ１ ＝Ｊ
ηφ
ρ１ （ρ１Ａ１（ｘ


１，ｘ


２）－ｘ


２）

ｘ２ ＝Ｊ
ηφ
ρ２ （ρ２Ａ２（ｘ


２，ｘ


３）－ｘ


３）

… … …

ｘｎ－１ ＝Ｊ
ηφ
ρｎ－１（ρｎ－１Ａｎ－１（ｘ


ｎ－１，ｘ


ｎ）－ｘ


ｎ）

ｘｎ ＝Ｊ
ηφ
ρｎ （ρｎＡｎ（ｘ


ｎ，ｘ


１）－ｘ


１













）

其中，ρｉ＞０为常数。

证明 对ｘ∈Ｈ，广义非线性变分不等式组问题１

可化为：

　　　　　　

φ（ｘ）－φ（ｘ１）≥－
１
ρ１
［ｘ１ ＋ｘ


２ －ρ１Ａ１（ｘ


１，ｘ


２），η（ｘ，ｘ


１）］，ｘ∈Ｈ

φ（ｘ）－φ（ｘ２）≥－
１
ρ２
［ｘ２ ＋ｘ


３ －ρ２Ａ２（ｘ


２，ｘ


３），η（ｘ，ｘ


２）］，ｘ∈Ｈ

… … …

φ（ｘ）－φ（ｘｎ－１）≥－
１
ρｎ－１
［ｘｎ－１＋ｘ


ｎ －ρｎ－１Ａｎ－１（ｘ


ｎ－１，ｘ


ｎ），η（ｘ，ｘ


ｎ－１）］，ｘ∈Ｈ

φ（ｘ）－φ（ｘｎ）≥－
１
ρｎ
［ｘｎ ＋ｘ


１ －ρｎＡｎ（ｘ


ｎ，ｘ


１），η（ｘ，ｘ


ｎ）］，ｘ∈

















 Ｈ

（１）

由η－次微分的定义，不等式组（１）等价于
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－１
ρ１
（ｘ１ ＋ｘ


２ －ρ１Ａ１（ｘ


１，ｘ


２））∈ηφ（ｘ


１）

－１
ρ２
（ｘ２ ＋ｘ


３ －ρ２Ａ２（ｘ


２，ｘ


３））∈ηφ（ｘ


２）

………

－ １
ρｎ－１
（ｘｎ－１＋ｘ


ｎ －ρｎ－１Ａｎ－１（ｘ


ｎ－１，ｘ


ｎ））∈ηφ（ｘ


ｎ－１）

－１
ρｎ
（ｘｎ ＋ｘ


１ －ρｎＡｎ（ｘ


ｎ，ｘ


１））∈ηφ（ｘ


ｎ

















 ）

即

ｘ１ －（ｘ

１ ＋ｘ


２ －ρ１Ａ１（ｘ


１，ｘ


２））∈（Ｉ＋ηφ）（ｘ


１）

ｘ２ －（ｘ

２ ＋ｘ


３ －ρ２Ａ２（ｘ


２，ｘ


３））∈（Ｉ＋ηφ）（ｘ


２）

………

ｘｎ－１－（ｘ

ｎ－１＋ｘ


ｎ －ρｎ－１Ａｎ－１（ｘ


ｎ－１，ｘ


ｎ））∈（Ｉ＋ηφ）（ｘ


ｎ－１）

ｘｎ －（ｘ

ｎ ＋ｘ


１ －ρｎＡｎ（ｘ


ｎ，ｘ


１））∈（Ｉ＋ηφ）（ｘ


ｎ













）

于是广义非线性变分不等式组问题１的解为

ｘ１ ＝Ｊ
ηφ
ρ１ （ρ１Ａ１（ｘ


１，ｘ


２）－ｘ


２）

ｘ２ ＝Ｊ
ηφ
ρ２ （ρ２Ａ２（ｘ


２，ｘ


３）－ｘ


３）

… … …

ｘｎ－１ ＝Ｊ
ηφ
ρｎ－１（ρｎ－１Ａｎ－１（ｘ


ｎ－１，ｘ


ｎ）－ｘ


ｎ）

ｘｎ ＝Ｊ
ηφ
ρｎ （ρｎＡｎ（ｘ


ｎ，ｘ


１）－ｘ


１













）

证毕。

为研究广义非线性变分不等式组问题１的解，引入

辅助性问题：给定ｗ∈Ｈ，寻找ｘ１，ｘ

２，···，ｘ


ｎ∈Ｈ使得

　

［ｘ１ ＋ｘ

２ －ρ１Ａ１（ｗ，ｘ


２），η（ｘ，ｘ


１）］＋

　　ρ１（φ（ｘ）－φ（ｘ

１））≥０，ｘ∈Ｈ

［ｘ２ ＋ｘ

３ －ρ２Ａ２（ｘ


２，ｘ


３），η（ｘ，ｘ


２）］＋

　　ρ２（φ（ｘ）－φ（ｘ

２））≥０，ｘ∈Ｈ

… … …

［ｘｎ－１＋ｘ

ｎ －ρｎ－１Ａｎ－１（ｘ


ｎ－１，ｘ


ｎ），η（ｘ，ｘ


ｎ－１）］＋

　　ρｎ－１（φ（ｘ）－φ（ｘ

ｎ－１））≥０，ｘ∈Ｈ

［ｘｎ ＋ｘ

１ －ρｎＡｎ（ｘ


ｎ，ｘ


１），η（ｘ，ｘ


ｎ）］＋

　　ρｎ（φ（ｘ）－φ（ｘ

ｎ））≥０，ｘ∈





















Ｈ

（２）

其中，ρｉ＞０为常数。

定理２ 映射Ａｉ（·，·）：Ｈ×Ｈ→Ｈ，Ａｉ（·，·）关于

第二变元是（ａｉ，ｂｉ）－松弛余强制的，且关于第二变元

是βｉ－Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的（ｉ＝１，２，…，ｎ），η：Ｈ×Ｈ→Ｈ

满足引理１的条件，假设

０＜ρｉ＜
ｂｉ－ａｉβ

２
ｉ

β２ｉ
＋ δ２

τ２β２ｉ
＋
（ｂｉ－ａｉβ

２
ｉ）
２

β４ｉ
－１
β２槡 ｉ

，ｂｉ＞

ａｉβ
２
ｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ） （３）

成立，则辅助性问题不等式组（２）有唯一解。

证明 定义映射Ｆｗ：Ｈ→Ｈ为：

Ｆ（ｗ）＝Ｊηφρ１ （ρ１Ａ１（ｗ，ｘ

２）－ｘ


２）

ｘ２ ＝Ｊ
ηφ
ρ２ （ρ２Ａ２（ｘ


２，ｘ


３）－ｘ


３）

… … …

ｘｎ－１ ＝Ｊ
ηφ
ρｎ－１（ρｎ－１Ａｎ－１（ｘ


ｎ－１，ｘ


ｎ）－ｘ


ｎ）

ｘｎ ＝Ｊ
ηφ
ρｎ （ρｎＡｎ（ｘ


ｎ，ｘ）－ｘ













）

对任意ｘ，ｙ∈Ｈ，有：

Ｆｗ（ｘ）－Ｆｗ（ｙ） ＝

Ｊηφρ１（ρ１Ａ１（ｗ，ｘ２）－ｘ２）－Ｊ
ηφ
ρ１（ρ１Ａ１（ｗ，ｙ２）－ｙ２）≤

τ
δ ρ１Ａ１（ｗ，ｘ２）－ｘ２－（ρ１Ａ１（ｗ，ｙ２）－ｙ２）

（４）

由Ａ１（·，·）关于第二变元是（ａ１，ｂ１）－松弛余强制的，

且关于第二变元是β１－Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的，所以有

ρ１Ａ１（ｗ，ｘ２）－ｘ２－（ρ１Ａ１（ｗ，ｙ２）－ｙ２）
２ ＝

ρ１Ａ１（ｗ，ｘ２）－ρ１Ａ１（ｗ，ｙ２）－（ｘ２－ｙ２）
２≤

ρ２１ Ａ１（ｗ，ｘ２）－Ａ１（ｗ，ｙ２）
２－

２ρ１［Ａ１（ｗ，ｘ２）－Ａ１（ｗ，ｙ２），ｘ２－ｙ２］＋ ｘ２－ｙ２
２≤

ρ２１β
２
１ ｘ２－ｙ２

２－

２ρ１［－ａ１ Ａ１（ｗ，ｘ２）－Ａ１（ｗ，ｙ２）
２＋

ｂ１ ｘ２－ｙ２
２］＋ ｘ２－ｙ２

２ ＝

（１－２ρ１ｂ１＋ρ
２
１β
２
１）ｘ２－ｙ２

２＋

２ρ１ａ１ Ａ１（ｗ，ｘ２）－Ａ１（ｗ，ｙ２）
２≤

（１－２ρ１ｂ１＋ρ
２
１β
２
１＋２ρ１ａ１β

２
１）ｘ２－ｙ２

２ （５）

把（５）式代入（４）式，可得

Ｆｗ（ｘ）－Ｆｗ（ｙ）≤

τ
δ

１－２ρ１ｂ１＋ρ
２
１β
２
１＋２ρ１ａ１β槡

２
１ ｘ２－ｙ２ （６）

又由于
τ
δ

１－２ρ１ｂ１＋ρ
２
１β
２
１＋２ρ１ａ１β槡

２
１ ＜１，利用

配方法即得：

０＜ρ１ ＜
ｂ１－ａ１β

２
１

β２１
＋ δ２

τ２β２１
＋
（ｂ１－ａ１β

２
１）
２

β４１
－１
β槡 ２
１

又

ｘ２－ｙ２ ＝
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Ｊηφρ２（ρ２Ａ２（ｘ２，ｘ３）－ｘ３）－Ｊ
ηφ
ρ２（ρ２Ａ２（ｙ２，ｙ３）－ｙ３）≤

τ
δ ρ２Ａ２（ｘ２，ｘ３）－ｘ３－（ρ２Ａ２（ｙ２，ｙ３）－ｙ３）

（７）

由Ａ２（·，·）关于第二变元是（ａ２，ｂ２）－松弛余强制的，

且关于第二变元是β２－Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的，所以有

ρ２Ａ２（ｘ２，ｘ３）－ｘ３－（ρ２Ａ２（ｙ２，ｙ３）－ｙ３）
２ ＝

ρ２Ａ２（ｘ２，ｘ３）－ρ２Ａ２（ｙ２，ｙ３）－（ｘ３－ｙ３）
２≤

ρ２２ Ａ２（ｘ２，ｘ３）－Ａ２（ｙ２，ｙ３）
２－

２ρ１［Ａ２（ｘ２，ｘ３）－Ａ２（ｙ２，ｙ３），ｘ３－ｙ３］＋ ｘ３－ｙ３
２≤

ρ２２β
２
２ ｘ３－ｙ３

２－

２ρ２［－ａ２ Ａ２（ｘ２，ｘ３）－Ａ２（ｙ２，ｙ３）
２＋

ｂ２ ｘ３－ｙ３
２］＋ ｘ３－ｙ３

２ ＝

（１－２ρ２ｂ２＋ρ
２
２β
２
２）ｘ３－ｙ３

２＋

２ρ２ａ２ Ａ２（ｘ２，ｘ３）－Ａ２（ｙ２，ｙ３）
２≤

（１－２ρ２ｂ２＋ρ
２
２β
２
２＋２ρ２ａ２β

２
２）ｘ３－ｙ３

２ （８）

把（８）式代入（７）式，得

ｘ２－ｙ２ ≤

τ
δ

１－２ρ２ｂ２＋ρ
２
２β
２
２＋２ρ２ａ２β槡

２
２ ｘ３－ｙ３ （９）

又由于
τ
δ

１－２ρ２ｂ２＋ρ
２
２β
２
２＋２ρ２ａ２β槡

２
２ ＜１，利用

配方法即得：

０＜ρ２ ＜
ｂ２－ａ２β

２
２

β２２
＋ δ２

τ２β２２
＋
（ｂ２－ａ２β

２
２）
２

β４２
－１
β槡 ２
２

把（９）式代入（６）式，可得

Ｆｗ（ｘ）－Ｆｗ（ｙ）≤

τ２

δ２
１－２ρ１ｂ１＋ρ

２
１β
２
１＋２ρ１ａ１β槡

２
１·

１－２ρ２ｂ２＋ρ
２
２β
２
２＋２ρ２ａ２β槡

２
２ ｘ３－ｙ３ （１０）

在（１０）式中由Ａｉ（·，·）关于第二变元是（ａｉ，ｂｉ）－松弛

余强制的，且关于第二变元是βｉ－Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的（ｉ＝

３，４，…，ｎ），所以有

ｘ３－ｙ３ ＝

Ｊηφρ３（ρ３Ａ３（ｘ３，ｘ４）－ｘ４）－Ｊ
ηφ
ρ３（ρ３Ａ３（ｙ３，ｙ４）－ｙ４）≤

τ
δ ρ３Ａ３（ｘ３，ｘ４）－ｘ４－（ρ３Ａ３（ｙ３，ｙ４）－ｙ４）≤

τ
δ

１－２ρ３ｂ３＋ρ
２
３β
２
３＋２ρ３ａ３β槡

２
３ ｘ４－ｙ４ ≤…≤

τｎ－２

δｎ－２∏
ｎ

ｉ＝３
１－２ρｉｂｉ＋ρ

２
ｉβ
２
ｉ＋２ρｉａｉβ

２
槡 ｉ ｘ－ｙ （１１）

其中，
τ
δ

１－２ρｉｂｉ＋ρ
２
ｉβ
２
ｉ＋２ρｉａｉβ

２
槡 ｉ ＜１（ｉ＝３，４，…，

ｎ），利用配方法即得：

０＜ρｉ＜
ｂｉ－ａｉβ

２
ｉ

β２ｉ
＋ δ２

τ２β２ｉ
＋
（ｂｉ－ａｉβ

２
ｉ）
２

β４ｉ
－１
β２槡 ｉ

把（１１）式代入（１０）式，故有

Ｆｗ（ｘ）－Ｆｗ（ｙ）≤

τｎ

δｎ∏
ｎ

ｉ＝１
１－２ρｉｂｉ＋ρ

２
ｉβ
２
ｉ＋２ρｉａｉβ

２
槡 ｉ ｘ－ｙ

由（３）式知映象 Ｆｗ（ｘ）是一个压缩映象，从而对

ｗ∈Ｈ，都存在唯一ｘ１ ∈Ｈ，使得Ｆｗ（ｘ

１）＝ｘ


１。设

ｘｉ ＝Ｊ
ηφ
ρｉ （ρｉＡｉ（ｘ


ｉ，ｘ


ｉ＋１）－ｘ


ｉ＋１），ｉ＝２，３，…，ｎ－１；ｘ


ｎ ＝

Ｊηφρｎ （ρｎＡｎ（ｘ

ｎ，ｘ１）－ｘ１），由Ｆｗ的定义有

ｘ１ ＝Ｊ
ηφ
ρ１ （ρ１Ａ１（ｗ，ｘ


２）－ｘ


２）

ｘ２ ＝Ｊ
ηφ
ρ２ （ρ２Ａ２（ｘ


２，ｘ


３）－ｘ


３）

… … …

ｘｎ－１ ＝Ｊ
ηφ
ρｎ－１（ρｎ－１Ａｎ－１（ｘ


ｎ－１，ｘ


ｎ）－ｘ


ｎ）

ｘｎ ＝Ｊ
ηφ
ρｎ （ρｎＡｎ（ｘ


ｎ，ｘ）－ｘ













）

由定理１，有（ｘ１，ｘ

２，…，ｘ


ｎ）是辅助性问题（３）的唯一

解。证毕

由定理２的辅助性问题（３）式可确定单值映象Ｇ；Ｈ

→Ｈ如下：Ｇ（ｗ）＝ｘ１，其中

ｘ１ ＝Ｊ
ηφ
ρ１ （ρ１Ａ１（ｗ，ｘ２）－ｘ２）

ｘ２ ＝Ｊ
ηφ
ρ２ （ρ２Ａ２（ｘ２，ｘ３）－ｘ３）

… … …

ｘｎ－１ ＝Ｊ
ηφ
ρｎ－１（ρｎ－１Ａｎ－１（ｘｎ－１，ｘｎ）－ｘｎ）

ｘｎ ＝Ｊ
ηφ
ρｎ （ρｎＡｎ（ｘｎ，ｘ１）－ｘ１













）

定理３ 假设定理２的所有条件都成立，Ａ（·，·）

关于第一变元是γ－Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的，且

τ
δρ１γ

＋τ
ｎ－１

δｎ－１∏
ｎ

ｉ＝１
１－２ρｉｂｉ＋ρ

２
ｉβ
２
ｉ＋２ρｉａｉβ

２
槡 ｉ ＜１

成立，那么广义非线性变分不等式组问题１的解存在且唯一。

证明 Ｇ（ｗ） ＝ｘ１ 是一个压缩映象，任取 ｗ，

ｗ ∈Ｈ，设Ｇ（ｗ）＝ｘ１，Ｇ（ｗ
）＝ｘ１ 分别为辅助性问

题（２）的解，由定理２的证明过程中所定义的映象Ｆｗ：Ｈ

→Ｈ，有

Ａ（·，·）＝ τ
δ ρ１Ａ１（ｗ，ｘ２）－ρ１Ａ１（ｗ，ｘ


２）＋

ρ１Ａ１（ｗ，ｘ

２）－ρ１Ａ１（ｗ

，ｘ２）－（ｘ２－ｘ

２）≤
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τ
δ
｛ρ１Ａ１（ｗ，ｘ２）－ρ１Ａ１（ｗ，ｘ


２）－（ｘ２－ｘ


２）＋

ρ１Ａ１（ｗ，ｘ

２）－ρ１Ａ１（ｗ

，ｘ２）｝ （１２）

其中

ρ１Ａ１（ｗ，ｘ２）－ρ１Ａ１（ｗ，ｘ

２）－（ｘ２－ｘ


２）

２≤

ｘ２－ｘ

２

２－２ρ１［ρ１Ａ１（ｗ，ｘ２）－

ρ１Ａ１（ｗ，ｘ

２），ｘ２－ｘ


２］＋

ρ２１ Ａ１（ｗ，ｘ２）－Ａ１（ｗ，ｘ

２）

２≤

（１－２ρ１ｂ１＋ρ
２
１β
２
１＋２ρ１ａ１β

２
１）ｘ２－ｘ


２

２

即

ρ１Ａ１（ｗ，ｘ２）－ρ１Ａ１（ｗ，ｘ

２）－（ｘ２－ｘ


２）≤

１－２ρ１ｂ１＋ρ
２
１β
２
１＋２ρ１ａ１β槡

２
１ ｘ２－ｘ


２ ≤…≤

τｎ－１

δｎ－１∏
ｎ

ｉ＝１
１－２ρｉｂｉ＋ρ

２
ｉβ
２
ｉ＋２ρｉａｉβ

２
槡 ｉ ｘ１－ｘ


１

（１３）

又由条件Ａ（·，·）关于第一变元是γ－Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的，

故有

ρ１Ａ（ｗ，ｘ

２）－ρ１Ａ（ｗ

，ｘ２）≤ρ１γｗ－ｗ
 （１４）

由（１２）式、（１３）式、（１４）式得

ｘ１－ｘ

１ ≤

τ
δ
τｎ－１

δｎ－１∏
ｎ

ｉ＝１
１－２ρｉｂｉ＋ρ

２
ｉβ
２
ｉ＋２ρｉａｉβ

２
槡 ｉ ｘ１－ｘ


１ ＋ρ１γｗ－ｗ{ }

即

ｘ１－ｘ

１ ≤

τ
δρ１γ

１－τ
ｎ－１

δｎ－１∏
ｎ

ｉ＝１
１－２ρｉｂｉ＋ρ

２
ｉβ
２
ｉ＋２ρｉａｉβ

２
槡 ｉ

ｗ－ｗ

因为

τ
δρ１γ

１－τ
ｎ－１

δｎ－１∏
ｎ

ｉ＝１
１－２ρｉｂｉ＋ρ

２
ｉβ
２
ｉ＋２ρｉａｉβ

２
槡 ｉ

＜１

即

τ
δρ１γ

＋τ
ｎ－１

δｎ－１∏
ｎ

ｉ＝１
１－２ρｉｂｉ＋ρ

２
ｉβ
２
ｉ＋２ρｉａｉβ

２
槡 ｉ ＜１

（１５）

由（１５）式知Ｇ（ｗ）＝ｘ１是压缩映像，从而存在唯一ｘ１∈

Ｈ使得Ｇ（ｘ１）＝ｘ１，即ｘ１是映像Ｇ（ｗ）＝ｘ１的唯一不动

点。由定理２的证明过程中所定义的映象 Ｆｗ：Ｈ→ Ｈ，

令

ｘｉ ＝Ｊ
ηφ
ρｉ （ρｉＡｉ（ｘ


ｉ，ｘ


ｉ＋１）－ｘ


ｉ＋１），ｉ＝２，３，…，ｎ－１

ｘｎ ＝Ｊ
ηφ
ρｎ （ρｎＡｎ（ｘ


ｎ，ｘ１）－ｘ１）

则

ｘ１ ＝Ｊ
ηφ
ρ１ （ρ１Ａ（ｘ１，ｘ２）－ｘ２）

于是有（ｘ１，ｘ

２，…，ｘ


ｎ）∈ Ｈ×Ｈ××…       

×Ｈ
ｎ个Ｈ

是广义非

线性变分不等式组问题１的唯一解。证毕。
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