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广义拓扑的比较

宋颖潇，丁 猛，朱培勇

（电子科技大学数学科学学院，成都 ６１１７３１）

　　摘　要：类比拓扑的比较引入广义拓扑的粗细概念。通过广义拓扑粗细比较，分别获得了广义拓扑

粗细与广义邻域系、广义闭集族、广义内部、广义导集和广义闭包的包含关系之间的一系列结果。使得

一般拓扑中拓扑比较的相关理论得到推广与扩充。
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引 言

匈牙利数学家ＣｓａｓｚａｒＡ于２００２年在文献［１］中提
出了广义拓扑空间的概念，并对广义拓扑空间进行了深

入的研究，为广义拓扑的研究奠定了初步的基础。由

此，产生一个问题：一般拓扑空间中的拓扑比较能否推

广到广义拓扑空间？其判定条件是否可以推广到广义

邻域系、广义闭集族、广义内部、广义导集和广义闭包？

本文通过类比的方法，对这些问题进行研究。

１ 预备知识

定义１［１］ 设Ｘ是任一非空集合，Ｇ是 Ｘ的一些子
集构成的集族，如果下列两个条件被满足：

（Ｏ１）φ∈Ｇ；
（Ｏ２）若Ｇλ∈Ｇ（λ∈Λ），其中Λ为任意指标集，

则∪λ∈ΛＧλ∈Ｇ。
则称 Ｇ为集合上的一个广义拓扑，并且称有序偶

（Ｘ，Ｇ）为一个广义拓扑空间，集族Ｇ中的每一个集合都
称为广义拓扑空间（Ｘ，Ｇ）的开集。

定义２［１］ 设（Ｘ，Ｇ）为广义拓扑空间，ｘ∈Ｘ，如果
Ｖ∈Ｇ使得ｘ∈Ｖ，则称Ｖ为点ｘ的一个广义邻域。ｘ
点的广义邻域的全体称为点 ｘ的广义邻域系，记作
ＵＧ（ｘ）。

定义３［２］ 设（Ｘ，Ｇ）为广义拓扑空间，Ｆ Ｘ。若
Ｆｃ＝Ｘ－Ｆ∈Ｇ，则称Ｆ是Ｘ的广义闭集。

定义４［２］ 设 （Ｘ，Ｇ）为广义拓扑空间，Ａ Ｘ。称

∪｛ＧＧＡ，Ｇ∈Ｇ｝为Ａ的广义内部，记为Ａ０Ｇ。

定义５［２］ 设 （Ｘ，Ｇ）为广义拓扑空间，Ａ Ｘ，称

∩｛ＦＦ闭于Ｘ且ＦＡ｝为Ａ的广义闭包，记为珔ＡＧ。

类比一般拓扑学中相应概念引入广义拓扑中聚点

概念与广义拓扑的粗细概念。

定义６ 设（Ｘ，Ｇ）为广义拓扑空间，ＡＸ，ｘ∈Ｘ，

如果ＵＧ（ｘ）＝φ或者ＵＧ（ｘ）≠φ并且Ｕ∈ＵＧ（ｘ），

有Ｕ∩（Ａ＼｛ｘ｝）≠φ，则称点ｘ为点集Ａ的广义聚点，

点集Ａ的广义聚点的全体称为Ａ的广义导集，记为Ａ′Ｇ。

定义７ 设Ｇ１，Ｇ２是Ｘ上的两个广义拓扑，如果Ｇ１
Ｇ２，则称Ｇ１是比Ｇ２更粗的广义拓扑，或称Ｇ２是比Ｇ１
更细的广义拓扑。

此外，本文中涉及到的其它概念、术语和记号，如果

没有特别申明，都来自于文献［３］。

２ 广义拓扑的比较及其相关结果

定理１ 设Ｇ１，Ｇ２是Ｘ上的两个广义拓扑，则以下

三个命题等价：

（１）Ｇ１是比Ｇ２更粗的广义拓扑。



（２）ｘ∈Ｘ，Ｕ∈ＵＧ１
（ｘ），Ｖ∈ＵＧ２

（ｘ）使得
ＶＵ。

（３）ｘ∈Ｘ，有Ｕ Ｇ１
（ｘ）ＵＧ２

（ｘ）。
证明 （１）（２）事实上，对于 ｘ∈ Ｘ，Ｕ∈

ＵＧ１
（ｘ），Ｖ＝Ｕ∈Ｇ１使得ｘ∈Ｖ＝Ｕ。因为Ｇ１Ｇ２，

则Ｖ∈Ｇ２。所以Ｖ∈ＵＧ２
（ｘ），即Ｖ∈ＵＧ２

（ｘ）使得
ＶＵ。

（２）（３）对于 ｘ∈ Ｘ，Ｕ∈ ＵＧ１
（ｘ），因为

Ｖ∈ＵＧ２
（ｘ）使得ＶＵ，由广义邻域系定义，Ｖ∈

Ｇ２使 ｘ∈ Ｖ，则 ｘ∈ Ｖ Ｕ。因此 Ｕ∈ ＵＧ２
（ｘ）。故

ＵＧ１
（ｘ）ＵＧ２

（ｘ）。
（３）（１）Ｕ∈Ｇ１，若Ｕ＝φ，由定义１，显然 Ｕ

∈Ｇ２；若Ｕ≠φ，则对于ｘ∈Ｕ，有Ｕ∈ＵＧ１
（ｘ）。因

为ＵＧ１
（ｘ）ＵＧ２

（ｘ），则Ｕ∈ＵＧ２
（ｘ）。由广义邻域系

的定义得：Ｕ∈Ｇ２。故Ｇ１Ｇ２。
用完全相同的方法可得：

推论１ 设Ｇ１，Ｇ２是Ｘ上的两个广义拓扑，则以下
三个命题等价：

（１）Ｇ１是比Ｇ２更细的广义拓扑。
（２）ｘ∈Ｘ，Ｕ∈ＵＧ２

（ｘ），Ｖ∈ＵＧ１
（ｘ），使

得ＶＵ。
（３）ＵＧ２

（ｘ）ＵＧ１
（ｘ）。

定理２ 设Ｇ１，Ｇ２是Ｘ上的两个广义拓扑，ＦＧ１与
ＦＧ２分别为关于Ｇ１与 Ｇ２的全体广义闭集构成的集族。
则Ｇ１是比Ｇ２更粗的广义拓扑当且仅当ＦＧ１ＦＧ２。

证明 必要性Ｆ∈ＦＧ１，有Ｘ－Ｆ∈Ｇ１，因为Ｇ１
Ｇ２，所以Ｘ－Ｆ∈Ｇ２，故Ｘ－（Ｘ－Ｆ）＝Ｆ∈ＦＧ２，从而
ＦＧ１ＦＧ２。

充分性Ｇ∈Ｇ１，有Ｘ－Ｇ∈ＦＧ１，因为ＦＧ１ＦＧ２，
则Ｘ－Ｇ∈ＦＧ２。故Ｘ－（Ｘ－Ｇ）＝Ｇ∈Ｇ２从而，Ｇ１
Ｇ２。

推论２ 设Ｇ１，Ｇ２是Ｘ上的两个广义拓扑，ＦＧ１与
ＦＧ２分别为关于Ｇ１与 Ｇ２的全体广义闭集构成的集族，
则Ｇ１是比Ｇ２更细的广义拓扑当且仅当ＦＧ２ＦＧ１。

引理１ 设 （Ｘ，Ｇ）为广义拓扑空间，Ａ Ｘ，则
ｘ∈Ａ０Ｇ当且仅当Ｇ∈Ｇ使得ｘ∈ＧＡ。

证明 必要性 设 ｘ∈ Ａ０Ｇ，由定义１４，有 Ａ
０
Ｇ ＝∪

｛ＧＧＡ，Ｇ∈Ｇ｝，因此存在Ｇ∈Ｇ使得ｘ∈ＧＡ。

充分性 设Ｇ∈Ｇ使得ｘ∈ＧＡ，则ｘ∈Ｇ∪
｛Ｇ Ｇ Ａ，Ｇ ∈Ｇ｝＝Ａ０Ｇ。

定理３ 设Ｇ１，Ｇ２是Ｘ上的两个广义拓扑，则Ｇ１是

比Ｇ２更粗的广义拓扑当且仅当ＡＸ，Ａ
０
Ｇ１Ａ

０
Ｇ２
。其

中Ａ０Ｇ１与Ａ
０
Ｇ２分别为点集Ａ关于Ｇ１与Ｇ２的广义内部。

证明 必要性ｘ∈Ａ０Ｇ１，ｘ是点集Ａ关于Ｇ１的广义

内点，则 Ａ∈ ＵＧ１
（ｘ）。因为 Ｇ１ Ｇ２，由定理 １知

ＵＧ１
（ｘ） ＵＧ２

（ｘ），所以 Ａ∈ ＵＧ２
（ｘ）。故存在 Ｕ ＝

Ａ∈ＵＧ２
（ｘ）使得 Ｕ Ａ。内部的定义，有 ｘ∈ Ａ０Ｇ２。从

而，Ａ０Ｇ１Ａ
０
Ｇ２
。

充分性 由定理１中（１）和（３）的等价性，只需证：

ｘ∈Ｘ，必有 ＵＧ１
（ｘ） ＵＧ２

（ｘ）。事实上，如果存在
ｘ∈Ｘ使得ＵＧ１

（ｘ）ＵＧ２
（ｘ），即存在Ｕ∈ＵＧ１

（ｘ）使
得Ｕ ＵＧ２

（ｘ）。取 Ａ＝Ｕ，则对于 Ａ Ｘ存在 Ｕ∈

ＵＧ１
（ｘ）使得ＵＡ。所以ｘ∈Ａ０Ｇ１。又因Ａ

０
Ｇ１Ａ

０
Ｇ２
，则

ｘ∈Ａ０Ｇ２，故Ｕ＝Ａ∈ＵＧ２
（ｘ）。这与ＵＵＧ２

（ｘ）矛盾。

因此，对于ｘ∈Ｘ，必有ＵＧ１
（ｘ）ＵＧ２

（ｘ）。故Ｇ１
Ｇ２。

推论３ 设Ｇ１，Ｇ２是Ｘ上的两个广义拓扑，则Ｇ１是

比Ｇ２更细的广义拓扑当且仅当ＡＸ，Ａ
０
Ｇ２Ａ

０
Ｇ１
。其

中Ａ０Ｇ１与Ａ
０
Ｇ２分别为点集Ａ关于Ｇ１与Ｇ２的广义内部。

讨论广义拓扑粗细与导集以及闭包之间的关系。

定理４ 设Ｇ１，Ｇ２是Ｘ上的两个广义拓扑，若Ｇ１是
比 Ｇ２更粗的广义拓扑，则对于ＡＸ，有Ａ′Ｇ２Ａ′Ｇ１。

其中Ａ′Ｇ１与Ａ′Ｇ２分别为点集Ａ关于Ｇ１与Ｇ２的广义导
集。

证明 ｘ∈Ａ′Ｇ２，当ＵＧ２
（ｘ）＝φ时，由定理１知，

ＵＧ１
（ｘ）ＵＧ２

（ｘ），所以ＵＧ１
（ｘ）＝φ，因此ｘ∈Ａ′Ｇ１，

故 Ａ′Ｇ２  Ａ′Ｇ１。当 ＵＧ２
（ｘ）≠ φ时，对于 Ｕ∈

ＵＧ２
（ｘ），有 Ｕ∩ （Ａ＼｛ｘ｝）≠ φ。因为 ＵＧ１

（ｘ）
ＵＧ２
（ｘ），故Ｕ∈ＵＧ１

（ｘ），有Ｕ∩（Ａ＼｛ｘ｝）≠φ。因
此，ｘ∈ Ａ′Ｇ１。故 Ａ′Ｇ２ Ａ′Ｇ１。综上两种情况：Ａ′Ｇ２
Ａ′Ｇ１。

推论４ 设Ｇ１，Ｇ２是Ｘ上的两个广义拓扑，ＡＸ，

且Ａ′Ｇ１与Ａ′Ｇ２分别为点集 Ａ在 （Ｘ，Ｇ１），（Ｘ，Ｇ２）中的
广义导集。若 Ｇ１是比 Ｇ２更细的广义拓扑，则对于 Ａ

Ｘ，有Ａ０Ｇ１Ａ
０
Ｇ２
。

引理２ 设（Ｘ，Ｇ）为广义拓扑空间，Ａ Ｘ，则以
下两个条件等价：

（１）珔ＡＧ ＝Ａ∪Ａ′Ｇ。
（２）珔ＡＧ ＝∩｛ＦＦ闭于Ｘ且ＦＡ｝。

证明 记珔ＡＧ１ ＝Ａ∪Ａ′Ｇ，珔ＡＧ２ ＝∩｛ＦＦ闭于Ｘ且

ＦＡ｝。对珔ＡＧ１珔ＡＧ，ｘ∈珔ＡＧ２即ｘ∈Ａ∪Ａ′Ｇ，若
ｘ∈Ａ，则ｘ∈Ａ珔ＡＧ２。若ｘＡ，则ｘ∈Ａ′Ｇ。当ＵＧ（ｘ）
＝φ时，假设ｘ珔ＡＧ２，则ｘ∈Ｘ＼珔ＡＧ２，因为珔ＡＧ２是闭集，

所以Ｘ＼珔ＡＧ２是开集，则 Ｗ∈ ＵＧ（ｘ）使得 ｘ∈ Ｗ
Ｘ＼珔ＡＧ２，故ＵＧ（ｘ）≠φ，与ＵＧ（ｘ）＝φ矛盾，假设不成
立，ｘ∈珔ＡＧ２。当ＵＧ（ｘ）≠φ时，有Ｕ∈ＵＧ（ｘ），有Ｕ

∩（Ａ＼｛ｘ｝）≠φ，因为ｘＡ，所以Ｕ∈ＵＧ（ｘ），有Ｕ
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∩Ａ≠φ。假设ｘ珔ＡＧ２，则ｘ∈Ｘ＼珔ＡＧ２，因为Ｘ＼珔ＡＧ２是开
集，所以Ｖ∈ＵＧ（ｘ）使ｘ∈ＶＸ＼珔ＡＧ２，故Ｖ∩珔ＡＧ２ ＝Ｖ

∩ Ａ＝φ，与Ｕ∈ＵＧ（ｘ）有Ｕ∩Ａ≠φ矛盾，假设不
成立，ｘ∈珔ＡＧ２。综上所述，珔ＡＧ１珔ＡＧ２。

再证珔ＡＧ２珔ＡＧ１。因为珔ＡＧ２是包含Ａ的最小闭集，且
ＡＡ∪Ａ′Ｇ，所以只需证明Ａ∪Ａ′Ｇ是闭集。对ｘ∈
Ｘ＼（Ａ∪Ａ′Ｇ），若ＵＧ（ｘ）＝φ，则ｘ∈Ａ′Ｇ，与ｘＡ′Ｇ矛
盾，故ｘ∈Ｘ＼（Ａ∪Ａ′Ｇ），ＵＧ（ｘ）≠φ。假设Ａ∪Ａ′Ｇ
不是闭集，则ｘ０∈Ｘ＼（Ａ∪Ａ′Ｇ），对Ｕ∈ＵＧ（ｘ０），

有Ｕ∩Ａ≠φ或Ｕ∩Ａ′Ｇ≠φ成立．当Ｕ∩Ａ′Ｇ≠φ时，

取ｙ∈Ｕ∩Ａ′Ｇ，则Ｕ∈ＵＧ（ｙ）且ｙ∈Ａ′Ｇ，所以Ｕ∩
（Ａ＼｛ｙ｝）≠φ，故Ｕ∩Ａ≠φ。由ｘ０∈Ｘ＼（Ａ∪Ａ′Ｇ）得
ｘ０Ａ，所以Ｕ∈ＵＧ（ｘ０），Ｕ∩ （Ａ＼｛ｘ０｝）≠ φ，故
ｘ０∈Ａ′Ｇ，与ｘ０Ａ′Ｇ矛盾，所以假设不成立，Ａ∪Ａ′Ｇ是
闭集，因而珔ＡＧ２珔ＡＧ１。

综上所述可得：珔ＡＧ１ ＝珔ＡＧ２。

定理５ 设Ｇ１，Ｇ２是Ｘ上的两个广义拓扑，ＡＸ，

且珔ＡＧ１与珔ＡＧ２分别为点集Ａ在（Ｘ，Ｇ１），（Ｘ，Ｇ２）中的广
义闭包。若Ｇ１是比Ｇ２更粗的广义拓扑，则对于Ａ
Ｘ，有珔ＡＧ２珔ＡＧ１。

证明 因为Ｇ１Ｇ２，所以ＡＸ，Ａ′Ｇ２Ａ′Ｇ１，由
此可得：（Ａ′Ｇ２∪Ａ）（Ａ′Ｇ１∪Ａ）因此，珔ＡＧ２珚ＡＧ１。

推论５ 设Ｇ１，Ｇ２是Ｘ上的两个广义拓扑，ＡＸ，

且珔ＡＧ１与珔ＡＧ１分别为点集Ａ在（Ｘ，Ｇ１），（Ｘ，Ｇ２）中的广
义闭包．若Ｇ１是比Ｇ２更细的广义拓扑，则对于 Ａ
Ｘ，有珔ＡＧ１珔ＡＧ２。

３ 结束语

本文以拓扑学知识为基础
［４］，借鉴近年来研究拓扑

空间性质的思想与方法
［５７］，比一般拓扑粗细的概念，引

入了广义拓扑粗细的概念，对于广义拓扑粗细比较的判

定条件，探究是否可以通过广义邻域系、广义闭集族、广

义内部、广义导集和广义闭包的比较得到。经过本文的

讨论和证明可以得出，通过对比广义邻域系、广义闭集

族、广义内部、广义导集和广义闭包，均可得到广义拓扑

粗细比较的结论，但是广义邻域系、广义闭集族和广义

内部的比较是广义拓扑粗细比较的充分必要条件，而广

义导集和广义闭包的比较只是广义拓扑粗细比较的必

要条件。
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