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曲面正交网下测地曲率计算公式的推导方法
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　　摘　要：考虑曲面上曲线测地曲率计算公式的推导方法问题，在曲面正交坐标网下，给出曲面上曲

线测地曲率计算公式的参数方程形式，并由此得出测地曲率计算Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ公式的一种推导方法。充分利

用坐标曲线网的正交性条件，介绍了一种推导Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ公式的直接方法，由此发现两种推导过程的内在

联系。在曲面上一般参数坐标网下，直接给出了测地线的参数方程所满足的微分方程组的形式，由此导

出在曲面正交坐标网下测地线的微分方程组。

关键词：测地曲率；正交曲线坐标网；Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ公式；测地线方程

中图分类号：Ｏ１８６１ 文献标志码：Ａ

　　曲面上曲线的测地曲率的概念及其计算公式［１９］，

是微分几何学科中的重要发现
［１５］。关于测地曲率的计

算公式的推导方法，引起了众多学者的兴趣，运用多种

方法给予推导简化。文献［１］利用曲面论基本方程给出

推导过程，文献［６］给出了直接的推导方法，计算量大，

过程复杂。文献［３－５］在曲面正交曲线坐标网下，给出

测地曲率计算 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ公式［１６］
的简化证明。文献［２］

在曲面正交曲线坐标网下，给出测地曲率计算公式的直

接推导过程，给出了求解曲面上测地线方程的方法例

题。文献［１０］介绍了测地曲率和测地线在物理上的应

用。文献［７，１１］介绍了测地线的性质。本文将现有文

献中的推导方法给予系统整理，在正交曲线坐标网下，

给出了测地曲率计算公式的推导过程，并指出 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ

公式来源的简化过程，利用直接方法给出了测地线方程

的最终形式。

１ 曲面上曲线的测地曲率的定义

设曲面Σ的参数方程为Σ：珒ｒ＝珒ｒ（ｕ，ｖ），（ｕ，ｖ）∈Δ。

如果珒ｒ（ｕ，ｖ）具有二阶连续偏导数，且 珒ｒｕ×珒ｒｖ≠ 珒ｏ，称曲

面Σ为Ｃ２类的正则曲面。

在任固定曲面Σ上一点Ｐ（ｕ，ｖ），并设ＴＰ为曲面Σ
在Ｐ点的切平面。曲线Γ：珒ｒ＝珒ｒ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ））是Σ上过
Ｐ点的一曲线，其中ｓ是曲线的自然参数。

设珗ｎ为曲面Σ在Ｐ点的单位法向量，以 珗α表示曲线

Γ上Ｐ点处的单位切向量；以β
→

表示曲线Γ上Ｐ点处的
主法向量，珗γ是副法向量。

定义１［１７］ 曲面 Σ上曲线 Γ在 Ｐ点的单位切向量
的导向量 珗α′（ｓ）在切平面ＴＰ上的投影向量珗τＰ ＝珗α′（ｓ）
－（珗α′（ｓ）·珗ｎ）珗ｎ，称为曲线Γ在Ｐ点的测地曲率向量。

称Ｄ珗α＝ｄ珗α－（ｄ珗α·珗ｎ）珗ｎ为切向量场珗α（ｓ）沿曲线Γ
的绝对微分。由于 珗α′（ｓ）＝珒ｒ″（ｓ），故有 珗τＰ ＝珒ｒ″（ｓ）－
（珒ｒ″（ｓ）·珗ｎ）珗ｎ。

显然 珗α′（ｓ）－（珗α′（ｓ）·珗ｎ）珗ｎ与珗ｎ，珗α都垂直，命珗ε＝珗ｎ

×珗α，则珗α，珗ε，珗ｎ是彼此正交的单位向量，并且构成一右手
系，珗α′（ｓ）－（珗α′（ｓ）·珗ｎ）珗ｎ平行于珗ε。珗α′（ｓ）在切平面ＴＰ
上的投影向量就是 珗α′（ｓ）在 珗ε上的投影向量。

定义２［１５］ 曲面 Σ上曲线 Γ的切向量的导向量
珗α′（ｓ）在珗ε上的投影向量珗τＰ ＝（珗α′（ｓ）·珗ε）珗ε，称为曲线
Γ在Ｐ点的测地曲率向量。

显然有



珗τＰ ＝珗α′（ｓ）－（珗α′（ｓ）·珗ｎ）珗ｎ

珗τＰ ＝（珗α′（ｓ）·珗ε）珗ε

珗τＰ ＝（珒ｒ″（ｓ）·珗ε）珗ε

定义３［１９］ 将珒ｒ″（ｓ）·珗ε称为曲线 Γ在 Ｐ点的测地

曲率，记作ｋｇ，ｋｇ ＝珒ｒ″（ｓ）·珗ε。

显然

ｋｇ ＝（珒ｒ′（ｓ），珒ｒ″（ｓ），珗ｎ（ｓ））

ｋｇ珗ε＝珒ｒ″（ｓ）－（珒ｒ″（ｓ）·珗ｎ）珗ｎ

２ 曲面正交网下测地曲率计算公式的直接
推导过程

　　定理１［１２，６］ 设曲面Σ：珒ｒ＝珒ｒ（ｕ，ｖ）上的坐标曲线构

成正交网，Γ是曲面 Σ上的一条曲线，其方程为 珒ｒ＝

珒ｒ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ）），这里ｓ是该曲线的自然参数。则曲线 Γ

的测地曲率为
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证明 记 珗α１ ＝
珒ｒｕ
槡Ｅ
，珗α２ ＝

珒ｒｖ
槡Ｇ
，单位法向量珗ｎ＝珗α１×

珗α２，显然 珗α１，珗α２，珗ｎ构成右手正交系。对 珒ｒ＝珒ｒ（ｓ）＝

珒ｒ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ））直接求导，得
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将（３）式、（４）式代入测地曲率的计算公式，得到

ｋｇ ＝（珒ｒ′（ｓ），珒ｒ″（ｓ），珗ｎ（ｓ））＝（珗ｎ（ｓ）×珒ｒ′（ｓ））·珒ｒ″（ｓ）＝
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其中用到第一类基本量的关系

珒ｒｕ·珒ｒｕ ＝Ｅ

珒ｒｕ·珒ｒｖ＝０

珒ｒｖ·珒ｒｖ＝Ｇ （６）

珒ｒｕ·珒ｒｕｕ ＝
１
２Ｅｕ

珒ｒｕ·珒ｒｕｖ ＝
１
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１
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１
２Ｇｕ （７）

容易看出（５）式正是（１）式的结果［２］。

文献［１］利用曲面基本方程给出了曲线的测地曲率

的计算公式，由此在曲面正交网下给出了（１）式，由于计

算过程要倒回去，计算量将很繁琐。文献［２］为推导出
（１）式，充分利用正交性的几何条件，给出了直接的推导

方法。

３ 正交坐标曲线网下测地曲率的Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ公式

设曲面 珒ｒ＝珒ｒ（ｕ，ｖ）上的坐标曲线构成正交网。令

曲面上曲线珒ｒ＝珒ｒ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ））的切方向与 珒ｒｕ的夹角为

θ，则有

ｄ珒ｒ
ｄｓ＝珗α＝

珒ｒｕ
槡Ｅ
ｃｏｓθ＋

珒ｒｖ
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ｓｉｎθ

又

ｄ珒ｒ
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比较两式，得

ｄｕ
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１
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１
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ｓｉｎθ （８）

所以有
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槡Ｅｕ′＝ｃｏｓθ，槡Ｇｖ′＝ｓｉｎθ
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将（８）式～（１０）式代入（５）式，整理后，得

ｋｇ ＝
ｄθ
ｄｓ－

Ｅｖ
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ｃｏｓθ＋
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公式（１１）式、（１２）式称为Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ公式［１５］，可用于计算

测地曲率和求解曲面上的测地线方程
［１９］，推导高斯 －

波涅公式
［３５］
用（１２）式，是高斯曲率简化公式的来源。

定理 ２［１，９］ 如果在曲面上引进半测地坐标网：
（ｄｓ）２ ＝（ｄｕ）２＋Ｇ（ｕ，ｖ）（ｄｖ）２，则有

ｋｇｄｓ＝ｄａｒｃｔａｎ槡Ｇ
ｄｖ
ｄ( )[ ]ｕ ＋

Ｇｕ
２槡Ｇ

ｄｖ （１３）

证明 由条件知Ｅ＝１，Ｆ＝０，Ｇ＝Ｇ（ｕ；ｖ），代入
（１２）式，得到
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另一方面，由
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文献［１］给出的高斯－波涅公式［３５］
证明过程中，先

是引用（１３）式，然后又转回利用（１４）式，非常的繁琐，实
际上直接利用（１４）式就可以给出高斯 －波涅公式的证

明过程
［３５］。文献［１０］给出了（１４）式的直接使用过程。

４正交坐标曲线网下测地曲率的 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ公
式的直接推导过程

　　定理３［３５］ 设曲面 Σ：珒ｒ＝珒ｒ（ｕ，ｖ）上的坐标曲线构

成正交网，Γ是曲面 Σ上的一条曲线，其参数方程为
ｕ＝ｕ（ｓ），ｖ＝ｖ（ｓ），或珒ｒ＝珒ｒ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ））＝珒ｒ（ｓ），这里
ｓ是该曲线的自然参数。

令曲线的切方向与珒ｒｕ的夹角为θ，则曲线Γ的测地

曲率为
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其中Ｅ，Ｆ，Ｇ是曲面Σ上的第一类基本量。

证明 记 珗α１ ＝
珒ｒｕ
槡Ｅ
，珗α２ ＝

珒ｒｖ
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，由所设条件可知 珗α１·
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单位法向量 珗ｎ＝珗α１×珗α２，由于 珗α１，珗α２，珗ｎ构成右手正交

系，因此

珗ε＝珗ｎ×珗α＝珗ｎ×（珗α１ｃｏｓθ＋珗α２ｓｉｎθ）＝

－珗α１ｓｉｎθ＋珗α２ｃｏｓθ （２１）

对（１８）式两边求导，得
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＝（－珗α１ｓｉｎθ＋珗α２ｃｏｓθ）

ｄθ
ｄｓ＋

ｄ珗α１
ｄｓｃｏｓθ＋

ｄ珗α２
ｄｓｓｉｎθ （２２）

利用（２１）式和（２２）式，得
ｋｇ ＝珒ｒ″（ｓ）·珗ε＝

ｄθ
ｄｓ＋

ｄ珗α１
ｄｓ·珗εｃｏｓθ＋

ｄ珗α２
ｄｓ·珗εｓｉｎθ （２３）

由于

ｄ珗α１
ｄｓ·珗α１ ＝０，

ｄ珗α２
ｄｓ·珗α２ ＝０，

ｄ珗α１
ｄｓ·珗α２ ＝－

ｄ珗α２
ｄｓ·珗α１

因此
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ｋｇ ＝
ｄθ
ｄｓ＋

ｄ珗α１
ｄｓ·（－珗α１ｓｉｎθ＋珗α２ｃｏｓθ）ｃｏｓθ＋

ｄ珗α２
ｄｓ·（－珗α１ｓｉｎθ＋珗α２ｃｏｓθ）ｓｉｎθ＝

ｄθ
ｄｓ＋

ｄ珗α１
ｄｓ·珗α２ｃｏｓ

２θ－
ｄ珗α２
ｄｓ·珗α１ｓｉｎ

２θ＝

ｄθ
ｄｓ＋

ｄ珗α１
ｄｓ·珗α２ （２４）

由于

ｄ珗α１
ｄｓ＝

ｄ
ｄｓ
１

槡
( )Ｅ珒ｒｕ＋１槡Ｅ 珒ｒｕｕ

ｄｕ
ｄｓ＋珒ｒｕｖ

ｄｖ
ｄ( )ｓ

所以

ｄ珗α１
ｄｓ·珗α２ ＝

１

槡ＥＧ
珒ｒｕｕ·珒ｒｖ

ｄｕ
ｄｓ＋珒ｒｕｖ·珒ｒｖ

ｄｖ
ｄ( )ｓ （２５）

利用

珒ｒｕ·珒ｒｕ ＝Ｅ，珒ｒｕ·珒ｒｖ＝０，珒ｒｖ·珒ｒｖ＝Ｇ

可得

珒ｒｕ·珒ｒｕｕ ＝
１
２Ｅｕ，珒ｒｕ·珒ｒｕｖ ＝

１
２Ｅｖ，珒ｒｖ·珒ｒｖｕ ＝

１
２Ｇｕ，珒ｒｖ·珒ｒｕｕ ＝－

１
２Ｅｖ

从而

ｄ珗α１
ｄｓ·珗α２ ＝

１

槡ＥＧ
珒ｒｕｕ·珒ｒｖ

ｄｕ
ｄｓ＋珒ｒｕｖ·珒ｒｖ

ｄｖ
ｄ( )ｓ＝

１

槡ＥＧ
－１２Ｅｖ

ｄｕ
ｄｓ＋Ｇｕ

ｄｖ
ｄ( )ｓ＝

１

槡ＥＧ
－１２Ｅｖ

１

槡Ｅ
ｃｏｓθ＋Ｇｕ

１

槡Ｇ
ｓｉｎ( )θ （２６）

将（２６）式代入（２４）式，得

ｋｇ ＝
ｄθ
ｄｓ－

Ｅｖ
２ 槡Ｅ Ｇ

ｃｏｓθ＋
Ｇｕ
２ 槡Ｇ Ｅ

ｓｉｎθ （２７）

将（２０）式代入（２７）式，得

ｋｇ ＝
ｄθ
ｄｓ－

Ｅｖ
２槡ＥＧ

ｄｕ
ｄｓ＋

Ｇｕ
２槡ＥＧ

ｄｖ
ｄｓ （２８）

ｋｇ ＝
ｄθ
ｄｓ－

（槡Ｅ）ｖ
槡Ｇ

ｄｕ
ｄｓ＋

（槡Ｇ）ｕ
槡Ｅ

ｄｖ
ｄｓ （２９）

（２７）式、（２８）式和（２９）式是曲面正交网下曲面上曲线

的测地曲率Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ公式。

利用（２０）式、（２７）式，可求解曲面上的测地线方

程
［１，３，８９］。

５ 测地线方程显式形式的直接推导方法

对曲面 Σ：珒ｒ＝珒ｒ（ｕ，ｖ），设 Γ：珒ｒ＝珒ｒ（ｓ）＝珒ｒ（ｕ（ｓ），

ｖ（ｓ））是曲面Σ上的测地线，ｓ是曲线的自然参数。

曲线Γ：珒ｒ＝珒ｒ（ｓ）＝珒ｒ（ｕ（ｓ），ｖ（ｓ））是测地线的充分

必要条件为
［１－９］：珗α′（ｓ）·珒ｒｕ ＝０，珗α′（ｓ）·珒ｒｖ＝０。由于

珗α′（ｓ）＝ｄ
２珒ｒ
ｄｓ２
＝珒ｒｕ

ｄ２ｕ
ｄｓ２
＋珒ｒｖ
ｄ２ｖ
ｄｓ２
＋珒ｒｕｕ

ｄｕ
ｄ( )ｓ

２

＋

２珒ｒｕｖ
ｄｕ
ｄｓ
ｄｖ
ｄｓ＋珒ｒｖｖ

ｄｖ
ｄ( )ｓ

２

（３０）

将（３０）式分别与珒ｒｕ，珒ｒｖ作内积，得

珒ｒｕ·珒ｒｕ
ｄ２ｕ
ｄｓ２
＋珒ｒｕ·珒ｒｖ

ｄ２ｖ
ｄｓ２
＋珒ｒｕ·珒ｒｕｕ

ｄｕ
ｄ( )ｓ

２

＋

２珒ｒｕ·珒ｒｕｖ
ｄｕ
ｄｓ
ｄｖ
ｄｓ＋珒ｒｕ·珒ｒｖｖ

ｄｖ
ｄ( )ｓ

２

＝０

珒ｒｖ·珒ｒｕ
ｄ２ｕ
ｄｓ２
＋珒ｒｖ·珒ｒｖ

ｄ２ｖ
ｄｓ２
＋珒ｒｖ·珒ｒｕｕ

ｄｕ
ｄ( )ｓ

２

＋

２珒ｒｖ·珒ｒｕｖ
ｄｕ
ｄｓ
ｄｖ
ｄｓ＋珒ｒｖ·珒ｒｖｖ

ｄｖ
ｄ( )ｓ

２

＝０

利用珒ｒｕ·珒ｒｕ ＝Ｅ，珒ｒｕ·珒ｒｖ＝Ｆ，珒ｒｖ·珒ｒｖ＝Ｇ，可得

珒ｒｕ·珒ｒｕｕ ＝
１
２Ｅｕ

珒ｒｕ·珒ｒｕｖ ＝
１
２Ｅｖ

珒ｒｖ·珒ｒｖｕ ＝
１
２Ｇｕ

珒ｒｖ·珒ｒｖｖ ＝
１
２Ｇｖ

珒ｒｖ·珒ｒｕｕ ＝Ｆｕ－
１
２Ｅｖ

珒ｒｕ·珒ｒｖｖ ＝Ｆｖ－
１
２Ｇｕ

于是有

Ｅｄ
２ｕ
ｄｓ２
＋Ｆｄ

２ｖ
ｄｓ２
＋
Ｅｕ
２
ｄｕ
ｄ( )ｓ

２

＋Ｅｖ
ｄｕ
ｄｓ
ｄｖ
ｄｓ＋

Ｆｖ－
Ｇｕ( )２ ｄｖ

ｄ( )ｓ
２

＝０

Ｆｄ
２ｕ
ｄｓ２
＋Ｇｄ

２ｖ
ｄｓ２
＋ Ｆｕ－

Ｅｖ( )２ ｄｕ
ｄ( )ｓ

２

＋

Ｇｕ
ｄｕ
ｄｓ
ｄｖ
ｄｓ＋

Ｇｖ
２
ｄｖ
ｄ( )ｓ

２

＝０ （３１）

（３１）式的等价形式

ｄ２ｕ
ｄｓ２

ｄ２ｖ
ｄｓ









２

＋
Ｅ Ｆ( )Ｆ Ｇ

－１

Ｅｕ
２
ｄｕ
ｄ( )ｓ

２

＋Ｅｖ
ｄｕ
ｄｓ
ｄｖ
ｄｓ＋ Ｆｖ－

Ｇｕ( )２ ｄｖ
ｄ( )ｓ

２

Ｆｕ－
Ｅｖ( )２ ｄｕ

ｄ( )ｓ
２

＋Ｇｕ
ｄｕ
ｄｓ
ｄｖ
ｄｓ＋

Ｇｖ
２
ｄｖ
ｄ( )ｓ












２
＝０ （３２）

（３２）式就是一般参数曲面上的测地线的方程，这里给出
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了直接的推导过程。利用（３２）式可证明曲面上测地线

存在唯一性定理
［１５］，求解曲面上测地线方程及理论推

导。

特别地，当曲面珒ｒ＝珒ｒ（ｕ，ｖ）上的坐标曲线构成正交

网时，有珒ｒｕ·珒ｒｖ＝Ｆ＝０，此时曲面上的曲线为测地线的

充分必要条件为
［２］：

ｄ２ｕ
ｄｓ２
＋
Ｅｕ
２Ｅ
ｄｕ
ｄ( )ｓ

２

＋
Ｅｖ
Ｅ
ｄｕ
ｄｓ
ｄｖ
ｄｓ－

Ｇｕ
２Ｅ
ｄｖ
ｄ( )ｓ

２

＝０

ｄ２ｖ
ｄｓ２
－
Ｅｖ
２Ｇ
ｄｕ
ｄ( )ｓ

２

＋
Ｇｕ
Ｇ
ｄｕ
ｄｓ
ｄｖ
ｄｓ＋

Ｇｖ
２Ｇ
ｄｖ
ｄ( )ｓ

２

＝０ （３３）

（３３）式可用于求解曲面正交网下曲面上测地线方程［２］。
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