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几乎基次亚紧空间的无限乘积

石鹏飞，何兆容，张焰杰

（成都理工大学管理科学学院，成都 ６１００５９）

　　摘　要：为了更好地研究次亚紧空间及其他拓扑空间的覆盖性质，在与几乎基亚紧空间结合后定义

了几乎基次亚紧空间，研究了它的遗传性，并获得结果：（１）几乎基次亚紧空间的闭子空间是几乎基次亚

紧的；（２）如果 Ｘ＝∏
α∈Λ
Ｘα是 Λ －仿紧空间，则 Ｘ是几乎基次亚紧空间当且仅当 Ｆ∈ ［Λ］＜ω，

Λ 是几乎基次亚紧的。

关键词：闭子空间；次亚紧空间； Λ －仿紧空间

中图分类号：Ｏ１８９１１ 文献标志码：Ａ

引 言

ＰｏｔｅｒＪＥ引入了基仿紧空间的概念，并研究了基仿

紧空间的性质［１］。ＧｒａｎｅｒＥ首先引入了几乎亚紧空

间［２］，后又有学者引入了基次亚紧空间的概念，并对它

的相关性质进行了研究。本文在此基础上，引入几乎基

次亚紧空间的概念，并对其有关性质做初步的探讨。

本文所讨论的拓扑空间以下简称为空间，用

（Ｕ）Ａ和Ｎ（Ａ）分别表示集族｛Ｕ∈Ｕ：Ｕ∩Ａ≠｝和

集合Ａ的开邻域系，Ａ表示集合Ａ的闭包，ＩｎｔＡ表示集合

Ａ的内部，Λ表示集合Λ的基数；ω表示非负整数集或

最小无限基数；［Ａ］＜ω ＝｛Ｆ Ａ，Ｆ是非空有限集｝，

ｏｒｄ（ｘ，Ｖｎ）＝ ｛Ｖ：Ｖ∈Ｖｎ，ｘ∈Ｖ｝。本文的基本概

念、符号和表示方法都参考文献［３］。

１ 预备知识

定义１［４］ 设 （Λ，≤）是一个定向集，称集族 Ｕ＝

｛Ｕα∈Λ｝是定向上升的，如果对α，β∈Λ，当α≤β时

有ＵαＵβ。

定义２［５］ 设ｋ是一个基数，并且ｋ≥２，空间Ｘ称为

是ｋ－仿紧的，如果Ｘ的每个基数≤ｋ的开覆盖有一个

局部有限的开加细。

定义３［６］ 空间Ｘ称为是基 －次亚紧的，如果存在Ｘ

的一个基Ｂ，Ｂ ＝ω（Ｘ），对于Ｘ的每个覆盖Ｕ，都存

在一个开加细序列［Ｂｎ］ｎ∈ω，且ＢｎＢ，使得ｘ∈Ｘ

存在ｎ∈ω，有１≤ｏｒｄ（ｘ，Ｂ ｎ）＜ω。

定义４ 空间Ｘ称为是几乎基 －次亚紧的，如果存

在Ｘ的一个基Ｂ，Ｂ ＝ω（Ｘ），对于Ｘ的每个覆盖Ｕ，

都存在 Ｘ的一个稠密子集 Ｄ及 Ｕ的一个开加细序列

［Ｂｎ］ｎ∈ω，且ＢｎＢ，使得ｘ∈Ｄ存在ｎ∈ω，有１≤
ｏｒｄ（ｘ，Ｂ ｎ）＜ω。

引理１［７］ 设λ是一个基数，若空间Ｘ是λ仿紧的，

Λ是一个定向集，Λ ＝λ，若｛Ｈα：α∈Λ｝是Ｘ定向上升

的开覆盖，则存在Ｘ定向上升的开覆盖｛Ｋα：α∈Λ｝，使

得对α∈Λ有ＫαＨα。

引理２［８］ 几乎次亚紧空间的闭子空间是几乎亚紧

空间。

引理３［９］ 如果Ｘ＝Πα∈ΛＸα是 Λ －仿紧空间，则

Ｘ是几乎弱 珋θ加细的空间当且仅当 Ｆ∈ ［Λ］＜ω，

Πα∈ΛＸα是几乎弱 珋θ加细的。



２ 主要结果

定理１ 如果空间Ｘ是几乎基次亚紧的，则 Ｘ的闭

子空间Ｙ是几乎基次亚紧的。

证明 Ｙ是Ｘ的闭子空间，Ｙ是Ｙ的开覆盖，Ｕ∈
Ｙ，Ｇ（Ｕ）开于Ｘ，使得Ｕ＝Ｇ（Ｕ）∩Ｙ从而｛Ｇ（Ｕ）：

Ｕ∈Ｙ｝∪｛Ｘ－Ｙ｝是Ｘ的开覆盖，由Ｘ是几乎基次亚

紧空间，Ｂ是Ｘ的一个基，故存在Ｘ的一个稠密子集 Ｄ

和｛Ｇ（Ｕ）：Ｕ∈ Ｙ｝∪ ｛Ｘ－Ｙ｝的开加细覆盖 Ｖ＝

∪ｎ∈ωＶｎ，Ｖｎ∈Ｂ，使得ｘ∈Ｄ存在ｎ∈ω，１≤ｏｒｄ（ｘ，

Ｖｎ）＜ω。令Ａ ＝Ｂ∩Ｙ，则Ａ为Ｙ的基。令Ｈｎ＝Ｖ

∩ Ｙ＝｛Ｙ∩Ｖｎα：α∈Λ，Ｖｎα∈Ｖ，Ｖｎα∩Ｙ≠｝，则Ｈｎ

是Ｙ的开加细且Ｈｎ∈Ａ。由Ｄ是稠密子集，Ｄ∩Ｙ＝

Ｄ∩Ｙ＝Ｘ∩Ｙ，所以Ｄ∩Ｙ稠密于Ｙ。ｘ∈Ｄ∩Ｙ，ｘ

∈Ｄ且ｘ∈Ｙ，而１≤ｏｒｄ（ｘ，Ｖｎ）＜ω，Ｈｎ＝Ｖ∩Ｙ，有

Ｖ∩Ｙ＝ Ｖｎ ，从而，１≤ｏｒｄ（ｘ，Ｈｎ）＜ω。即Ｙ是几

乎基次亚紧空间。

定理２ 如果Ｘ＝∏
α∈Λ
Ｘα是 Λ －仿紧空间，则 Ｘ

是几乎基次亚紧空间当且仅当Ｆ∈［Λ］＜ω，∏
α∈Ｆ
Ｘα是

几乎基次亚紧的。

证明 Ｆ∈［Λ］＜ω，令ＹＦ ＝∏
α∈Ｆ
Ｘα，且πＦ：Ｘ→ＹＦ

表投射，特别地，对α∈Λ，令πα＝π｛α｝，即πα表示Ｘ到

Ｘα的投射映射，并记作ＺＦ ＝ＹΛ－Ｆ，设Ｕ＝｛Ｕξ：ξ∈∑｝
是Ｘ的任意开覆盖，Ｆ∈ ［Λ］ω，ξ∈∑，令 ＵＦξ ＝
Ｕ｛Ｖ：Ｖ开于ＹＦ，并且Ｖ×ＺＦＵξ｝，则

（１）ＵＦξ开于 ＹＦ并且 ＵＦξ ×ＺＦ Ｕξ，令 ＯＦ ＝

（∪ξ∈∑ＵＦξ）×ＺＦ。

（２）｛ＯＦ：Ｆ∈［Λ］
＜ω｝是Ｘ的开覆盖，且Ｅ，Ｆ∈

［Λ］ω，如果ＦＥ，则有ＯＦＯＥ
［１０］。

事实上，ｘ∈Ｘ，存在ξ∈∑，ｘ∈Ｕξ，使得α∈
Ｆ，存在Ｗα开于Ｘα使得ｘ∈∩α∈Ｆπ

－１
α（Ｗα）Ｕξ，令Ｗ ＝

∏
α∈Ｆ
Ｗα，则ｘ∈Ｗ×ＺＦ ＝∩α∈Ｆπ

－１
α（Ｗα）Ｕξ，对ｘ∈ＵＦξ

×ＺＦＯＦ，即｛ＯＦ：Ｆ∈ ［Λ］
＜ω｝是 Ｘ的开覆盖，其次，

Ｅ，Ｆ∈［Λ］＜ω，如果ＦＥ，ｘ∈ＯＦ，存在ξ∈∑，使
得 ｘ＝（ｘα）α∈Ｆ ×（ｘα）α∈Λ－Ｆ ∈ ＵＦξ ×ＺＦ ＝（ＵＦξ ×

∏
α∈Ｅ－Ｆ
Ｘα）×ＺＥ，又ＵＦξ×∏

α∈Ｅ－Ｆ
Ｘα开于ＹＥ，故ｘ∈ＵＦξ×ＺＥ，

从而（２）真。

因Ｘ＝∏
α∈Λ
Ｘα是 Λ －仿紧空间，由引理１，Ｘ有一

个定向上升的开覆盖｛ＧＦ：Ｆ∈ ［Λ］
＜ω｝使得 Ｆ∈

［Λ］＜ω，ＧＦＯＦ，且Ｅ，Ｆ∈［Λ］
＜ω，如果ＦＥ，则ＧＦ

ＧＥ，Ｆ∈［Λ］
＜ω，令ＴＦ ＝ＹＦ－πＦ（Ｘ－ＧＦ），则

（３）ＴＦ∈∪ξ∈∑ＵＦξ
事实上，ｘ∈ＴＦ，ｘπＦ（Ｘ－ＧＦ），则有π

－１
Ｆ（ｘ）∩

（Ｘ－ＧＦ）＝，故π
－１
Ｆ（ｘ）ＧＦＯＦ ＝（∪ξ∈∑ＵＦξ）×

ＺＦ，从而 ｘ∈∪ξ∈∑ＵＦξ，Ｅ，Ｆ∈ ［Λ］＜ω，令 ＣＦ ＝

（ＩｎｔＴＦ）×ＺＦ。

（４）｛ＣＦ：Ｆ∈［Λ］
＜ω｝是Ｘ的开覆盖。

事实上，ｘ∈Ｘ，存在ｘ∈ＧＦ，存在Ｅ∈［Λ］
＜ω，使

得Ｅ∈［Λ］＜ω，使得 α∈ Ｅ，有 Ｗα开于 Ｘα并且ｘ∈

∩α∈Ｅπ
－１
α（Ｗα）＝π

－１
Ｅ（Ｗ） ＧＦ，取 Ａ＝Ｅ∪ Ｆ，故

π－１Ｅ（Ｗ）ＴＡ×ＺＡ，则（ｙα）α∈ＡＴＡ－πＡ（Ｘ－ＧＡ），存在

ｚ∈（Ｘ－ＧＡ），使得πＡ（ｚ）＝（ｙα）α∈Ａ，因为ＥＡ，πＥ（ｚ）＝

πＥπＡ（ｚ）＝π（（ｙα）α∈Ａ）＝（ｙα）α∈Ｅ∈Ｗ，故与ｚ∈Ｘ－

ＧＨ矛盾，从而π
－１
Ｅ（ｗ）ＴＡ×ＺＡ，故π

－１
Ｅ（ｗ）Ｉｎｔ（ＴＡ×

ＺＡ）Ｉｎｔ（ＴＡ）×ＺＡＧＡ，即（４）真。

其次，由Ｘ的 Λ －仿紧空间和（４），对于Ｘ的开覆

盖｛ＣＦ：Ｆ∈ ［Λ］
＜ω｝有局部有限的开加细｛ＫＦ：Ｆ∈

［Λ］＜ω｝，并且对于Ｆ∈［Λ］＜ω，因πＦ：Ｘ→ＹＦ是开映

射，则ＴＦ ＝ＹＦ－πＦ（Ｘ－ＧＦ）闭于ＹＦ。

因为Ｘ是几乎基次亚紧，由题设和定理１，Ｆ∈
［Λ］＜ω，ＹＦ的闭子空间ＴＦ是几乎基亚紧空间的，则ＴＦ有

一个基 Ｂ，Ｂ ＝ω（ＴＦ），对 ＴＦ的每个开覆盖 ｛ＵＦξ：

ξ∈∑｝，都存在 ＴＦ的一个稠密子集 Ｄ和 ｛ＵＦξ：ξ∈
∑｝的一个开加细序列 ［ＢＦｎ］＝｛ＢＦｎξ：ξ∈∑，ｎ∈
ω｝，使得ｘ∈Ｄ，存在ｎ∈ω，有１≤ｏｒｄ（ｘ，ＢＦｎ）＜ω，

并且对ξ∈∑，ｎ∈ω，有ＢＦｎξＵＦξ，对ｎ∈ω，
令Ｈ ｎ＝｛π

－１
Ｆ（ＢＦｎξ）∩ＫＦ：Ｆ∈［Λ］

＜ω，ξ∈∑，ＢＦｎξ
ＢＦｎ｝，则［Ｈ ｎ］ｎ∈ω是Ｕ ＝｛Ｕξ：ξ∈∑｝的开加细序列。

事实上，ｘ∈Ｘ，因｛ＫＦ：Ｆ∈［Λ］
＜ω｝是Ｘ的开覆

盖，故存在Ｆ∈［Λ］＜ω，使得ｘ∈ＫＦ，并且对ｎ∈ω，ＢＦｎ＝

｛ＢＦｎξ：ξ∈∑｝是ＴＦ的开覆盖，则对ｎ∈ω，存在ξ∈
∑，使得πＦ（ｘ）＝ｘＦ∈ＢＦｎξ，故ｘ∈π－１Ｆ（ＢＦξ）∩ＫＦ，其
次ｎ∈ω，ξ∈∑，因ＢＦｎξＵＦξ，则π－１Ｆ（ＢＦｎξ）∩ＫＦ
π－１Ｆ（ＢＦｎξ）π

－１
Ｆ（ＵＦξ）ＵＦξ×ＺＦＵξ，故［Ｈ ｎ］ｎ∈ω是

Ｕ ＝｛Ｕξ：ξ∈∑｝的开加细。
ｘ∈π－１Ｆ（Ｄ），存在ｎ∈ω，使１≤ｏｒｄ（ｘ，Ｈｎ）＜

ω，事实上，ｘ∈π－１Ｆ（ＤＦ），则ｘ∈ＫＦＣＦ ＝（ＩｎｔＴＦ）

×ＺＦ，故ｎ∈ω，ｘＦ ＝πＦ（ｘ）∈ＤＦＴＦ∪ＢＦｎ，故
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存在ｎ∈ ω，使得 ｏｒｄ（ｘＦ，ＢＦｎ）＜ω，并且（Ｈ ｎ）ｘ ＝

｛π－１Ｆ（ＢＦξ）∩ＫＦ：ＢＦｎξ∈（ＢＦｎ）ｘＦ，Ｆ∈［Λ］
＜ω，ξ∈∑｝，

即存在ｎ∈ω，有１≤ｏｒｄ（ｘ，Ｈｎ）＜ω，从而Ｘ是几乎

基次亚紧空间。

 设 Ｘ ＝∏α∈∑
Ｘα 是几乎基次亚紧，Ｆ∈

［Λ］＜ω，α＝Λ－Ｆ，取ｘα∈Ｘα，则有定理１，Ｘ的闭子

空间Ｙ＝ ∏α∈Ｆ
Ｘ( )α ×｛｛Ｘα｝：α∈Λ－Ｆ｝，是几乎基次

亚紧的，从而∏α∈Ｆ
Ｘα是几乎基次亚紧的。

定理３ 如果Ｘ＝∏α∈ω
Ｘα是可数仿紧空间，则下

列条件等价。

（１）Ｘ是几乎基次亚紧的。

（２）Ｆ∈［Λ］＜ω，∏α∈Ｆ
Ｘα是几乎基次亚紧空间。

（３）ｎ∈ω，Ｘ＝∏
α∈Λ
Ｘα是几乎基次亚紧空间。

证明 （１）（２）是定理３（２）的直接证明，（２）
（３）是显然的。

证明（３）（２）。事实上，Ｆ∈［Λ］＜ω，因Ｆ≠，故可

记ｍ＝ＭａｘＦ，由条件（３）知∏α≤ｎ
Ｘα是几乎基次亚紧空

间，α≤ｍ，若α≠Ｆ，则α∈｛０，１，２，…，ｍ｝－Ｆ，取一个

ｘα∈Ｘα，则 ∏α∈Ｆ
Ｘ( )α ×｛｛ｘα｝：α∈ ｛０，１，２，…，ｍ｝－

Ｆ｝是闭于∏α≤ｍ
Ｘα的并且与∏α∈Ｆ

Ｘα同胚，故∏α∈Ｆ
Ｘα

是几乎基次亚紧空间。
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ｍａｉｎｒｅｓｕｌｔｓａｒｅｏｂｔａｉｎｅｄａｓｆｏｌｌｏｗｓ：（１）Ｅｖｅｒｙｃｌｏｓｅｄｓｕｂｓｐａｃｅｏｆｎｅａｒｌｙｂａｓｅｓｕｂｍｅｔａｃｏｍｐａｃｔｓｐａｃｅｉｓｎｅａｒｌｙｂａｓｅ

ｓｕｂｍｅｔａｃｏｍｐａｃｔ．（２）ＬｅｔＸ＝∏
α∈Λ
Ｘαｂｅａ Λ ｐａｒａｃｏｍｐａｃｔｓｐａｃｅ，ｔｈｅｎＸｉｓｎｅａｒｂａｓｅｓｕｂｍｅｔａｃｏｍｐａｃｔｓｐａｃｅｉｆａｎｄｏｎｌｙ

ｉｆ∏
α∈Ｆ
Ｘαｉｓｎｅａｒｌｙｂａｓｅｓｕｂ－ｍｅｔａｃｏｍｐａｃｔｆｏｒｅａｃｈＦ∈［Λ］

＜ω．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｃｌｏｓｅｄｓｕｂｓｐａｃｅ；ｓｕｂｍｅｔａｃｏｍｐａｃｔｓｐａｃｅｓ； Λ ｐａｒａｃｏｍｐａｃｔｓｐａｃｅｏｒｄｓ
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