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集合约束下的向量拟均衡问题

代乾文

（西华师范大学数学与信息学院，四川 南充 ６３７００９）

　　摘　要：运用像空间分析研究更为一般的约束条件下的向量拟均衡问题（记为ＶＱＥＰ）的解，并且通

过拟相对内部的概念定义拟相对弱向量拟均衡问题（记为ｑｒｗ－ＶＱＥＰ），然后利用像的一种合理形式的

拟内部和广义拉格朗日函数的鞍点定理表示ＶＱＥＰ和ｑｒｗ－ＶＱＥＰ的线性分离，最后得出ＶＱＥＰ和ｑｒｗ－

ＶＱＥＰ的拉格朗日型最优性条件。
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引 言

设Ｗ，Ｙ，Ｚ是Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ局部凸向量空间，ＸＷ且Ｘ

是非空凸集。ｆ：Ｘ×Ｘ→２Ｙ，并且ｆ（ｘ，ｘ）＝０对ｘ∈Ｘ

都成立，Ｇ：Ｘ×Ｘ→２Ｚ，Ｃ：Ｘ→２Ｙ，｛Ｃ（ｘ）：ｘ∈Ｘ｝是Ｙ中

一族闭凸点锥，并且对于ｘ∈Ｘ都有ｑｒｉＣ（ｘ）≠，并

且Ｄ：Ｘ→２Ｚ，｛Ｄ（ｘ）：ｘ∈Ｘ｝是Ｚ中一族闭凸锥。

对于ｘ∈Ｘ，定义Ｃ０（ｘ）＝Ｃ（ｘ）＼｛０｝或ｑｒｉＣ（ｘ），

并且定义Ｋ：Ｘ→２Ｘ为Ｋ（ｘ）：＝｛ｙ∈Ｘ：Ｇ（ｘ，ｙ）∩Ｄ（ｘ）

≠｝。

本文主要考虑的是更为一般的集合约束条件下的

ＶＱＥＰ（ｑｒｗ－ＶＱＥＰ）。

（ｉ）ＶＱＥＰ：找到ｘ∈Ｋ（ｘ），使得

ｆ（ｘ，ｙ）Ｃ（ｘ）＼｛０｝，ｙ∈Ｋ（ｘ） （１）

（ｉｉ）ｑｒｗ－ＶＱＥＰ：找到ｘ∈Ｋ（ｘ），使得

ｆ（ｘ，ｙ）ｑｒｉＣ（ｘ），ｙ∈Ｋ（ｘ） （２）

如果Ｇ：Ｘ×Ｘ→Ｙ，那么（１）式与（２）式将退化到参

考文献［１］的相应问题，即：Ｋ（ｘ）：＝｛ｙ∈Ｘ：Ｇ（ｘ，ｙ）∈

Ｄ（ｘ）｝，有：

（珓ｉ）ＶＱＥＰ：找到ｘ∈Ｋ（ｘ），使得

ｆ（ｘ，ｙ）Ｃ（ｘ）＼｛０｝，ｙ∈Ｋ（ｘ） （３）

（槇ｉｉ）ｑｒｗ－ＶＱＥＰ：找到ｘ∈Ｋ（ｘ），使得

ｆ（ｘ，ｙ）ｑｒｉＣ（ｘ），ｙ∈Ｋ（ｘ） （４）

像空间分析在研究向量变分不等式和向量优化问

题中是一种很有效的工具。它最先运用于极值约束问

题［２３］。利用像空间的向量分离定理，Ｍａｓｔｒｏｅｎｉ［４］得到了

一些相关的广义性的结论，并且呈现了 ＶＱＥＰ的解的向

量鞍点优化条件。近来，越来越多的数学工作者在向量

优化问题的研究中运用像空间分析，然而，当前像空间

分析还较少用于向量拟均衡问题尤其是具有无穷维的

像情况。Ｌｉ和 Ｇｕｕ将像空间分析运用到 ＶＱＥＰ（ｑｒｗ－

ＶＱＥＰ）［１］，并且研究了它的线性分离、鞍点定理以及解

集的误差界。本文将探索像空间分析用于更为一般的

集合为约束条件下的ＶＱＥＰ（ｑｒｗ－ＶＱＥＰ）的线性分离、

鞍点定理及最优性条件。

１ 预备知识

设Ｒｌ表示ｌ维Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ空间，其中ｌ是正整数。设

Ｗ是Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ局部凸拓扑向量空间，定义Ｗ是Ｗ的对

偶拓扑，对于非空子集ＰＷ，若ｔＰＰ对于ｔ≥０均



成立，称Ｐ为锥。当Ｐ∩（－Ｐ）＝｛０｝，称Ｐ为点锥。定义

Ｐ的正极锥：

Ｐ：＝｛ｘ ∈Ｗ：［ｘ，ｘ］≥０，ｘ∈Ｐ｝，对于任

意子集 Ｐ Ｗ且 Ｐ＼｛０｝≠ ，那么显然可见 Ｐ ＝

（Ｐ＼｛０｝）。

设ＭＷ，则Ｍ的凸包、闭包、内部和相对内部分别

定义为：ｃｏｎｖＭ、ｃｌＭ、ｉｎｔＭ和ｒｉＭ。

设ｘ∈Ｍ，则Ｍ在ｘ处的正规锥定义为：

ＮＭ（ｘ）：＝｛ｘ
 ∈Ｗ：［ｘ，ｙ－ｘ］≤０，ｙ∈Ｍ｝

定义在Ｍ上的支撑函数：

δＭ（ｙ）：＝ｓｕｐｘ∈Ｍ［ｘ，ｙ］

定义１［５］ 设ＭＷ，Ｗ是Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ局部凸向量拓

扑空间。

（１）如果ｃｌｃｏｎｅ（Ｍ－ｘ）＝Ｗ或者ＮＭ（ｘ）＝｛０｝，则

称ｘ∈Ｍ是Ｍ的拟内部点，记为ｘ∈ｑｉＭ。

（２）如果ｃｌｃｏｎｅ（Ｍ－ｘ）是Ｗ的子空间，或者ＮＭ（ｘ）

是Ｗ 的子空间，则称ｘ∈Ｍ是 Ｍ的拟相对内部，记为

ｑｒｉＭ。

对于任何凸集Ｍ，有ｑｉＭｑｒｉＭ，若ｉｎｔＭ≠，则有

ｉｎｔＭ ＝ｑｒｉＭ［５］和 ｉｎｔＭ ＝ｑｉＭ［６］，此外，ｑｒｉ｛ｘ｝＝｛ｘ｝，

ｘ∈Ｗ，若ｑｉＭ≠，则ｑｉＭ＝ｑｒｉＭ［７８］。若Ｗ是有限维

空间，则ｑｉＭ ＝ｉｎｔＭ［８］，ｑｒｉＭ ＝ｒｉＭ［５］。

引理１ 设ＭＷ，Ｗ是Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ局部凸向量拓扑

空间，ｑｒｉＭ≠，则有：

?ｑｒｉ（ｔＭ）＝ｔｑｒｉＭ，ｔ∈Ｒ。

?ｔｑｒｉＭ＋（１－ｔ）ＭｑｒｉＭ，ｔ∈（０，１］，则ｑｒｉＭ是

凸集。

?ｃｌｑｒｉＭ ＝ｃｌＭ。

?如果Ｍ是凸锥，则ｑｒｉＭ＋Ｍ ＝ｑｒｉＭ。

证明 结论?，?，?，?参见文献［１，５，７－９］。

引理２［５］ 设Ｗ是Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ局部凸向量拓扑空间，

ＭＷ，Ｍ是闭凸锥，且ｃｌ（Ｍ－Ｍ）＝Ｗ，则ｘ∈ｑｒｉＭ

ｘ∈ｑｉＭ［λ，ｘ］＞０，λ ∈Ｍ＼｛０｝。

引理３［１］ 设Ｗ是Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ局部凸向量拓扑空间，

设Ｍ是 Ｗ的非空子集，且 ｘ０∈ Ｍ，则有 ＮＭ（ｘ０）＝

ＮｃｏｎｖＭ（ｘ０）。

像空间分析在ＶＱＥＰ（ｑｒｗ－ＶＱＥＰ）的一些性质：

当 Ｃ０（ｘ）＝Ｃ（ｘ）＼｛０｝时，观察ｘ∈Ｋ（ｘ）是（１）式

的解时，当且仅当下式不成立：

ｆ（ｘ，ｙ）∈Ｃ（ｘ）＼｛０｝，ｙ∈Ｋ（ｘ） （５）

Ｃ０（ｘ）＝ｑｒｉＣ（ｘ）时，观察ｘ∈Ｋ（ｘ）是（２）式的解

时，当且仅当下式不成立：

ｆ（ｘ，ｙ）∈ｑｒｉＣ（ｘ），ｙ∈Ｋ（ｘ） （６）

定义映射：Ａｘ：Ｘ→２
Ｙ×Ｚ，

Ａｘ（ｙ）：＝（ｆ（ｘ，ｙ），Ｇ（ｘ，ｙ）） （７）

Ｋｘ：＝｛（ｕ，ｖ）∈Ｙ×Ｚ：ｕ＝ｆ（ｘ，ｙ），

ｖ∈Ｇ（ｘ，ｙ），ｙ∈Ｘ｝＝Ａｘ（Ｘ）

（１）当Ｃ０（ｘ）＝Ｃ（ｘ）＼｛０｝时，定义集合：

ＨＣ（ｘ）＼｛０｝：＝｛（ｕ，ｖ）∈Ｙ×Ｚ：ｕ∈（Ｃ（ｘ）＼｛０｝），

ｖ∈Ｄ（ｘ）｝＝（Ｃ（ｘ）＼｛０｝）×Ｄ（ｘ）

（２）当Ｃ０（ｘ）＝ｑｒｉＣ（ｘ）时，定义集合：

ＨｑｒｉＣ（ｘ）：＝｛（ｕ，ｖ）∈Ｙ×Ｚ：ｕ∈（ｑｒｉＣ（ｘ）），

ｖ∈Ｄ（ｘ）｝＝（ｑｒｉＣ（ｘ））×Ｄ（ｘ）

集 Ｋｘ称为ＶＱＥＰ（或ｑｒｗ－ＶＱＥＰ）的像，空间Ｙ×

Ｚ称为ＶＱＥＰ（或ｑｒｗ－ＶＱＥＰ）的像空间，显而易见它是

无穷维 。

性质１ 若（５）式不成立，那么当且仅当

ＨＣ（ｘ）＼｛０｝∩Ｋｘ＝ （８）

若（６）式不成立，那么当且仅当

ＨｑｒｉＣ（ｘ）∩Ｋｘ＝ （９）

那么ｘ∈Ｋ（ｘ）是（１）式的解当且仅当（８）式成立。

ｘ∈Ｋ（ｘ）是（２）式的解当且仅当（９）式成立。

性质 ２ 当 Ｃ０（ｘ）分别定义为 Ｃ（ｘ）＼｛０｝与

ｑｒｉＣ（ｘ）时，有ｃｌＨＣ（ｘ）＼｛０｝ ＝ｃｌＨｑｒｉＣ（ｘ）。

证明 因为Ｃ（ｘ）是闭凸点锥，根据引理１的（Ⅲ），

有ｃｌｑｒｉＣ（ｘ）＝Ｃ（ｘ），根据ＨＣ０（ｘ）的定义有：

ｃｌＨｑｒｉＣ（ｘ） ＝ｃｌ［ｑｒｉＣ（ｘ）×Ｄ（ｘ）］＝

ｃｌｑｒｉＣ（ｘ）×ｃｌＤ（ｘ）＝

ｃｌＣ（ｘ）×ｃｌＤ（ｘ）＝

Ｃ（ｘ）×Ｄ（ｘ）＝

ｃｌＨＣ（ｘ）＼｛０｝

证毕。

由于一般情况下Ｋｘ非凸，通过ｃｌＨＣ０（ｘ）介绍像Ｋｘ

的一种合理形式εｘ：

εｘ：＝Ｋｘ－ｃｌＨＣ０（ｘ） ＝Ａｘ（Ｘ）－（Ｃ（ｘ）×Ｄ（ｘ））

性质３ （１）若（５）式不成立或者（１）式成立时，当

且仅当有如下关系成立：

ＨＣ（ｘ）＼｛０｝∩εｘ＝ （１０）

（２）若（６）式不成立或者（２）式成立时，当且仅当有

如下关系成立：

ＨｑｒｉＣ（ｘ）∩εｘ＝ （１１）

证明 （１）因为Ｃ（ｘ）是闭凸点锥，有ｃｌ（Ｃ（ｘ）＼｛０｝）＝
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Ｃ（ｘ），Ｃ（ｘ）＼｛０｝＋Ｃ（ｘ）＝Ｃ（ｘ）＼｛０｝，所以有

ＨＣ（ｘ）＼｛０｝＋ｃｌＨＣ（ｘ）＼｛０｝ ＝（Ｃ（ｘ）＼｛０｝×Ｄ（ｘ））＋

（Ｃ（ｘ）×Ｄ（ｘ））＝Ｃ（ｘ）＼｛０｝×Ｄ（ｘ）＝ＨＣ（ｘ）＼｛０｝

根据

εｘ－ＨＣ（ｘ）＼｛０｝ ＝Ｋｘ－ｃｌＨＣ（ｘ）＼｛０｝－ＨＣ（ｘ）＼｛０｝ ＝

Ｋｘ－（ｃｌＨＣ（ｘ）＼｛０｝＋ＨＣ（ｘ）＼｛０｝）＝

Ｋｘ－ＨＣ（ｘ）＼｛０｝

所以，如果（０，０）Ｋｘ－ＨＣ（ｘ）＼｛０｝（０，０）εｘ－ＨＣ（ｘ）＼｛０｝，

即有ＨＣ（ｘ）＼｛０｝∩Ｋｘ＝ＨＣ（ｘ）＼｛０｝∩εｘ＝。

（２）因为Ｃ（ｘ）是闭凸点锥，根据引理１的（Ⅲ），有

ｃｌｑｒｉＣ（ｘ）＝Ｃ（ｘ），又根据引理１的（Ⅳ），有ｑｒｉＣ（ｘ）＋

Ｃ（ｘ）＝ｑｒｉＣ（ｘ），所以有

ＨｑｒｉＣ（ｘ）＋ｃｌＨｑｒｉＣ（ｘ） ＝（ｑｒｉＣ（ｘ）×Ｄ（ｘ））＋

（Ｃ（ｘ）×Ｄ（ｘ））＝ｑｒｉＣ（ｘ）×Ｄ（ｘ）＝ＨｑｒｉＣ（ｘ）

根据

εｘ－ＨｑｒｉＣ（ｘ） ＝Ｋｘ－ｃｌＨｑｒｉＣ（ｘ）－ＨｑｒｉＣ（ｘ） ＝

Ｋｘ－（ｃｌＨｑｒｉＣ（ｘ）＋ＨｑｒｉＣ（ｘ））＝

Ｋｘ－ＨｑｒｉＣ（ｘ）

所以，如果（０，０）Ｋｘ－ＨｑｒｉＣ（ｘ）（０，０）εｘ－ＨｑｒｉＣ（ｘ），

即有ＨｑｒｉＣ（ｘ）∩Ｋｘ ＝ＨｑｒｉＣ（ｘ）∩εｘ＝。

证毕 。

为了表示εｘ的凸性，需要如下定义：

定义２ 设ＰＹ是一个闭凸锥，映射Ｆ：Ｘ→，如果

映射ｈ满足关系式：

ｔＦ（ｘ）＋（１－ｔ）Ｆ（ｙ）Ｆ（ｔｘ＋（１－ｔ）ｙ）＋

Ｐｘ，ｙ∈Ｘ，ｔ∈（０，１）

则称映射Ｆ在凸集Ｘ上是Ｐ－凸的，称映射Ｆ在凸集Ｘ

上是Ｐ－似凸当且仅当Ｆ（Ｘ）＋Ｐ是凸集。

显然，如果映射Ｆ在凸集Ｘ上是Ｐ－凸的，那么它在

凸集Ｘ上是Ｐ－似凸的。

性质４ 设ｘ∈Ｘ，那么集εｘ是凸集当且仅当在（７）

式中映射 －Ａｘ在凸集Ｘ上是Ｃ（ｘ）×Ｄ（ｘ）似凸的。

证明 参考文献［１］可证。

２ 线性分离和鞍点定理

定义３ 设ｘ∈Ｘ，

（Ⅰ）如果存在（α，β）∈（Ｃ（ｘ）） ×（Ｄ（ｘ））

且（α，β）≠（０，０），有

［α，ｕ］＋［β，ｖ］≤０，（ｕ，ｖ）∈Ｋｘ （１２）

或者

［α，ｆ（ｘ，ｙ）］＋δＧ（ｘ，ｙ）（β
）≤０，ｙ∈Ｘ （１３）

那么称集ＨＣ０（ｘ）和集Ｋｘ线性分离 。

（Ⅱ）如果存在（α，β）∈（Ｃ（ｘ）） ×（Ｄ（ｘ））

且α ≠０，有（１３）式成立，称集ＨＣ０（ｘ）和集Ｋｘ正则线

性分离。

（Ⅲ）如果存在（α，β）∈（Ｃ（ｘ）） ×（Ｄ（ｘ））

且α ∈ｑｒｉ（Ｃ（ｘ）），有（１３）式成立，称集ＨＣ０（ｘ）和集

Ｋｘ强正则线性分离。

下面的分析将基于 ｑｒｉ（Ｃ（ｘ）） 非空的情况下进

行。

性质５ 设ｘ∈Ｘ，则集合ＨＣ０（ｘ）和集合Ｋｘ（正则，

强正则）线性分离当且仅当集合ＨＣ０（ｘ）和集合εｘ（正则，

强正则）线性分离，即：如果存在（α，β）∈（Ｃ（ｘ）） ×

（Ｄ（ｘ）），且 （α，β） ≠ （０，０）（α ≠ ０，α ∈

ｑｒｉ（Ｃ（ｘ））），有［α，ｕ］＋［β，ｖ］≤０，（ｕ，ｖ）∈εｘ。

证明 因为 Ｋｘ：＝Ａｘ（Ｘ） εｘ：＝Ａｘ（Ｘ）－

（Ｃ（ｘ）） ×（Ｄ（ｘ）），设集合ＨＣ０（ｘ）和集合Ｋｘ（正则，

强正则）线性分离，即存在 （α，β）∈ （Ｃ（ｘ）） ×

（Ｄ（ｘ）），且 （α，β）≠ （０，０）（α ≠ ０，α ∈

ｑｒｉ（Ｃ（ｘ））），有［α，ｕ］＋［β，ｖ］≤０，（ｕ，ｖ）∈

Ｋｘ，那么

［（α，β），［（ｆ（ｘ，ｙ），ｇ）－（ｃ，ｄ）］］＝

［（α，β），［（ｆ（ｘ，ｙ）－ｃ，ｇ－ｄ）］］＝

［α，ｆ（ｘ，ｙ）－ｃ］＋［β，ｇ－ｄ）〗＝

［α，ｆ（ｘ，ｙ）］＋［β，ｇ］－（［α，ｃ］＋［β，ｄ］）≤

０（ｙ，ｃ，ｄ）∈Ｘ×Ｃ（ｘ）×Ｄ（ｘ），ｇ∈Ｇ（ｘ，ｙ）

（１４）

显然等价于，

［α，ｕ］＋［β，ｖ］≤０，（ｕ，ｖ）∈εｘ
定理１ 设ｘ∈Ｘ，则集合ＨＣ０（ｘ）和集合Ｋｘ线性分

离当且仅当（０，０）ｑｉｃｏｎｖεｘ。

证明 因为ｘ∈Ｋ（ｘ）和ｆ（ｘ，ｘ）＝０，显然（０，０）∈

εｘ，那么（０，０）∈ｃｏｎｖεｘ。

必要性：假设集合ＨＣ０（ｘ）和集合Ｋｘ线性分离，即存

（α，β）∈（Ｃ（ｘ）） ×（Ｄ（ｘ））（α，β）≠（０，０），

有［α，ｕ］＋［β，ｖ］≤０，（ｕ，ｖ）∈Ｋｘ，那么，

［（α，β），［（ｆ（ｘ，ｙ），ｇ）－（ｃ，ｄ）］－（０，０）］＝

［（α，β），［（ｆ（ｘ，ｙ）－ｃ，ｇ－ｄ）］］＝

［α，ｆ（ｘ，ｙ）－ｃ］＋［β，ｇ－ｄ］＝

［α，ｆ（ｘ，ｙ）］＋［β，ｇ］－（［α，ｃ］＋［β，ｄ］）≤

０（ｙ，ｃ，ｄ）∈Ｘ×Ｃ（ｘ）×Ｄ（ｘ），ｇ∈Ｇ（ｘ，ｙ）

则根据正规锥的定义有：（α，β）∈Ｎεｘ（０，０）。那么根
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据引理３，得到（α，β）∈Ｎｃｏｎｖεｘ（０，０），所以，（０，０）

ｑｉｃｏｎｖεｘ。

充分性：假设 （０，０） ｑｉｃｏｎｖεｘ，根据引理３得到

（０，０）ｑｉεｘ，则有（α
，β）∈Ｎεｘ（０，０）且（α

，β）≠

（０，０），那么，

［α，ｆ（ｘ，ｙ）－ｃ］＋［β，ｇ－ｄ］＝

［（α，β），［（ｆ（ｘ，ｙ），ｇ）－（ｃ，ｄ）］］＝

［（α，β），［（ｆ（ｘ，ｙ），ｇ）－（ｃ，ｄ）］－（０，０）］≤

０（ｙ，ｃ，ｄ）∈Ｘ×Ｃ（ｘ）×Ｄ（ｘ），ｇ∈Ｇ（ｘ，ｙ）

（１５）

在（１４）式中令（ｃ，ｄ）：＝（０，０），将得到（１３）式。

证明（α，β）∈（Ｃ（ｘ）） ×（Ｄ（ｘ））。因为ｘ∈

Ｋ（ｘ），有Ｇ（ｘ，ｘ）∩Ｄ（ｘ）≠。假设α （Ｃ（ｘ）），

那么存在ｃ０∈Ｃ（ｘ）使得［α
，ｃ０］＜０。又因为ｆ（ｘ，ｘ）＝

０，设 珘ｇ∈ Ｇ（ｘ，ｘ），那么在（１５）式中令 （ｙ，ｃ，ｄ）：＝

（ｘ，ｃ０，珘ｇ），将得到：

［α，ｃ０］≥０ （１６）

（１６）式与假设矛盾，所以α ∈（Ｃ（ｘ））。又由于Ｄ（ｘ）

是闭凸锥，取任意珘ｄ∈Ｄ（ｘ），在（１５）式中令（ｙ，ｃ，ｄ）：＝

（ｘ，０，珘ｇ＋珘ｄ），得到：

［β，珘ｄ］≥０，珘ｄ∈Ｄ （１７）

根据（１７）式得到：β ∈ （Ｄ（ｘ））。综上所述：集合

Ｈ
０（ｘ）和集合Ｋｘ线性分离。

证毕。

设ｘ∈Ｋ（ｘ），根据式（１３）式考虑广义拉格朗日函

数：

Ｌ：Ｘ×（Ｃ（ｘ）） ×（Ｄ（ｘ）） →Ｒ，Ｌ（ｘ；ｙ，α，β）：＝

－［［α，ｆ（ｘ，ｙ）］＋δＧ（ｘ，ｙ）（β）］，（ｙ，α，β）∈

Ｘ×（Ｃ（ｘ）） ×（Ｄ（ｘ））

定义４ 如果如下不等式成立：

Ｌ（ｘ；ｘ，α，β）≤Ｌ（ｘ；ｘ，α，β）≤Ｌ（ｘ；ｙ，α，β），

（ｙ，α，β）∈Ｘ×（Ｃ（ｘ）） ×（Ｄ（ｘ））

则称点

（ｘ，α，β）∈Ｘ×（Ｃ（ｘ）） ×（Ｄ（ｘ））为Ｌ（ｘ；ｙ，

α，β）在Ｘ×（Ｃ（ｘ）） ×（Ｄ（ｘ）） 处的鞍点。

定理２ 设Ｗ ＝Ｒｎ，Ｙ＝Ｒｍ，Ｚ＝Ｒｓ，ＸＷ＝Ｒｎ。

假设对ｘ∈Ｘ，ｙ｜→Ｇ（ｘ，ｙ）在Ｘ上的 －Ｄ（ｘ）－凸的并

且Ｇ（ｘ，ｙ）对于ｘ，ｙ∈ Ｘ是紧集，集合 ＨＣ０（ｘ）和集合

Ｋｘ线性分离当且仅当存在 （α
，β）∈ （Ｃ（ｘ）） ×

（Ｄ（ｘ）），且（α，β）≠（０，０）使得点（ｘ，α，β）∈

Ｘ×（Ｃ（ｘ）） ×（Ｄ（ｘ）） 为广义拉格朗日函数Ｌ（ｘ；ｙ，

α，β）在Ｘ×（Ｃ（ｘ）） ×（Ｄ（ｘ）） 处的鞍点。

证明 必要性：假设集合 ＨＣ０（ｘ）和集合 Ｋｘ线性分

离，存在（α，β）∈（Ｃ（ｘ）） ×（Ｄ（ｘ）），（α，β）≠

（０，０），使 得 （１３）式 成 立，即 ［α，ｆ（ｘ，ｙ）］ ＋

δＧ（ｘ，ｙ）（β
）≤０，ｙ∈Ｘ成立。因为ｆ（ｘ，ｘ）＝０，则在

（１３）式中令ｙ：＝ｘ得到：δＧ（ｘ，ｘ）（β
）≤０。又因为ｙ∈

Ｋ（ｘ）：＝｛ｙ∈ Ｘ：Ｇ（ｘ，ｙ）∩ Ｄ（ｘ）≠ ｝，根据 β ∈

（Ｄ（ｘ）），则［β，ｄ］≥０，ｄ∈Ｄ，那么当ｙ：＝ｘ时，

显然Ｇ（ｘ，ｘ）∩Ｄ（ｘ）≠，则δＧ（ｘ，ｘ）（β
）≥０，所以得

到δＧ（ｘ，ｘ）（β
）＝０。有：

Ｌ（ｘ；ｘ，α，β）＝－［［α，ｆ（ｘ，ｘ）］＋

δＧ（ｘ，ｘ）（β
）］＝０≤－［［α，ｆ（ｘ，ｙ）］＋

δＧ（ｘ，ｙ）（β
）］＝Ｌ（ｘ；ｙ，α，β）ｙ∈Ｘ

此外，有：

Ｌ（ｘ；ｘ，α，β）＝－［［α，ｆ（ｘ，ｘ）］＋δＧ（ｘ，ｘ）（β）］＝

－δＧ（ｘ，ｘ）（β）≤０，（α，β）∈（Ｃ（ｘ））
 ×（Ｄ（ｘ））

综上 （ｘ，α，β）是广义拉格朗日函数 Ｌ（ｘ；ｙ，α，

β）在Ｘ×（Ｃ（ｘ）） ×（Ｄ（ｘ）） 的鞍点。

充分性：设 （α，β）∈ （Ｃ（ｘ）） ×（Ｄ（ｘ）） 且

（α，β）≠（０，０），使得（ｘ，α，β）为广义拉格朗日

函数Ｌ（ｘ；ｙ，α，β）在 Ｘ×（Ｃ（ｘ）） ×Ｄ 的鞍点，即对

（ｙ，α，β）∈Ｘ×（Ｃ（ｘ）） ×Ｄ 有

－δＧ（ｘ，ｘ）（β）≤－δＧ（ｘ，ｘ）（β
）≤

－［［α，ｆ（ｘ，ｙ）］＋δＧ（ｘ，ｙ）（β
）］ （１８）

在（１８）式中令β：＝０得到：δＧ（ｘ，ｘ）（β
）≤０。

ｘ∈Ｋ（ｘ）：＝｛ｙ∈Ｘ：Ｇ（ｘ，ｙ）∩Ｄ（ｘ）≠｝的证

明与文献［１０］中证明类似。

假设Ｇ（ｘ，ｙ）∩Ｄ（ｘ）＝，有（Ｇ（ｘ，ｙ）－Ｄ（ｘ））∩

Ｄ（ｘ）＝，如果 （Ｇ（ｘ，ｙ）－Ｄ（ｘ））∩ Ｄ（ｘ）≠ ，且

Ｄ（ｘ）是闭凸锥，那么存在珔ｇ∈Ｇ（ｘ，ｙ）和珔ｄ∈Ｄ（ｘ）使得
珔ｇ∈Ｄ（ｘ）＋珔ｄＤ（ｘ），显然与Ｇ（ｘ，ｙ）∩Ｄ（ｘ）＝矛

盾，因为Ｇ（ｘ，ｙ）是－Ｄ（ｘ）－凸的，那么Ｇ（ｘ，ｙ）－Ｄ（ｘ）

是凸集，又因为Ｇ（ｘ，ｙ）是紧集的且 Ｄ（ｘ）是闭的，所以

Ｇ（ｘ，ｙ）－Ｄ（ｘ）是闭的，因为Ｄ（ｘ）是闭凸锥，有

（Ｇ（ｘ，ｙ）－Ｄ（ｘ））－Ｄ（ｘ）＝Ｇ（ｘ，ｙ）－Ｄ（ｘ）＝

ｃｌ（Ｇ（ｘ，ｙ）－Ｄ（ｘ））＝

ｃｌ［（Ｇ（ｘ，ｙ）－Ｄ（ｘ））－Ｄ（ｘ）］

因为（Ｇ（ｘ，ｙ）－Ｄ（ｘ））∩Ｄ（ｘ）＝，有

０（Ｇ（ｘ，ｙ）－Ｄ（ｘ））－Ｄ（ｘ）＝ｃｌ［（Ｇ（ｘ，ｙ）－

Ｄ（ｘ））－Ｄ（ｘ）］

根据参考文献［１１］，存在分离超平面使得 Ｇ（ｘ，ｙ）－
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Ｄ（ｘ）与Ｄ（ｘ）强分离，即存在ａ∈Ｒｓ且ａ≠０，有

ｓｕｐ
ｅ∈Ｇ（ｘ，ｙ）－Ｄ（ｘ）

＜ａ，ｅ＞＜ ｉｎｆ
ｄ∈Ｄ（ｘ）

＜ａ，ｄ＞ （１９）

假设ａ（Ｄ（ｘ）），那么存在ｄ０∈Ｄ（ｘ）使得［ａ，

ｄ０］＜０，由于Ｄ（ｘ）是闭凸锥，那么ｔｄ０∈Ｄ（ｘ）对ｔ＞

０成立。显然，当ｔ→＋∞，ｔ［ａ，ｄ０］→－∞，与（１９）式矛

盾，既有ａ∈（Ｄ（ｘ））。

因为ａ∈（Ｄ（ｘ）），有ｍｉｎｄ∈Ｄ（ｘ）［ａ，ｄ］＝０，根据

参考文献［１１］，有

ｓｕｐ
ｅ∈Ｇ（ｘ，ｙ）－Ｄ（ｘ）

＜ａ，ｅ＞＜１２ ｓｕｐ
ｅ∈Ｇ（ｘ，ｙ）－Ｄ（ｘ）

＜ａ，ｅ＞：＝ｒ０ ＜０

那么δＧ（ｘ，ｙ）（ａ）＝ ｍａｘｇ∈Ｇ（ｘ，ｙ）
＜ａ，ｇ＞≤＜ａ，ｄ＞＋ｒ０，ｄ∈

Ｄ（ｘ），所以有

δＧ（ｘ，ｙ）（ａ）≤ ｉｎｆ
ｄ∈Ｄ（ｘ）

＜ａ，ｄ＞＋ｒ０ ＝ｒ０ ＜０

因为（Ｄ（ｘ）） 是锥，那么ｔａ∈（Ｄ（ｘ）） 对ｔ＞０成

立。又因为 δＧ（ｘ，ｙ）（ａ） ＜０，那么当 ｔ→＋∞ 时 －

δＧ（ｘ，ｙ）（ｔａ）＝－ｔδＧ（ｘ，ｙ）（ａ）→＋∞，显然与（１８）式中第一

个不等式矛盾，所以 Ｇ（ｘ，ｘ）∩ Ｄ（ｘ）≠ ，即有 ｘ∈

Ｋ（ｘ）。所以 ｘ∈ Ｋ（ｘ）时，δＧ（ｘ，ｘ）（β
）≥ ０，即得到

δＧ（ｘ，ｘ）（β
）＝０，那么在（１８）式得到

［α，ｆ（ｘ，ｙ）］＋δＧ（ｘ，ｙ）（β
）≤０

即集ＨＣ０（ｘ）和集Ｋｘ线性分离。

证毕。

３ 最优性条件

定理３ 设ｘ∈ Ｘ，假设 ｉｎｔＣ（ｘ）≠ ，ｉｎｔＤ（ｘ）≠

，并且在（７）式所定义的映射 －Ａｘ在 Ｘ上是 Ｃ（ｘ）×

Ｄ（ｘ）－似凸。

（Ⅰ）当Ｃ０（ｘ）＝Ｃ（ｘ）＼｛０｝时，如果ｘ是ＶＱＥＰ的

一个解，那么集ＨＣ０（ｘ）和集Ｋｘ线性分离。

（Ⅱ）当Ｃ０（ｘ）＝ｑｒｉＣ（ｘ）时，如果ｘ是ｑｒｗ－ＶＱＥＰ

的一个解，那么集ＨＣ０（ｘ）和集Ｋｘ线性分离。

证明 （Ⅰ）与（Ⅱ）的证明类似，在此证明（Ⅱ），

（Ⅰ）可类似证明。因为ｘ∈Ｘ且在（７）式所定义的映射

－Ａｘ在Ｘ上是Ｃ（ｘ）×Ｄ（ｘ）－似凸，所以根据性质４可

得εｘ是凸集，用这个结论可证（Ⅱ）。

如果 ｘ是 ｑｒｗ－ＶＱＥＰ的一个解，那么 ｘ∈ Ｋ（ｘ），

（０，０）∈ εｘ，根据性质 ２有 ＨｑｒｉＣ（ｘ）∩ εｘ ＝，因为

ｉｎｔＣ（ｘ）≠，则有ｉｎｔＣ（ｘ）＝ｑｒｉＣ（ｘ），那么ＨｉｎｔＣ（ｘ） ＝

ＨｑｒｉＣ（ｘ），所以有ＨｉｎｔＣ（ｘ）∩ εｘ ＝，因为 ｉｎｔＣ（ｘ）≠ ，

ｉｎｔＤ（ｘ）≠，有

ｉｎｔＨｑｒｉＣ（ｘ） ＝ｉｎｔ（ｑｒｉＣ（ｘ）×Ｄ（ｘ））＝

ｉｎｔｑｒｉＣ（ｘ）×ｉｎｔＤ（ｘ）≠

很显 然 ｉｎｔＨｑｒｉＣ（ｘ） 是 凸 集，因 为 ｉｎｔＨｑｒｉＣ（ｘ） 

ＨｉｎｔＣ（ｘ），并且ＨｉｎｔＣ（ｘ）∩εｘ＝，所以ｉｎｔＨｑｒｉＣ（ｘ）∩εｘ＝

。又由于εｘ与ｉｎｔＨｑｒｉＣ（ｘ）均是凸集 ，所以ＨｑｒｉＣ（ｘ）与εｘ
线性分离。

证毕。

定理４ 设ｘ∈Ｋ（ｘ）。

（Ⅰ）假设ｃｌ（Ｃ（ｘ）－Ｃ（ｘ））：＝Ｙ。如果（α，β）

∈（Ｃ（ｘ）） ×（Ｄ（ｘ）），且 α ∈ ｑｒｉ（Ｃ（ｘ）），使得

（１３）式成立，即ＨＣ０（ｘ）与Ｋｘ强正则线性分离，那么ｘ是

ＶＱＥＰ的一个解。

（Ⅱ）假设ｃｌ（Ｃ（ｘ）－Ｃ（ｘ））：＝Ｙ。如果（α，β）

∈（Ｃ（ｘ）） ×（Ｄ（ｘ）），且α ≠０，使得（１３）式成立，

即ＨＣ０（ｘ）与Ｋｘ正则线性分离，那么ｘ是ｑｒｗ－ＶＱＥＰ的

一个解 。

证明 （Ⅰ）由于 ｘ∈ Ｋ（ｘ），假设 ｘ不是 ＶＱＥＰ的

解，那么对于ｙ∈Ｘ，使得 ｆ（ｘ，ｙ）∈ Ｃ０（ｘ），并且 Ｇ（ｘ，

ｙ）∩Ｄ（ｘ）≠，因为Ｄ（ｘ）是Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ局部凸向量空

间Ｚ中的闭凸锥，有Ｄ（ｘ）＝（（Ｄ（ｘ））），因为（α，

β）∈（Ｃ（ｘ）） ×（Ｄ（ｘ）），且α∈ｑｒｉ（Ｃ（ｘ）），根据

引 理 ２，有 ［α，ｆ（ｘ，ｙ）］≥ ０，所 以 ［α，ｆ（ｘ，ｙ）］

＋δＧ（ｘ，ｙ）（β
）＞０与（１３）式矛盾，则ｘ是ＶＱＥＰ的解 。

（Ⅱ）的证明过程类似（Ⅰ）。

在所得结论中，如果Ｇ：Ｘ×Ｘ→Ｙ，那么结论将退化

到（３）式与（４）式的情形下的相关结论。

推论１ 若Ｇ：Ｘ×Ｘ→Ｙ，那么有Ｋ（ｘ）：＝｛ｙ∈Ｘ：

Ｇ（ｘ，ｙ）∈Ｄ（ｘ）｝。即本文结论退化到参考文献［１］的相

关线性分离、鞍点定理以及最优性条件的结论。

文献［１］的研究是建立在Ｇ：Ｘ×Ｘ→Ｙ，即Ｋ（ｘ）：＝

｛ｙ∈Ｘ：Ｇ（ｘ，ｙ）∈Ｄ（ｘ）｝的条件下，而本文是在更为一

般的集合条件Ｋ（ｘ）：＝｛ｙ∈Ｘ：Ｇ（ｘ，ｙ）∩Ｄ（ｘ）≠｝

下进行研究，进而将相关的线性分离、鞍点定理以及最

优性条件的应用范围扩大化。
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