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椭圆型最优控制问题中的 Ｌ１，２ －方向稀疏

严春梅，张 维

（成都理工大学管理科学学院，成都 ６１００５９）

　　摘　要：介绍一种带有Ｌ１，２ －方向稀疏项的椭圆型最优控制问题，分析条纹稀疏模式，从理论角度研

究该问题的一阶最优性条件。为解决不可微控制问题，基于广义微分，提出一个半光滑牛顿方法，将问

题在泛函空间中进行表示和分析，并具有局部超线性收敛率。
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引 言

罚项是Ｌ１类型的最优控制问题能产生稀疏解［１］。

即控制函数在区域的某些部分为０，因为在这些点，不必
要应用控制。分析一个带有稀疏测度的椭圆型问题，稀

疏测度能够促进条纹稀疏模式。考虑带有条纹稀疏模

式的椭圆型的最优控制（ｐ）问题：
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Ω∈Ｒｎ是一个有界区域，带有足够光滑的边界Γ＝Ω，
ｙｄ，ａ，ｂ∈Ｌ

２（Ω），且在Ω上几乎处处有 ａ＜０＜ｂ，α，

β≥０。Ａ：Ｈ１０（Ω）Ｈ
－１（Ω）是二阶线性椭圆型微分算

子，并且 · Ｌ２和 · １，２分别代表Ｌ
２（Ω）和Ｌ１（Ｌ２（Ω））

范数，ｙ是状态，ｕ是控制变量，ｙｄ是理想状态。
非光滑项在偏微分方程（ＰＤＥ）的最优问题中经常

被用于反问题的正则化，如处理图像过程［２］。文献［３］，
Ｌ１－正则化被使用在 ＰＤＥ的最优控制背景下。文献
［４］分析了带有非方向稀疏项βｕＬ１（Ω）

的椭圆型最优控

制问题。除稀疏项外，Ｌ２范数的平方是成本函数的一部
分，它允许问题在 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间结构下被分析，用牛顿类

型算法解决［５］。方向稀疏项在２０１２年被 ＨｅｒａｏｇＲ［６］第

一次提出，从理论到数值的实现都具有很大的难度，本

文在此基础上研究椭圆型问题的方向稀疏项，着重研究

其理论和计算方法。

１ 预备知识

空间ΩＲＮ，Ｎ≥２是一个有界可测集，可以ＲＮ ＝

Ｒｎ×ＲＮ－ｎ（１≤ｎ＜Ｎ）将其按坐标分割。故有集合：

Ω１ ＝｛ｘ１∈Ｒ
Ｎ：ｘ２∈Ｒ

Ｎ－ｎ，（ｘ１，ｘ２）∈Ω｝

Ω２（ｘ１）＝｛ｘ２∈Ｒ
Ｎ－ｎ：（ｘ１，ｘ２）∈Ω｝

Ω１可以看作Ω在Ｒ
Ｎ上的射影，Ω２（ｘ１）是Ω在ｘ１∈

Ｒｎ方向的横截面。方向稀疏项 ｕ１，２的一般形式为：

ｕ１，２：＝∫Ω１（∫Ω２（ｘ１）ｕ２（ｘ１，ｘ２）ｄｘ２）１／２ｄｘ１
引理 １［６］ Ｌ１，２的对偶空间是 Ｂｏｃｈｎｅｒ类型空间

Ｌ∞，２。Ｌ∞，２是定义在Ω上的所有测度函数φ且

φ∞，２
＝ｅｓｓｓｕｐ

ｘ１∈Ω
（∫Ω２（ｘ１）φ２（ｘ１，ｘ２）ｄｘ２）１／２

是有限的。

引理２［６］ · １，２：Ｌ
１，２→Ｒ在ｕ∈Ｌ１，２（Ω）的次微分

为：

· １，２（ｕ）＝
ｖ∈Ｌ∞，２（Ω）：ｖ（ｘ１，·）∈

· ２（ｕ（ｘ１，·）），对所有的ｘ１∈
}{ Ω



Ｌ２（Ω２（ｘ１））范数的次微分为：

ｓ∈· ２（ｗ）
ｓ２≤１若ｗ＝０，在Ω２（ｘ１）上

ｓ＝ ｗ
ｗ２

{ 其他

２ 一阶最优系统

用一个减少公式的问题替换 （ｐ）。这个问题的减少

仅仅涉及到控制变量 ｕ，因为微分算子 Ａ存在逆映射

Ａ－１：Ｈ－１（Ω）→Ｈ１０（Ω），则减少后的问题是（^ｐ）：

ｍｉｎＪ
∧

（ｕ）：＝１２ Ａ
－１ｕ＋Ａ－１ｆ－ｙｄ

２
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２ ｕ

２
Ｌ２
＋βｕ１，２

ｕ∈Ｕａｄ：＝｛ｕ∈Ｌ
２（Ω）：ａ≤ｕ≤ｂ

{
｝

这是一个在Ｈｉｌｂｅｒｔ空间上凸的最优性问题。

引理３ 当β≥０，α≥０时，问题（^ｐ）有唯一解。

证明 当 β≥０，α＞０时，Ｊ（ｕ）
∧

是严格凸的，连续

的。当β≥０，α＝０时，由于算子Ａ是单射，则Ｊ（ｕ）
∧

同样

是严格凸的，而且集合Ｕａｄ Ｌ
２
（Ω）是凸的，弱紧的，则问

题 ｐ^遵循标准参数［２］，故 ｐ^问题的解存在且唯一。

问题 ｐ^的解珔ｕ∈Ｕａｄ满足变分不等式：

（Ａ－（Ａ－１珔ｕ＋Ａ－１ｆ－ｙｄ）＋α珔ｕ，ｕ－珔ｕ）＋

φ（ｕ）－φ（珔ｕ）≥０ （１）

对所有的ｕ∈Ｕａｄ都成立。其中，Ａ
－代表Ａ的转置的逆，

即Ａ－ ＝（Ａ）－１，而且φ（ｖ）：＝βｖ１，２。用φ（珔ｕ）表示

φ在珔ｕ处的次微分。

引理４ 珔ｕ∈Ｌ２（Ω）是（^ｐ）的解，若满足

（ｕ－珔ｕ，－珋ｐ＋α珔ｕ＋珔λ）≥０ （２）

对所有的 ｕ∈ Ｕａｄ都成立，其中，伴随状态 珋ｐ：＝－

Ａ－（Ａ－１珔ｕ＋Ａ－１ｆ－ｙｄ），次微分 珔λ∈φ（珔ｕ）。

变分不等式（２）式几乎需要在所有的地方进行逐点

讨论。但在文献［７］允许存在非负函数 珔λａ和 珔λｂ在 Ｕａｄ
中起到不等式约束的拉格朗日乘数，而且估计微分 珔λ∈

φ（珔ｕ）涉及到珔ｕ的符号，由此引进拉格朗日乘数 珔λａ和
珔λｂ，则变分不等式（２）式变为：

－珋ｐ＋α珔ｕ＋珔λ＋珔λａ－珔λｂ ＝０ （３）
珔λｂ≥０，ｂ－珔ｕ≥０，珔λｂ（ｂ－珔ｕ）＝０ （４）
珔λａ≥０，珔ｕ－ａ≥０，珔λａ（珔ｕ－ａ）＝０ （５）
珔λ＝β当｛ｘ∈Ω：珔ｕ＞０｝时 （６）
珔λ≤β当｛ｘ∈Ω：珔ｕ＝０｝时 （７）
珔λ＝－β当｛ｘ∈Ω：珔ｕ＜０｝时 （８）

将拉格朗日乘子 珔λ，珔λａ，珔λｂ合成一个拉格朗日乘子

珔μ：

珔μ：＝珔λ－珔λａ＋珔λｂ （９）

又因为ａ＜０＜ｂ，则 珔μ，珔λ，珔λａ，珔λｂ有关系式：
珔λ＝ｍｉｎ（β，ｍａｘ（－β，珔μ））
珔λａ ＝－ｍｉｎ（０，珔μ＋β）

珔λｂ ＝ｍａｘ（０，珔μ－β
{

）

（１０）

用（９）式和（１０）式替换（４）－（８）式，对于ｃ＞０，则替换
后的系统为非光滑方程：

Ｃ（珔ｕ，珔μ）：＝珔ｕ－ｍａｘ（０，珔ｕ＋ｃ（珔μ－β））－

ｍｉｎ（０，珔ｕ＋ｃ（珔μ＋β））＋

ｍａｘ（０，（珔ｕ－ｂ）＋ｃ（珔μ－β））＋

ｍｉｎ（０，（珔ｕ－ａ）＋ｃ（珔μ＋β））＝０ （１１）

因此，最大、最小函数就可以被理解为逐点。

定理１ （珋ｙ，珔ｕ）∈Ｈ１０（Ω）×Ｌ
２（Ω）是（ｐ）的解，若

（珋ｐ，珔μ）∈Ｈ１０（Ω）×Ｌ
２（Ω）满足：

Ａ珋ｙ－珔ｕ－珋ｆ＝０ （１２）

Ａｐ＋珋ｙ－ｙｄ ＝０ （１３）

－珋ｐ＋α珔ｕ＋珔μ＝０ （１４）

珔ｕ－ｍａｘ（０，珔ｕ＋ｃ（珔μ－β）－

ｍｉｎ（０，珔ｕ＋ｃ（珔μ＋β））＋

ｍａｘ（０，（珔ｕ－ｂ）＋ｃ（珔μ－β））＋

ｍｉｎ（０，（珔ｕ－ａ）＋ｃ（珔μ＋β））＝０ （１５）

其中，ｃ＞０，可以得到无方向稀疏项的（ｐ）的最优性条

件，就是令β＝０，则（１２）－（１４）式仍然保持不变，（１５）
式变为：

珔μ＋ｍａｘ（０，珔μ＋ｃ－１（珔ｕ－ｂ））＋
ｍｉｎ（０，珔μ＋ｃ－１（珔ｕ－ａ））＝０

已经用于构建一种算法，应用于双边控制约束最优控制

问题。

３ 半光滑牛顿法

半光滑牛顿方法研究有限维函数空间，常用于最优

控制问题。在确定条件下，局部超线性收敛甚至全局收

敛性都可以被证明。

Ｘ，Ｙ是Ｂａｎａｃｈ空间，ＤＸ是开的，Ｆ：Ｄ→Ｙ是非
线性映射。映射Ｆ是在开集ＵＤ中是广义可微的，若存

在一个映射ｇ：Ｕ→Ｌ（Ｘ，Ｙ），对每个ｘ∈Ｕ，都有：

ｌｉｍ
ｈ→０

１
ｈＸ

Ｆ（ｘ＋ｈ）－Ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ＋ｈ）ｈＹ ＝０（１６）

假设用牛顿迭代法发现半光滑映射Ｆ（ｘ）＝０的一个根

珋ｘ。则下面局部收敛性结果成立。

定理２［８］ 假设珋ｘ∈Ｄ是Ｆ（ｘ）＝０的一个解，Ｆ在珋ｘ

的一个开领域Ｕ内是半光滑的，且有广义微分ｇ。若对所
有的ｘ∈Ｕ，ｇ（ｘ）－１都存在｛ｇ（ｘ）－１ ：ｘ∈ Ｕ｝是有界

的，初始值 ｘ０∈ Ｕ已知，则牛顿迭代 ｘ
ｋ＋１ ＝ｘｋ －
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ｇ（ｘｋ）－１Ｆ（ｘｋ）是定义明确的，如果 ｘ０足够的接近 珋ｘ，则

具有超线性收敛率。

用牛顿法求解（１２）－（１５）式的解，需要半光滑的逐

点的最大和最小算子。它们的定义为

Ｆｍａｘ，Ｆｍｉｎ：Ｌ
ｒ→Ｌｓ（Ω），

Ｆｍａｘ（ｖ）＝ｍａｘ（０，ｖ）和Ｆｍｉｎ（ｖ）＝

ｍｉｎ（０，ｖ），ｖ∈Ｌｒ（Ω），１≤ｓ≤ｒ≤∞。

映射：

ｇｍａｘ（ｖ）（ｘ）＝
１若ｖ（ｘ）≥０

０若ｖ（ｘ）＜{ ０

ｇｍｉｎ（ｖ）（ｘ）＝
１若ｖ（ｘ）≤０

０若ｖ（ｘ）＞{ ０
（１７）

可以作为Ｆｍａｘ，Ｆｍｉｎ在ｖ处的广义导数。

由（１４）式可以推出 珔μ＝珋ｐ－α珔ｕ，代入（１５）式中，并
令ｃ：＝α－１，则有

珔ｕ－α－１ｍａｘ（０，珋ｐ－β）－α－１ｍｉｎ（０，珋ｐ＋β）＋

α－１ｍａｘ（０，珋ｐ－β－αｂ）＋

α－１ｍｉｎ（０，珋ｐ＋β－αａ）＝０ （１８）

由于ｃ的选择［９］，只有 珋ｐ出现在逐点的最大和最小算子

中，且 珋ｐ具有更多的规律性。为了更加明确，引进算子：
Ｓ：＝－Ａ－Ａ－１：Ｌ２（Ω）→Ｈ１０（Ω）

ｈ：＝－Ａ－（Ａ－１ｆ－ｙｄ）∈Ｈ
１
０（Ω）

则 珋ｐ：＝－Ａ－（Ａ－１珔ｕ＋Ａ－１ｆ－ｙｄ）可以写成 珋ｐ＝Ｓ珔ｕ＋ｈ。

考虑映射Ｔ：Ｌ６，２（Ω）→Ｌｓ（Ω），

ｓ∈

（２，∞］当ｎ＝１时

（２，∞）当ｎ＝２时

２， ２ｎ
（ｎ－２( ]）当ｎ≥３

{
时

（１９）

定义Ｔｕ＝ｐ＝Ｓｕ＋ｈ。严格的说，Ｔｕ＝Ｉ（Ｓｕ＋ｈ），Ｉ表示
Ｈ１０（Ω）嵌入到Ｌ

ｓ（Ω）中。可以知道 Ｔ是定义明确的，且

是连续的。由于它是仿射，所以它也是Ｆｒｅｃｈｅｔ可微的。用

Ｔ珔ｕ替换（１８）式中的 珋ｐ，定义

Ｆ：Ｌ２（Ω）→Ｌ２（Ω）

Ｆ（ｕ）：＝ｕ－α－１ｍａｘ（０，Ｔｕ－β）－

α－１ｍｉｎ（０，Ｔｕ＋β）＋

α－１ｍａｘ（０，Ｔｕ－β－αｂ）＋

α－１ｍｉｎ（０，Ｔｕ＋β－αａ） （２０）

紧凑的形式Ｆ（ｕ）＝０表示最优系统（１２）－（１５）式。讨

论函数 Ｆ的广义可微性，并用牛顿迭代法求解

Ｆ（ｕ）＝０，即为（ｐ）问题的解。

定理３ 如（２０）式定义的函数 Ｆ是广义可微的，广

义导数为：

ｇ（ｕ）（ｖ）＝ｖ－α－１χ（Ｊ－∪Ｊ＋）（Ｓｖ） （２１）

其中，Ｊ－，Ｊ＋是互不相交的集合：

Ｊ－＝｛ｘ∈Ω：αａ＜Ｔｕ＋β≤０在Ω上｝

Ｊ＋＝｛ｘ∈Ω：０≤Ｔｕ－β＜αｂ在Ω上｝ （２２）

证明 因为放射算子 Ｔ具有光滑性性质，则对于每

一个ｕ∈Ｌ２（Ω）都有Ｔｕ∈Ｌｓ（Ω）（ｓ＞２）。这表明映射

Ｆ１：Ｌ
２（Ω）→Ｌ２（Ω）

ｕ→ｍａｘ（０，Ｔｕ－β）＝ｍａｘ（０，Ｓｕ＋ｈ－β）

是光滑的，此外，Ｆ１的广义导数为ｇ１（ｕ）（ｖ）＝χＡ（Ｓｖ），

χＡ代表集合Ａ＝｛ｘ∈Ω：Ｔｕ－β≥０在Ω上｝的特征函

数。在（２０）式中，最大和最小函数可以进行类似的讨论。

可以得出整个函数Ｆ是广义可微的合并特征函数，可以

得到Ｆ的广义导数为（２１）式。证毕。

求解（ｐ）问题具体算法（半光滑牛顿算法）。

（１）给出初始值ｕ０∈Ｌ２（Ω）并令ｋ：＝０。

（２）除非某些停止准则是满意的，否则计算广义导

数ｇ（ｕｋ），导出δｕｋ，

ｇ（ｕｋ）δｕｋ ＝－Ｆ（ｕｋ） （２３）

更新ｕｋ＋１：＝ｕｋ＋δｕｋ，令ｋ：＝ｋ＋１，并回到第一步。

应用定理２的半光滑牛顿算法的结果是收敛的。

定理４ 初始值ｕ０足够靠近（ｐ）的解珔ｕ，则半光滑牛

顿法迭代的ｕｋ在Ｌ２（Ω）中超线性收敛于 珔ｕ。而且，相应

的状态ｙｋ在Ｈ１０（Ω）中超线性收敛于 珋ｙ。

使用的半光滑牛顿方法服从有效集的设置。与半

光滑牛顿方法有关的“双重有效集”［１０］和“非有效集策

略”［１１］已经被广泛的讨论和应用。

４ 结束语

本文从理论上分析了方向稀疏椭圆型最优控制问

题，该问题可以被基于广义微分的半光滑牛顿法解决，

且具有超线性收敛率。进一步的研究可以用双重有效

集法。方向稀疏项为Ｌ０，２类型的偏微分最优控制问题是

非凸且高度非线性的，至今还有待解决。
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