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　　摘　要：从曲面上曲线的测地曲率向量和测地曲率的定义出发，在测地线定义的基础上，给出测地

线的三种充分必要条件，并给出应用中新的处理方法；发现了曲面上短程线的必要条件的三个结论正好

对应于测地线的三个等价条件。
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引 言

关于曲面上的测地线，文献［１－５］中给出了一种定

义，没有给出测地线的等价性质，这在使用中非常不方

便。关于测地线有三种充分必要条件，利用测地线的等

价性质，可以简化一些结论的证明。关于曲面上短程线

的必要条件，现有文献［１－４］给出了两种证明过程，本

文给出了一种新的证明过程，这三种证明过程的结果正

好对应于测地线的三种条件。给出了球面上的测地线

必在球面大圆上的证明。

１ 测地曲率向量和测地曲率的定义

设Ｃ２类正则曲面：

Σ：珒ｒ＝珒ｒ（ｕ１，ｕ２），（ｕ１，ｕ２）∈Δ

记 珒ｒｉ＝珒ｒｕｉ；ｇｉｊ＝珒ｒｉ·珒ｒｊ，ｉ，ｊ＝１，２，ｇｉｊ＝ｇｊｉ；ｇ１１ｇ２２－

ｇ１２ｇ２１ ＝ｇ；珒ｒｉｊ＝珒ｒｕｉｕｊ。设Γ是曲面Σ上的一条曲线，其参

数方程为：

ｕ１ ＝ｕ１（ｓ），ｕ２ ＝ｕ２（ｓ）

或

珒ｒ＝珒ｒ（ｕ１（ｓ），ｕ２（ｓ））＝珒ｒ（ｓ）

这里ｓ是该曲线的自然参数。

在任固定曲面Σ上一点Ｐ（ｕ１，ｕ２），并设ＴＰ为曲面

Σ在Ｐ点的切平面。设 珗ｎ为曲面 Σ在 Ｐ点的单位法向
量，以 珗α表示曲线Γ上Ｐ点处的单位切向量；以珗β表示
曲线Γ上Ｐ点处的主法向量，珗γ是副法向量。

定义１［１６］ 曲面 Σ上曲线 Γ在 Ｐ点的单位切向量

的导向量 珗α′（ｓ）在切平面ＴＰ上的投影向量珗τＰ ＝珗α′（ｓ）

－（珗α′（ｓ）·珗ｎ）珗ｎ，称为曲线Γ在Ｐ点的测地曲率向量。
关于测地曲率向量的几何意义，可见文献［２，５６］。
称Ｄ珗α＝ｄ珗α－（ｄ珗α·珗ｎ）珗ｎ为 珗α（ｓ）沿曲线Γ的绝对

微分［１６］。显然珗α′（ｓ）－（珗α′（ｓ）·珗ｎ）珗ｎ与珗ｎ，珗α都垂直。命

珗ε＝珗ｎ×珗α，则 珗α，珗ε，珗ｎ是彼此正交的单位向量，并且构成
一右手系。显然 珗α′（ｓ）－（珗α′（ｓ）·珗ｎ）珗ｎ平行于 珗ε。

定义２［１４］ 曲面 Σ上曲线 Γ的切向量的导向量

珗α′（ｓ）在珗ε上的投影向量珗τＰ ＝（珗α′（ｓ）·珗ε）珗ε，称为曲线

Γ在Ｐ点的测地曲率向量。珗τＰ ＝（珒ｒ″（ｓ）·珗ε）珗ε。

定义３［１４］ 将珒ｒ″（ｓ）·珗ε称为曲线 Γ在 Ｐ点的测地

曲率，记作ｋｇ，ｋｇ ＝珒ｒ″（ｓ）·珗ε＝珗τＰ·珗ε。

显然有

珗τＰ ＝ｋｇ珗ε
ｋ珗β＝ｋｎ珗ｎ＋珗τＰ ＝ｋｎ珗ｎ＋ｋｇ珗ε

ｋ２ ＝ｋ２ｇ＋ｋ
２
ｎ



珗τＰ ＝珒ｒ″（ｓ）－（珒ｒ″（ｓ）·珗ｎ）珗ｎ＝（珒ｒ″（ｓ）·珗ε）珗ε
ｋｇ ＝珒ｒ″（ｓ）·珗ε＝（珒ｒ″（ｓ），珗ｎ，珗α）＝
（珒ｒ″（ｓ），珗ｎ，珒ｒ′（ｓ））＝
（珒ｒ′（ｓ），珒ｒ″（ｓ），珗ｎ）

２ 曲面上曲线的测地曲率的一般计算公式

注意到ｋｇ ＝（珒ｒ′，珒ｒ″，珗ｎ），将

珒ｒ′（ｓ）＝∑
２

ｉ＝１
珒ｒｉ
ｄｕｉ
ｄｓ

珒ｒ″（ｓ）＝∑
２

ｉ，ｊ＝１
珒ｒｉｊ
ｄｕｉ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄｓ＋∑

２

ｉ＝１
珒ｒｉ
ｄ２ｕｉ
ｄｓ２

珗ｎ＝
珒ｒ１×珒ｒ２
珒ｒ１×珒ｒ２

＝
珒ｒ１×珒ｒ２
槡ｇ

代入测地曲率的计算公式，经过计算［６］，得

ｋｇ ＝（珒ｒ′，珒ｒ″，珗ｎ） 槡＝ ｇｄｕ１
ｄｓ
ｄ２ｕ２
ｄｓ２
－
ｄｕ２
ｄｓ
ｄ２ｕ１
ｄｓ( )２ ＋

１

槡ｇ
ｄｕ１
ｄｓ∑

２

ｉ，ｊ＝１
［ｇ１１（珒ｒｉｊ·珒ｒ２）－ｇ１２（珒ｒｉｊ·珒ｒ１）］

ｄｕｉ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄｓ＋

１

槡ｇ
ｄｕ２
ｄｓ∑

２

ｉ，ｊ＝１
［ｇ２１（珒ｒｉｊ·珒ｒ２）－ｇ２２（珒ｒｉｊ·珒ｒ１）］

ｄｕｉ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄｓ＝

槡ｇ
ｄｕ１
ｄｓ
ｄ２ｕ２
ｄｓ２
＋１ｇ∑

２

ｉ，ｊ＝１
［ｇ１１（珒ｒｉｊ·珒ｒ２）－ｇ１２（珒ｒｉｊ·珒ｒ１({ ）］

ｄｕｉ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄ )ｓ－

ｄｕ２
ｄｓ
ｄ２ｕ１
ｄｓ２
＋１ｇ∑

２

ｉ，ｊ＝１
［ｇ２２（珒ｒｉｊ·珒ｒ１）( －

ｇ２１（珒ｒｉｊ·珒ｒ２）］
ｄｕｉ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄ ) }ｓ （１）

式（１）是测地曲率的一般计算公式，方便于直接使
用。

利用曲面论的基本方程式中的记号［１８］，可将（１）式

化为：

槡ｇ
ｄｕ１
ｄｓ
ｄ２ｕ２
ｄｓ２
＋１ｇ∑

２

ｉ，ｊ＝１
［ｇ１１（珒ｒｉｊ·珒ｒ２）－ｇ１２（珒ｒｉｊ·珒ｒ１({ ）］

ｄｕｉ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄ )ｓ－

ｄｕ２
ｄｓ
ｄ２ｕ１
ｄｓ２
＋１ｇ∑

２

ｉ，ｊ＝１
［ｇ２２（珒ｒｉｊ·珒ｒ１）( －

ｇ２１（珒ｒｉｊ·珒ｒ２）］
ｄｕｉ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄ ) }ｓ ＝

槡ｇ
ｄｕ１
ｄｓ
ｄ２ｕ２
ｄｓ２
＋∑

２

ｉ，ｊ＝１
［ｇ２２Γ２ｉｊ＋ｇ

２１Γ１ｉｊ］
ｄｕｉ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄ( )ｓ{ －

ｄｕ２
ｄｓ
ｄ２ｕ１
ｄｓ２
＋∑

２

ｉ，ｊ＝１
［ｇ１１Γ１ｉｊ＋ｇ

１２Γ２ｉｊ］
ｄｕｉ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄ( ) }ｓ ＝

槡ｇ
ｄｕ１
ｄｓ
ｄ２ｕ２
ｄｓ２
＋∑

２

ｉ，ｊ＝１
Γ２ｉｊ
ｄｕｉ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄ( )ｓ{ －

ｄｕ２
ｄｓ
ｄ２ｕ１
ｄｓ２
＋∑

２

ｉ，ｊ＝１
Γ１ｉｊ
ｄｕｉ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄ( ) }ｓ

故

ｋｇ ＝（珒ｒ′，珒ｒ′′，珗ｎ）＝

槡ｇ
ｄｕ１
ｄｓ
ｄ２ｕ２
ｄｓ２
＋∑

２

ｉ，ｊ＝１
Γ２ｉｊ
ｄｕｉ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄ( )ｓ{ －

ｄｕ２
ｄｓ
ｄ２ｕ１
ｄｓ２
＋∑

２

ｉ，ｊ＝１
Γ１ｉｊ
ｄｕｉ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄ( ) }ｓ ＝

槡ｇ
ｄｕ１
ｄｓ
ｄｕ２
ｄｓ
ｄ２ｕ１
ｄｓ２
＋∑

２

ｉ，ｊ＝１
Γ１ｉｊ
ｄｕｉ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄｓ
ｄ２ｕ２
ｄｓ２
＋∑

２

ｉ，ｊ＝１
Γ２ｉｊ
ｄｕｉ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄｓ

（２）
利用ｋｇ珗ε＝珒ｒ″（ｓ）－ｋｎ珗ｎ，而

珒ｒ′（ｓ）＝∑
２

ｉ＝１
珒ｒｉ
ｄｕｉ
ｄｓ

珒ｒ″（ｓ）＝∑
２

ｋ，ｊ＝１
珒ｒｋｊ
ｄｕｋ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄｓ＋∑

２

ｉ＝１
珒ｒｉ
ｄ２ｕｉ
ｄｓ２

再由曲面的基本方程

珒ｒｋｊ＝∑
２

ｉ＝１
Γｉｋｊ珒ｒｉ＋ｂｋｊ珗ｎ

到得

珒ｒ″（ｓ）＝∑
２

ｉ＝１

ｄ２ｕｉ
ｄｓ２
＋∑

２

ｋ，ｊ＝１
Γｉｋｊ
ｄｕｋ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄ( )ｓ珒ｒｉ＋

∑
２

ｋ，ｊ＝１
ｂｋｊ
ｄｕｋ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄｓ珗ｎ

于是

ｋｇ珗ε＝∑
２

ｉ＝１

ｄ２ｕｉ
ｄｓ２
＋∑

２

ｋ，ｊ＝１
Γｉｋｊ
ｄｕｋ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄ( )ｓ珒ｒｉ＋

∑
２

ｋ，ｊ＝１
ｂｋｊ
ｄｕｋ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄｓ－ｋ( )ｎ 珗ｎ （３）

将（３）式两边与 珗ε作内积，亦可得出（２）式。

３ 曲面上测地线的定义及测地线的充分必
要条件

　　定义４［１５］ 曲面上的一条曲线，如果它在每一点处
的测地曲率恒等于零，即 ｋｇ ＝０，则称它为曲面上的测
地线。

例１ 球面上的大圆是测地线。

设球的半径为Ｒ，球心在坐标原点，设 珒ｒ＝珒ｒ（ｓ）是

球面Σ上的大圆，由于ｋ＝１Ｒ，ｋｎ＝
１
Ｒ，ｋ

２＝ｋ２ｇ＋ｋ
２
ｎ，得

ｋｇ ＝０。
或者，由于球面上的大圆是平面曲线，显然 ［珒ｒ′（ｓ）

×珒ｒ″（ｓ）］⊥ 珒ｒ（ｓ），珗ｎ＝ １Ｒ珒ｒ（ｓ），所以 ｋｇ ＝［珒ｒ′（ｓ）×

珒ｒ″（ｓ）］·珗ｎ（ｓ）＝０。
或者，由于球面上的大圆是平面曲线，显然 珒ｒ′（ｓ）⊥

珒ｒ（ｓ），珒ｒ′（ｓ）⊥珒ｒ″（ｓ），所以珒ｒ″（ｓ）／／珒ｒ（ｓ），又珗ｎ＝１Ｒ珒ｒ（ｓ），
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从而珒ｒ″（ｓ）／／珗ｎ，故有ｋｇ ＝（珒ｒ′，珒ｒ″，珗ｎ）＝０。
定理１ 球面上的测地线必在球面的大圆上。

设球心在坐标原点，设珒ｒ＝珒ｒ（ｓ）是球面Σ上的测地
线，在球面上，有珗ｎ／／珒ｒ（ｓ），因为珒ｒ＝珒ｒ（ｓ）是测地线，所以

珒ｒ″（ｓ）／／珗ｎ，于是珒ｒ″（ｓ）／／珒ｒ（ｓ）；由于
［珒ｒ（ｓ）×珒ｒ′（ｓ）］′＝

珒ｒ′（ｓ）×珒ｒ′（ｓ）＋珒ｒ（ｓ）×珒ｒ″（ｓ）＝珒ｏ
从而珒ｒ（ｓ）×珒ｒ′（ｓ）＝珗Ｃ（常向量），显然珒ｒ（ｓ）⊥珗Ｃ，由此得
到珒ｒ（ｓ）在过球心的平面上，故 珒ｒ（ｓ）在过球面的一个大
圆上。

定理２ 设Γ：珒ｒ＝珒ｒ（ｓ）是曲面Σ上的曲线，ｓ是曲
线的自然参数；它是测地线的充分必要条件珒ｒ″（ｓ）／／珗ｎ。

证明 证法 １：充分性：设 珒ｒ″（ｓ）／／珗ｎ，则有 ｋｇ ＝
（珒ｒ′（ｓ），珒ｒ″（ｓ），珗ｎ）＝０，所以Γ是曲面上的测地线。

必要性：设 Γ是曲面上的测地线，ｋｇ ＝０，则有
（珒ｒ′（ｓ），珒ｒ″（ｓ），珗ｎ）＝ｋｇ＝０，所以珒ｒ′（ｓ），珒ｒ″（ｓ），珗ｎ共面，存
在不全为零的实数 ａ，ｂ，ｃ，使得 ａ珒ｒ′（ｓ）＋ｂ珒ｒ″（ｓ）＋
ｃ珗ｎ＝０，将此式与珒ｒ′（ｓ）作内积，得到ａ＝０，显然ｂ≠０
（假如ｂ＝０，则有ｃ＝０，从珒ｒ′（ｓ），珒ｒ″（ｓ），珗ｎ线性无关，矛

盾），于是 ｂ珒ｒ″（ｓ）＋ｃ珗ｎ ＝０，珒ｒ″（ｓ） ＝－ ｃ
ｂ珗ｎ，即得

珒ｒ″（ｓ）／／珗ｎ。
证法２：利用
ｋｇ珗ε＝珗α′（ｓ）－（珗α′（ｓ）·珗ｎ）珗ｎ
ｋｇ珗ε＝珒ｒ″（ｓ）－（珒ｒ″（ｓ）·珗ｎ）珗ｎ

若珒ｒ″（ｓ）／／珗ｎ，显然有珒ｒ″（ｓ）＝（珒ｒ″（ｓ）·珗ｎ）珗ｎ，从而ｋｇ珗ε＝

珒ｒ″（ｓ）－（珒ｒ″（ｓ）·珗ｎ）珗ｎ＝珒ｏ，故有ｋｇ＝０；反之，若ｋｇ＝０，
则有

珒ｒ″（ｓ）－（珒ｒ″（ｓ）·珗ｎ）珗ｎ＝ｋｇ珗ε＝珒ｏ
于是珒ｒ″（ｓ）＝（珒ｒ″（ｓ）·珗ｎ）珗ｎ，即有珒ｒ″（ｓ）／／珗ｎ。由于珗ｎ·珒ｒｉ＝
０，ｉ＝１，２，于是可得如下结论。

定理３ 设Γ：珒ｒ＝珒ｒ（ｓ）是曲面Σ上的曲线，ｓ是曲
线的自然参数；它是测地线的充分必要条件是 珒ｒ″（ｓ）·珒ｒｉ
＝０，ｉ＝１，２。
利用（３）式，即可得到：
定理４［１５］ 设珒ｒ＝珒ｒ（ｕ１（ｓ），ｕ２（ｓ））＝珒ｒ（ｓ）是曲面Σ

上的曲线，ｓ是曲线的自然参数，它是测地线的充分必要

条件是
ｄ２ｕｉ
ｄｓ２
＋∑

２

ｋ，ｊ＝１
Γｉｋｊ
ｄｕｋ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄｓ＝０，ｉ＝１，２。

定理５［１５］ 假定曲面 Ｓ１和 Ｓ２沿曲线 Ｃ相切，若 Ｃ
是Ｓ１上的测地线，则Ｃ也必定是Ｓ２上的测地线。

证明 证法１：因曲面Ｓ１和Ｓ２沿曲线Ｃ相切，故曲面
Ｓ１和 Ｓ２沿曲线 Ｃ的单位法向量 珗ｎ１，珗ｎ２平行，即 珗ｎ１ ＝
±珗ｎ２，因为Ｃ是 Ｓ１上的测地线，所以 珒ｒ″（ｓ）／／珗ｎ１，于是

珒ｒ″（ｓ）／／珗ｎ２，故Ｃ也是Ｓ２上的测地线。
证法２：因曲面Ｓ１和Ｓ２沿曲线Ｃ相切，故曲面Ｓ１和

Ｓ２沿曲线Ｃ的单位法向量珗ｎ１，珗ｎ２平行，即珗ｎ１＝±珗ｎ２，因Ｃ
是Ｓ１上的测地线，则ｄ珗α－（ｄ珗α·珗ｎ１）珗ｎ１ ＝０，即得ｄ珗α－

（ｄ珗α·珗ｎ２）珗ｎ２ ＝０，所以Ｃ也是Ｓ２上的测地线。

４ 曲面上短程线必是测地线的证明方法

给定曲面Σ，设 Ｐ，Ｑ是曲面 Σ上的两点，在曲面 Σ
上连接Ｐ，Ｑ两点的曲线中，弧长最小的曲线称为曲面Σ
上连结Ｐ，Ｑ的短程线［１５］。因此需要寻找曲面上的曲线

是短程线的必要条件。

变分引理：设 ｆ（ｘ）∈ Ｃ（ａ，ｂ），若对任意 φ（ｘ）∈

Ｃ２０（ａ，ｂ），都有∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）φ（ｘ）ｄｘ＝０，则有ｆ（ｘ）＝０，ｘ∈

（ａ，ｂ）。
设Γ曲面Σ上连结Ｐ，Ｑ的曲线弧段，其参数方程为

ｕ１ ＝ｕ１（ｓ），ｕ２ ＝ｕ２（ｓ），ｓ１≤ ｓ≤ ｓ２，其中 ｕｉ（ｓ）∈

Ｃ２［ｓ１，ｓ２］，ｕｉ（ｓ１），ｕｉ（ｓ２）为定值，ｓ是该曲线的弧长参
数。

曲线Γ的向量表示为：

珒ｒ＝珒ｒ（ｓ）＝珒ｒ（ｕ１（ｓ），ｕ２（ｓ）），ｓ１≤ｓ≤ｓ２
定理６ 若曲线Γ是曲面Σ上的短程线，则有在曲

面Σ上沿曲线Γ成立珒ｒ″（ｓ）·珒ｒｕ１ ＝０，珒ｒ″（ｓ）·珒ｒｕ２ ＝０。

证明 记 Ｗ０ ＝｛ｗ（ｓ）：ｗ（ｓ）∈ Ｃ
２
０（ｓ１，ｓ２）｝，设 Γε

曲面上连结Ｐ，Ｑ的曲线弧段，其方程为：

珒ρ＝珒ρ（ｓ，ε）＝珒ｒ（ｕ１（ｓ）＋εｗ１（ｓ），ｕ２（ｓ）＋εｗ２（ｓ）），
ｓ１≤ｓ≤ｓ２

其中，ｗｉ（ｓ）∈Ｗ０，ｉ＝１，２。曲线Γε弧长为：

Ｌ（珗ｕ＋ε珗ｗ）＝∫
ｓ２

ｓ１

珒ρ
ｓ
·
珒ρ
( )ｓ

１
２

ｄｓ

假若Γ是短程线，则Ｌ（珗ｕ＋ε珗ｗ）在ε＝０处达到极

小值，于是
ｄ
ｄε
Ｌ（珗ｕ＋ε珗ｗ）ε＝０

＝０，直接求导，得

ｄ
ｄε
Ｌ（珗ｕ＋ε珗ｗ）＝∫

ｓ２

ｓ１

珒ρ
ｓ
·

ε
珒ρ
ｓ

珒ρ
ｓ
·
珒ρ
槡 ｓ

ｄｓ

由于

珒ρ
ｓ
＝珒ｒｕ１（珗ｕ＋ε珗ｗ）（ｕ′１（ｓ）＋εｗ′１（ｓ））＋

珒ｒｕ２（珗ｕ＋ε珗ｗ）（ｕ′２（ｓ）＋εｗ′２（ｓ））


ε
珒ρ
ｓ
＝珒ｒｕ１（珗ｕ＋ε珗ｗ）ｗ′１（ｓ）＋

珒ｒｕ２（珗ｕ＋ε珗ｗ）ｗ′２（ｓ）＋
［珒ｒｕ１ｕ２（珗ｕ＋ε珗ｗ）ｗ１（ｓ）＋珒ｒｕ１ｕ２（珗ｕ＋ε珗ｗ）ｗ２（ｓ）］·
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（ｕ′１（ｓ）＋εｗ′１（ｓ））＋
［珒ｒｕ２ｕ１（珗ｕ＋ε珗ｗ）ｗ１（ｓ）＋珒ｒｕ２ｕ２（珗ｕ＋ε珗ｗ）ｗ２（ｓ）］·
（ｕ′２（ｓ）＋εｗ′２（ｓ））

所以

珒ρ
ｓ
｜ε＝０ ＝珒ｒ′（ｓ）


ε
珒ρ
ｓ
｜ε＝０ ＝珒ｒｕ１ｗ′１（ｓ）＋珒ｒｕ２ｗ′２（ｓ）＋

［珒ｒｕ１ｕ１ｗ１（ｓ）＋珒ｒｕ１ｕ２ｗ２（ｓ）］ｕ′１（ｓ）＋
［珒ｒｕ２ｕ１ｗ１（ｓ）＋珒ｒｕ２ｕ２ｗ２（ｓ）］ｕ′２（ｓ）

珒ρ
ｓ
·
珒ρ
ｓ
｜ε＝０ ＝珒ｒ′（ｓ）·珒ｒ′（ｓ）＝１

从而

ｄ
ｄε
Ｌ（珗ｕ＋ε珗ｗ） ε＝０＝∫

ｓ２

ｓ１
珒ｒ′（ｓ）·珒ｒｕ１ｗ′１（ｓ）ｄｓ＋

∫
ｓ２

ｓ１
珒ｒ′（ｓ）·珒ｒｕ２ｗ′２（ｓ）ｄｓ＋

∫
ｓ２

ｓ１
珒ｒ′（ｓ）·［珒ｒｕ１ｕ１ｗ１（ｓ）＋珒ｒｕ１ｕ２ｗ２（ｓ）］ｕ′１（ｓ）ｄｓ＋

∫
ｓ２

ｓ１
珒ｒ′（ｓ）·［珒ｒｕ２ｕ１ｗ１（ｓ）＋珒ｒｕ２ｕ２ｗ２（ｓ）］ｕ′２（ｓ）ｄｓ

利用分部积分，得

∫
ｓ２

ｓ１
珒ｒ′（ｓ）·珒ｒｕ１ｗ′１（ｓ）ｄｓ＝

－∫
ｓ２

ｓ１
［珒ｒ′（ｓ）·珒ｒｕ１ ＋珒ｒ′（ｓ）·（珒ｒｕ１ｕ１ｕ′１（ｓ）＋

珒ｒｕ１ｕ２ｕ′２（ｓ））］ｗ１（ｓ）ｄｓ

∫
ｓ２

ｓ１
珒ｒ′（ｓ）·珒ｒｕ２ｗ′２（ｓ）ｄｓ＝

－∫
ｓ２

ｓ１
［珒ｒ″（ｓ）·珒ｒｕ２ ＋珒ｒ′（ｓ）·（珒ｒｕ２ｕ１ｕ′１（ｓ）＋

珒ｒｕ２ｕ２ｕ′２（ｓ））］ｗ２（ｓ）ｄｓ，
于是

ｄ
ｄε
Ｌ（珗ｕ＋ε珗ｗ） ε＝０＝

－［∫
ｓ２

ｓ１
珒ｒ″（ｓ）·珒ｒｕ１ｗ１（ｓ）ｄｓ＋∫

ｓ２

ｓ１
珒ｒ″（ｓ）·珒ｒｕ２ｗ２（ｓ）ｄｓ］

由此得到

∫
ｓ２

ｓ１
珒ｒ″（ｓ）·珒ｒｕ１ｗ１（ｓ）ｄｓ＋∫

ｓ２

ｓ１
珒ｒ″（ｓ）·珒ｒｕ２ｗ２（ｓ）ｄｓ＝０

任意ｗｉ（ｓ）∈Ｗ０，ｉ＝１，２，故得在曲面上沿曲线Γ成立

珒ｒ″（ｓ）·珒ｒｕ１ ＝０，珒ｒ″（ｓ）·珒ｒｕ２ ＝０。由此得出珒ｒ″（ｓ）∥珗ｎ，所

以短程曲线Γ的测地曲率［１８］：

ｋｇ ＝（珒ｒ′（ｓ），珒ｒ″（ｓ），珗ｎ）＝０
短程曲线Γ应满足的方程：利用珒ｒ″（ｓ）·珒ｒｉ＝０，ｉ＝

１，２。由于

珒ｒ′（ｓ）＝∑
２

ｊ＝１
珒ｒｊ
ｄｕｊ
ｄｓ

珒ｒ″（ｓ）＝∑
２

ｋ，ｊ＝１
珒ｒｋｊ
ｄｕｋ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄｓ＋∑

２

ｊ＝１
珒ｒｊ
ｄ２ｕｊ
ｄｓ２

从而得到

∑
２

ｋ，ｊ＝１
珒ｒｋｊ·珒ｒｉ

ｄｕｋ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄｓ＋∑

２

ｊ＝１
珒ｒｊ·珒ｒｉ

ｄ２ｕｊ
ｄｓ２

＝０

即得短程曲线Γ满足的方程为：

∑
２

ｊ＝１
ｇｉｊ
ｄ２ｕｊ
ｄｓ２
＋∑

２

ｋ，ｊ＝１
珒ｒｋｊ·珒ｒｉ

ｄｕｋ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄｓ＝０，ｉ＝１，２

由于Γｉｋｊ＝珒ｒｉ·珒ｒｋｊ
［２５］，即得

∑
２

ｊ＝１
ｇｉｊ
ｄ２ｕｊ
ｄｓ２
＋∑

２

ｋ，ｊ＝１
Γｉｋｊ
ｄｕｋ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄｓ＝０ｉ＝１，２

表示为向量形式：

ｇ１１ ｇ１２
ｇ２１ ｇ( )

２２

ｄ２ｕ１
ｄｓ２

ｄ２ｕ２
ｄｓ











２

＋
∑
２

ｋ，ｊ＝１
Γ１ｋｊ
ｄｕｋ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄｓ

∑
２

ｋ，ｊ＝１
Γ２ｋｊ
ｄｕｋ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄ









ｓ

＝０

两边乘以
ｇ１１ ｇ１２
ｇ２１ ｇ( )

２２

的逆矩阵
ｇ１１ ｇ１２

ｇ２１ ｇ( )２２
ｄ２ｕ１
ｄｓ２

ｄ２ｕ２
ｄｓ











２

＋
ｇ１１ ｇ１２

ｇ２１ ｇ( )２２
∑
２

ｋ，ｊ＝１
Γ１ｋｊ
ｄｕｋ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄｓ

∑
２

ｋ，ｊ＝１
Γ２ｋｊ
ｄｕｋ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄ









ｓ

＝０

ｄ２ｕ１
ｄｓ２

ｄ２ｕ２
ｄｓ











２

＋
∑
２

ｌ＝１
ｇ１ｌ∑

２

ｋ，ｊ＝１
Γｌｋｊ
ｄｕｋ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄｓ

∑
２

ｌ＝１
ｇ２ｌ∑

２

ｋ，ｊ＝１
Γｌｋｊ
ｄｕｋ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄ









ｓ

＝０

由曲面的基本方程中系数的关系［１７］，得到

ｄ２ｕ１
ｄｓ２

ｄ２ｕ２
ｄｓ











２

＋
∑
２

ｋ，ｊ＝１
Γ１ｋｊ
ｄｕｋ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄｓ

∑
２

ｋ，ｊ＝１
Γ２ｋｊ
ｄｕｋ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄ









ｓ

＝０

即

ｄ２ｕｉ
ｄｓ２
＋∑

２

ｋ，ｊ＝１
Γｉｋｊ
ｄｕｋ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄｓ＝０，ｉ＝１，２

故得

ｄ２ｕｉ
ｄｓ２
＋∑

２

ｋ，ｊ＝１
Γｉｋｊ
ｄｕｋ
ｄｓ
ｄｕｊ
ｄｓ＝０，ｉ＝１，２

这正是曲面上的测地线的参数方程［１５］。

关于曲面上短程线的必要条件的另外两种证明方

法，可见文献［１－４］。
曲面上二次光滑的短程线必是测地线，反之曲面上

的测地线未必是短程线。曲面上非二次光滑的短程线

未必是测地线。

（下转第８６页）
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