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一类具粘性阻尼项的拟线性波动方程解的存在性
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　　摘　要：针对三维空间中一类具有粘性阻尼项的拟线性波动方程的初边值问题，用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法和

紧性原理，证明了该问题局部广义解和局部古典解的存在性和唯一性。

关键词：具粘性阻尼；拟线性波动方程；局部解；初边值问题

中图分类号：Ｏ１７５２９；Ｏ１７５２７ 文献标志码：Ａ

引 言

本文研究三维初边值问题

ｕｔｔ－Δｆ（ｕ）－Δｕｔ＋αｕｔ
ｐ－１ｕｔ＝

βｕｑ－１ｕ，（ｘ，ｔ）∈Ω×（０，Ｔ） （１）

ｕ＝０，ｕ
ν
＝０，（ｘ，ｔ）∈Ω×（０，Ｔ） （２）

ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ），ｕｔ（ｘ，０）＝ｕ１（ｘ），（ｘ，ｔ）∈珚Ω（３）
其中，α＞０，β＞０，ｐ≥１，ｑ＞１为常数，ｆ（ｓ）是非线性
函数，Ω是Ｒ３中具有光滑边界的有界区域。

方程（１）是在控制粘弹性固体组成的变率型材料的
运动中提出的一类具阻尼项非线性波动方程［１２］。具阻

尼项波动方程解的存在性是近年来偏微分方程研究的

热点，很多文献对此类方程已有研究［３６］。李玉环，刘盈

盈和穆春来用Δｕ代替方程（１）中的Δｆ（ｕ），在动态边界
条件下给出了解爆破的条件［７］。Ｙａｎｇｚｈｉｊｉａｎ，Ｃｈｅｎ
ｇｕｏｗａｎｇ分别用ｆ（ｕｔ），ｇ（ｕ）代替方程（１）中的αｕｔ

ｐ－１ｕｔ，

βｕｑ－１ｕ，在一维空间中证明了方程（１）～（３）整体解的存

在唯一性［８］。Ｃｈｅｎｇｕｏｗａｎｇ，Ｙｕｅｈｏｎｇｙｕｎ和 Ｗａｎｇｓｈｕ
ｂｉｎ在一维空间中证明了问题（１）～（３）局部解的存在
性并给出解爆破的条件［９］。李敏和林国广添加阻尼项

∫
ｔ

０
ｇ（ｔ－τ）Δｕ（τ）ｄτ并用 Δｕ代替方程（１）中的 Δｆ（ｕ），

在α≠１时，证明该方程解的存在性和指数衰减性［１０］。

陈杰诚，范大山和张纯洁证明了带阻尼波动方程在小初

值下Ｃａｕｃｈｙ问题的全局解［１１］。本文在三维空间中，用

Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法和紧性原理，研究问题（１）～（３）局解的存

在唯一性。

本文采用记号：（·，·）表示 Ｌ２（Ω）空间的内积，

· ｐ（１≤ｐ≤∞）和 · ｍ（Ω）
分别表示空间Ｌｐ（Ω）（１≤

ｐ≤∞）和Ｈｍ（Ω）的范数，特地有 · ＝ · ２，· Ｗｍ，ｐ表

示空间Ｗｍ，ｐ（Ω）的范数。Ｃｉ（ｉ＝１，２，…）表示不依赖于
Ｎ和ｔ的正常数。

１ 局部解的存在性和唯一性

令｛ｙｉ（ｘ）｝是 Ｌ
２（Ω）中的标准正交基，即 ２ｙ＋

λｙ＝０，设ｕＮ（ｘ，ｔ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
αＮ，ｉ（ｔ）ｙｉ（ｘ）是问题（１）～（３）

的Ｇａｌｅｒｋｉｎ近似解。假定ｕ０（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝１
ηｉｙｉ（ｘ），ｕ１（ｘ）＝

∑
∞

ｉ＝１
ξｉｙｉ（ｘ），其中ηｉ和ξｉ（ｉ＝１，２，…）是常数。则ｕＮ（ｘ，

ｔ）由下列常微分方程组确定
（ｕＮｔｔ－

２ｕＮｔ，ｙｓ）＝（
２ｆ（ｕＮ）＋αｕＮｔ

ｐ－１ｕＮｔ＋

βｕＮ
ｑ－１ｕＮ，ｙｓ）ｓ＝１，２，…，Ｎ （４）

αＮｓ（０）＝ηｓ，αＮｓ（０）＝ξｓ，ｓ＝１，２，…，Ｎ （５）
其中，αＮｓ（ｔ）表示αＮｓ（ｔ）对ｔ求导。

引理１ 设ｆ∈Ｃ３（Ｒ），ｆ（ｓ）≤Ｋｓｖ，ｆ′（ｓ）≤



Ｋｓｖ－１等和ｆ″（０）＝０，其中ｖ≥２是自然数，Ｋ＞０为

常数。ｑ＞１，ｐ≥１且ｍｉｎ｛ｐ＋１，ｑ＋１｝≥３，如果

ｌｉｍ
Ｎ→∞
ＥＮ（０）＝Ａ＝（ｕ０，ｕ０）＋（ｕ０，ｕ０）＋

（３ｕ０，
３ｕ０）＋（ｕ１，ｕ１）＋（ｕ１，ｕ１）＋

（２ｕ１，
２ｕ１）＋１＜∞ （６）

那么方程（４）、（５）在 ［０，ｔ１］上有古典解 α（ｔ） ＝

（αＮ１（ｔ），αＮ２（ｔ），…αＮＮ（ｔ）），并且

ＥＮ（ｔ）≤
Ａ

［１＋（δ－１）Ｍ１Ａ
δ－１ｔ１］

１
δ－１
＝Ｍ （７）

一致有界，其中ｔ１ ＞０，Ｍ１ ＞０是不依赖于界Ｍ和Ｎ的

常数，δ＝ｍａｘｐ＋１
２ ，
ｑ＋１
２ ，
ｖ＋１
２ ，ｖ，{ }１，且

ＥＮ（ｔ）＝（ｕＮ，ｕＮ）＋（ｕＮ，ｕＮ）＋

（３ｕＮ，
３ｕＮ）＋（ｕＮｔ，ｕＮｔ）＋（ｕＮｔ，ｕＮｔ）＋

（２ｕＮｔ，
２ｕＮｔ）＋１＜∞ （８）

证明 根据常微分方程理论知道方程（４）、（５）的局

部解总是存在的。记 ［０，ＴＮ］是解存在的最大时间区

间，对解进行估计。（４）两边同乘以２（１＋λｓ＋λ
２
ｓ）αＮｓ

（ｔ），对 ｓ＝１，２，…，Ｎ求和，两边各加上２［（ｕＮ，ｕＮｔ）－

（２ｕＮ，ｕＮｔ）＋（
３ｕＮ，

３ｕＮｔ）］，并对ｘ分部积分，得

ｄＥＮ（ｔ）
ｄｔ ＋２（ｕＮｔ

２＋ ２ｕＮｔ
２＋ ３ｕＮｔ

２）＝

２（βｕＮ
ｑ－１ｕＮ －αｕＮｔ

ｐ－１ｕＮｔ＋
２ｆ（ｕＮ），ｕＮｔ－

２ｕＮｔ＋
４ｕＮｔ）＋２［（ｕＮ，ｕＮｔ）－（

２ｕＮ，ｕＮｔ）＋

（３ｕＮ，
３ｕＮｔ）］ （９）

用Ｇａｇｌｉａｒｄｏ－Ｎｉｒｅｎｂｅｒｇ内插定理和（８）式可得

ｕＮ Ｗ珚ｍ，２（Ω）≤Ｃ１ ｕＮ Ｈｍ（Ω）≤Ｃ２（ＥＮ（ｔ））
１
２ （１０）

ｕＮｔＷ珟ｍ，２（Ω）≤Ｃ３ｕＮｔＨｍ－１（Ω）≤Ｃ４（ＥＮ（ｔ））
１
２ （１１）

其中，０≤珚ｍ≤ｍ－１≤４，０≤珟ｍ≤ｍ－２≤３，用Ｈｌｄｅｒ

不等式，式（１０）、式（１１）和引理１的假定，可得

２（βｕＮ ｑ－１ｕＮ，ｕＮｔ－
２ｕＮｔ）≤２β（ｕＮ

ｑ
２ｑ ｕＮ ＋

ｑｕＮ
ｑ－１
∞ ｕＮ ｕＮｔ）≤Ｃ５（ＥＮ（ｔ））

ｑ＋１
２ （１２）

－２（αｕＮｔ
ｐ－１ｕＮｔ，ｕＮｔ－

２ｕＮｔ）≤

２α（ｕＮｔ
ｐ
２ｐ ｕＮｔ ＋ｐｕＮｔ

ｐ－１
∞ ｕＮｔ

２）≤

Ｃ６（ＥＮ（ｔ））
ｐ＋１
２

（１３）

利用求导通过直接计算以及对ｆ（ｓ）的假定，推出

ｍｆ（２ｕＮ）≤Ｃ７ ｕＮ
ｖ
ｍ＋２（Ω）

（１４）

由Ｈｌｄｅｒ不等式，Ｃａｕｃｈｙ不等式和（８）式、（１４）式可得

２（２ｆ（ｕＮ），ｕＮｔ－
２ｕＮｔ）≤Ｃ７（ＥＮ（ｔ））

ｖ＋

Ｃ８（ＥＮ（ｔ））
ｖ＋１
２ ＋Ｃ９ＥＮ（ｔ） （１５）

用微分法，经简单计算可得

ｍ＋１（ｕＮ
ｑ－１ｕＮ）≤Ｃ１０ ｕＮ

ｑ
ｍ＋１（Ω）

（１６）

ｍ＋１（ｕＮｔ
ｐ－１ｕＮｔ）≤Ｃ１１ ｕＮｔ

ｐ
ｍ＋１（Ω）

（１７）

由（１４）式、（１６）式和（１７）式可得

２（βｕＮ
ｑ－１ｕＮ，

４ｕＮｔ）≤

Ｃ１２ ｕＮ
ｑ
２（Ω） 

２ｕＮｔ≤

Ｃ１３（ＥＮ（ｔ））
ｑ＋１
２

（１８）

－２（αｕＮｔ
ｐ－１ｕＮｔ，

４ｕＮｔ）≤

Ｃ１４ ｕＮｔ
ｐ
２（Ω） 

２ｕＮｔ≤

Ｃ１５（ＥＮ（ｔ））
ｐ＋１
２

（１９）

２（２ｆ（ｕＮ），
４ｕＮｔ）≤Ｃ１６ ｕＮ

ｖ
３ 

３ｕＮｔ≤

Ｃ１７（ＥＮ（ｔ））
ｖ＋ ３ｕＮｔ

２ （２０）

用Ｈｌｄｅｒ不等式和（８）式，有

２［（ｕＮ，ｕＮｔ）－（
２ｕＮ，ｕＮｔ）＋（

３ｕＮ，
３ｕＮｔ）］≤

５ＥＮ（ｔ）＋ ３ｕＮｔ
２ （２１）

把式（１２、（１３）、（１５）、（１８）－（２１）代入式（９）中，令δ＝

ｍａｘｐ＋１
２ ，
ｑ＋１
２ ，
ｖ＋１
２ ，ｖ，{ }１，可得

ｄＥＮ（ｔ）
ｄｔ ≤Ｍ１（ＥＮ（ｔ））

δ （２２）

其中，Ｍ１ ＞０是不依赖于Ｎ的常数。对任意的ｔ∈（０，

ＴＮ），从（２２）式可得

ＥＮ（ｔ）≤
ＥＮ（０）

［１＋（１－δ）Ｍ１ｔ（ＥＮ（０））
δ－１］

１
δ－１
≤

Ａ
［１＋（１－δ）Ｍ１ｔＡ

δ－１］
１
δ－１

（２３）

若取ｔ１使０＜１＋（１－δ）Ｍ１ｔ１Ａ
δ－１ ＜η成立，其中

０＜η＜１，则（７）式在［０，ｔ１］上成立。这说明ＴＮ有不

依赖于Ｎ的正下界。引理１证毕。

引理２ 在引理１的条件下，问题（１）～（３）的近似

解ｕＮ有估计：

ｕＮ ３（Ω）
＋ ｕＮｔ ２（Ω）≤Ｃ１８，ｔ∈［０，ｔ１］ （２４）

定理１ 设ｆ∈Ｃ３（Ｒ），ｆ（ｓ）≤Ｋｓｖ，ｆ′（ｓ）≤

Ｋｓｖ－１等和ｆ″（０）＝０，其中ｖ≥２是自然数，Ｋ＞０为

常数，ｑ＞１，ｐ≥１且ｍｉｎ｛ｐ＋１，ｑ＋１｝≥３。如果ｕ０∈

Ｈ２（Ω），ｕ１∈Ｈ
２（Ω），那么初边值问题（１）～（３）存在唯

一的局部广义解ｕ（ｘ，ｔ）。

证明 方程（４）两边同乘以 ２̈αＮ，ｓ（ｔ），乘积对ｓ＝１，

２，…，Ｎ求和，得

ｕＮｔｔ
２ ＝（２ｕＮｔ＋

２ｆ（ｕＮ）＋αｕＮｔ
ｐ－１ｕＮｔ＋

βｕＮ
ｑ－１ｕＮ，ｕＮｔｔ） （２５）

利用 Ｃａｕｃｈｙ不等式，Ｈｌｄｅｒ不等式，式（１４）、（１６）、
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（１７）、（２４）、（２５）可得 ｕＮｔｔ
２≤ Ｃ１９，ｔ∈ ［０，ｔ１］，从

（２４）式和Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入定理，推出

ｕＮ Ｃ１，λ（珚Ω）
＋ ｕＮｔ Ｃ０，λ（珚Ω）≤Ｃ２２，ｔ∈［０，ｔ１］ （２６）

其中０＜λ≤０５。由（２６）式根据Ａｓｃｏｌｉ－Ａｒｚｅｌａ定理可

知存在函数 ｕ（ｘ，ｔ）和函数列 ｛ｕＮ（ｘ，ｔ）｝的子列，仍记

为｛ｕＮ（ｘ，ｔ）｝，使得当Ｎ→∞，｛
ｉｕＮ（ｘ，ｔ）｝（ｉ＝０，１，

２）和｛ｕＮｔ（ｘ，ｔ）｝在珚ＱＴ上一致收敛于
ｉｕ（ｘ，ｔ）（ｉ＝０，

１，２）和ｕｔ（ｘ，ｔ）。根据弱紧性定理知子序列 ｛
ｉｕＮｔ（ｘ，

ｔ）｝（ｉ＝１，２，）在 Ｌ２（Ｑｔ１）中分别弱收敛于 ｛
ｉｕｔ（ｘ，

ｔ）｝（ｉ＝１，２，），因此问题（１）～（３）存在局部广义解。

下面证明局部广义解的唯一性。

假设ｕ（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ）是问题（１）～（３）的两个广义

解。令ω（ｘ，ｔ）＝ｕ（ｘ，ｔ）－ｖ（ｘ，ｔ），则

ωｔｔ－（
２ｆ（ｕ）－２ｆ（ｖ））－２ωｔ＋α（ｕｔ

ｐ－１ｕｔ－

ｖｔ
ｐ－１ｖｔ）＝β（ｕｑ－１ｕ－ ｖｑ－１ｖ），（ｘ，ｔ）∈Ω×

（０，ｔ１） （２７）

ω＝０，ων
＝０，（ｘ，ｔ）∈Ω×（０，ｔ１） （２８）

ω（ｘ，０）＝０，ωｔ（ｘ，０）＝０，（ｘ，ｔ）∈珚Ω （２９）

（２７）式乘以 －２２ωｔ，两边同时加上２ωωｔ－２
４ωωｔ并

在Ω上积分并由Ｃａｕｃｈｙ不等式可推出

ｄ
ｄｔ（ω

２＋ ωｔ
２＋ ２ω ２）＋２２ωｔ

２≤

Ｃ２３（ω ２＋ ωｔ
２ ２ω ２＋ ２ωｔ

２ （３０）

由（３０）式和 Ｇｒｏｎｗｅｌｌ不等式可得 ω ２ ＋ ωｔ
２ ＋

２ω ２ ＝０，因此ｕ（ｘ，ｔ）＝ｖ（ｘ，ｔ）。定理１得证。

为了证明问题（１）－（３）存在局部古典解，对近似

解作进一步的估计。

引理３ 假设引理 ２的条件成立，且 ｆ∈ Ｃ７（Ｒ），

ｆ（２ｌ－１）（０）＝０，ｌ＝１，２，３，４，ｕ０∈Ｈ
７（Ω），ｕ１∈Ｈ

６（Ω），

则问题（１）－（３）的近似解有估计

ｕＮ
２
７（Ω）
＋ ｕＮｔ

２
６（Ω）
＋ ｕＮｔｔ

２
４（Ω）
＋ ｕＮｔ３

２
２（Ω）≤Ｃ（３１）

证明 方程（４）两边同乘以２（１＋λ６ｓ）αＮｓ（ｔ），对ｓ＝

１，２，…，Ｎ求和，两边各加上 ２［（ｕＮ，ｕＮｔ）＋（
２ｕＮ，

１２ｕＮｔ）］并对ｘ分部积分，可得

ｄ
ｄｔＩＮ（ｔ）＋２（ｕＮｔ

２＋ ７ｕＮｔ
２）＝

２（βｕＮ
ｑ－１ｕＮ －αｕＮｔ

ｐ－１ｕＮｔ＋

２ｆ（ｕＮ），ｕＮｔ－
１２ｕＮｔ）＋２［（ｕＮ，ｕＮｔ）＋

（２ｕＮ，
１２ｕＮｔ）］ （３２）

其中ＩＮ（ｔ）＝ ｕＮ
２＋ ７ｕＮ

２＋ ｕＮｔ
２＋ ６ｕＮｔ

２＋１。

用Ｈｌｄｅｒ不等式，Ｃａｕｃｈｙ不等式，类似的（１２）、（１３）式

可得

２（βｕＮ ｑ－１ｕＮ，ｕＮｔ－
１２ｕＮｔ）≤Ｃ２３（ＩＮ（ｔ））

ｑ＋１
２ （３３）

－２（αｕＮｔ ｐ－１ｕＮｔ，
１２ｕＮｔ）≤Ｃ２４（ＩＮ（ｔ））

ｐ＋１
２ （３４）

由Ｈｌｄｅｒ不等式，Ｃａｕｃｈｙ不等式，（３２）式可得

２（２ｆ（２ｕＮ），ｕＮｔ－
１２ｕＮｔ）≤

Ｃ２８（ＩＮ（ｔ））
ｖ＋１
２ ＋Ｃ２８（ＩＮ（ｔ））

ｖ＋ ７ｕＮｔ
２ （３５）

２［（ｕＮ，ｕＮｔ）＋（
２ｕＮ，

１０ｕＮｔ）］≤

４ＩＮ（ｔ）＋ ７ｕＮｔ
２ （３６）

把（３３）－（３６）式代入（３２）式中，类似（２２）式可推出

ｕＮ
２
７（Ω）
＋ ｕＮｔ

２
６（Ω）≤Ｃ３０ （３７）

方程（４）两边同乘以λ４ｓ̈αＮ，ｓ（ｔ），乘积对ｓ＝１，２，…，Ｎ求

和，利用 Ｃａｕｃｈｙ不等式，Ｈｌｄｅｒ不等式，类似（３３）－

（３５）式的推导，可得

ｕＮｔｔ ４（Ω）≤Ｃ３１ （３８）

方程（４）对ｔ求导，两边同乘以λ２ｓ珔αＮ，ｓ（ｔ），乘积对ｓ＝１，

２，…，Ｎ求和，得

２ｕＮｔ３
２ ＝（２ｕＮｔ２ ＋（（

２ｆ（ｕＮ））ｔ＋

αｐｕＮｔ
ｐ－１ｕＮｔｔ＋βｑｕＮ

ｑ－１ｕＮｔ，
４ｕＮｔ３） （３９）

利用Ｃａｕｃｈｙ不等式，Ｈｌｄｅｒ不等式，类似（３３）－（３５）式

的推导，由（３９）式可得

２ｕＮｔ３
２≤Ｃ３２，ｔ∈［０，ｔ１］ （４０）

结合（３７）、（３８）、（４０）式可知（３１）式成立。引理３证

毕。

定理２ 设ｆ∈Ｃ７（Ｒ），ｆ（ｓ）≤Ｋｓｖ，ｆ′（ｓ）≤

Ｋｓｖ－１，ｆ（２ｌ）（０）＝０，ｌ＝１，２，３，４，其中 ｖ≥２是自然

数，Ｋ＞０为常数，ｑ＞１，ｐ≥１且ｍｉｎ｛ｐ＋１，ｑ＋１｝≥
３。如果 ｕ０∈ Ｈ

７（Ω），ｕ１∈ Ｈ
６（Ω），那么初边值问题

（１）－（３）存在唯一的局部古典解ｕ（ｘ，ｔ）。

证明 从（３１）式和Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入定理得

ｕＮ Ｃ５，λ（Ω）
＋ ｕＮｔ Ｃ４，λ（Ω）＋ ｕＮｔｔ Ｃ２，λ（Ω）＋ ｕＮｔ３ Ｃ０，λ（Ω）≤Ｃ

其中０＜λ≤０５。由（２６）式，根据Ａｓｃｏｌｉ－Ａｒｚｅｌａ定理

可知初边值问题（１）～（３）存在局部古典解其中 ｕ（ｘ，

ｔ）。显然初边值问题（１）～（３）的古典解也是唯一的。

定理２证毕。
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