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有限群的极小子群数与素因子数

黄彦华ａ，王 磊ｂ

（四川理工学院ａ．理学院；ｂ．建筑工程学院，四川 自贡 ６４３０００）

　　摘　要：极小子群是一类特殊的子群，在有限群结构的研究中起重要作用。有限群的极小子群的数

量性质能够反映该群的许多性质。文章从极小子群的角度讨论群，并通过对不同性质的有限群进行讨

论，给出了其极小子群数与素因子数的关系。
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引 言

群论是抽象代数中研究最早且最为成熟的基本代

数系，不仅在数学的各个分支有着广泛的应用，而且在

物理、化学和信息等领域都有着十分广泛的应用。而作

为群论的基础部分，有限群也是群论中应用最为广泛的

一支。有限群的子群与原群之间有着紧密的联系，子群

的数量性质能够反映该原群的许多性质。通过子群的

研究可以更好地将群论应用于各个相关的领域。

文献［１］对特定的极小子群数给出了原群的结构；
文献［２］给出了有限群的极大子群的下界，并通过该下
界得出具有特定结构的有限群；文献［３］利用极小子群
的中心化子和正规化子对若干有限群的结构进行了刻

画；文献［４］研究了极大子群同阶类类数对有限群结构
的影响，极大子群个数 ＜５以及极大子群数为６和７的
有限群已分别在文献［５－７］里得到刻画。而极小子群
作为极大子群的对偶，在有限群中扮演了一个重要角

色，同时文献［８］给出了具有弱 Ｈ－特征极小子群的有
限群。

本文主要通过研究极小子群，讨论子群的个数对有

限群结构的影响。本文讨论的群均为有限群，文中用

π（Ｇ）表示群Ｇ的相异素因子之集，ｎ（Ｇ）表示 Ｇ的极
小子群数，ｍ（Ｇ）表示群Ｇ的所有极大子群的集合。

１ 预备知识

引理１［２，９］ 设Ｇ为初等交换ｐ－群，其秩为ｋ，则极

大子群数 ｍ（Ｇ） ＝
ｐｋ－１
ｐ－１。

引理 ２［２］ 若 Ｇ为有限非循环群，则 ｍ（Ｇ）≥

π（Ｇ）＋ｐ，其中ｐ为群Ｇ的最小素因子。

引理３［１０１１］ 设Ｇ为有限群，则ｎ（Ｇ）＝１的充分必
要条件为：Ｇ为循环ｐ－群或广义四元数群。

引理４［１２］ 设Ｇ是有限群，则下述事项等价：（１）Ｇ
是幂零群；（２）若Ｈ＜Ｇ，则Ｈ＜ＮＧ（Ｈ）；（３）Ｇ的每个
极大子群Ｍ Ｇ；（４）Ｇ的每个Ｓｙｌｏｗ子群都是正规的，
因而Ｇ是诸Ｓｙｌｏｗ子群的直积。

引理５［１３１４］ 设ｐ为素数，则Ｇ中ｐ阶极小子群的个
数ｎｐ≡１（ｍｏｄｐ）。

２ 主要结果及其证明

定理１ 若Ｇ为循环群，则ｎ（Ｇ）＝ π（Ｇ）。

证明 若Ｇ为循环群，则ＧＺｐ１ｒ１ ×Ｚｐ２ｒ２ ×… ×Ｚｐｎｒｎ。
由引理 ３知，循环 ｐ－群的极小子群数为 １，则 ｎ
（Ｚｐｉｒｉ）＝１（ｉ＝１，２，…，ｎ），从而有 ｎ（Ｇ）＝ｎ（Ｚｐ１ｒ１）＋
ｎ（Ｚｐ２ｒ２）＋… ＋ｎ（Ｚｐｎｒｎ）＝ｎ＝ π（Ｇ）。

定理２ 若Ｇ为幂零群，则ｎ（Ｇ）≥ π（Ｇ）。



证明 Ｇ为幂零群，由引理２知，Ｇ＝Ｐ１×Ｐ２×… ×
Ｐｎ，其中 Ｐｉ∈ Ｓｙｌｐｉ（Ｇ），ｉ＝１，２，…，ｎ。则 ｎ（Ｇ）＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｎ（Ｐｉ）。又因 ｎ（Ｐｉ）≥ １，（ｉ＝１，２，…，ｎ），从而

ｎ（Ｇ）≥ｎ＝ π（Ｇ）。

定理３ 若非循环群Ｇ的极小子群同时也是极大子
群，则ｎ（Ｇ）≥ π（Ｇ）＋ｐ，ｐ为群Ｇ的最小素因子。

证明 此时有ｎ（Ｇ）＝ ｍ（Ｇ），由引理４即得证。

推论１ 存在着有限群 Ｇ，使得该群的极小子群数
ｎ（Ｇ）＝ π（Ｇ） ＋ｐｉ，其中 ｐｉ为群 Ｇ的素因子，

π（Ｇ）＝｛ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ｝，１≤ｉ≤ｎ。
证明 考虑

Ｇ＝Ｚｐ１ ×Ｚｐ２ ×… ×Ｚｐｉ－１ ×Ｚｐｉ ×Ｚｐｉ ×Ｚｐｉ＋１ ×… ×Ｚｐｎ
而ｐ２ｉ阶初等交换群的极小子群与极大子群相同，从

而由引理５有Ｚｐｉ×Ｚｐｉ的极小子群数为ｐｉ＋１，又ｎ（Ｚｐｊ）＝
１，（１≤ｊ≤ｎ，ｊ≠ｉ），则ｎ（Ｇ）＝ π（Ｇ）－１＋（ｐｉ＋１）＝

π（Ｇ）＋ｐｉ。

定理４ 初等交换ｐ－群的极小子群数与极大子群
数相等。

证明 令 Ｇ ＝ｐｎ，则 Ｇ中 ｐｍ阶子群数 [ ]ｎｍ ｐ

＝

（ｐｎ－１）（ｐｎ－１－１）…（ｐｎ－ｍ＋１－１）
（ｐｍ －１）（ｐｍ－１－１）…（ｐ－１）

，ｍ＞０

１，ｍ＝
{

０

从而有
ｎ[ ]１ｐ

＝
ｎ
ｎ－[ ]１ｐ

＝ｐ
ｎ－１
ｐ－１，即

ｎ（Ｇ）＝ ｍ（Ｇ） 证毕。

３ 结束语

对于特定的有限群，本文对其极小子群数与素因子

数之间的关系进行了探讨，得到了相关的结论，为其在

量子物理、信息等方面的应用发展奠定了较好的理论基

础，但是对于一般的有限群，其极小子群数与素因子数

的关系还有待进一步研究。
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