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Ｐｏｉｓｓｏｎ方程三类问题的通解

郭时光１，２
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　　摘　要：研究二维到四维空间上 Ｐｏｉｓｓｏｎ方程。采用求出其通解的方法，分别给出了该方程 Ｃａｕｃｈｙ

问题、Ｄｉｒｅｃｈｌｅｔ问题和Ｎｅｕｎｍａｎｎ问题的通解的解析表达式，从而得出其后面两类问题均存在无限多个

解的结论。
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　　对于半空间上 Ｐｏｉｓｓｏｎ方程 Ｄｉｒｅｃｈｌｅｔ问题［１２］，如果

应用Ｐｏｉｓｓｏｎ公式［３４］求解，一方面，很难判断所得解［５１１］

是否正规，另一方面，当定解区域是半空间时，就缺乏合

理性，并且导致所得解不全等谬误。作为改善，需要重

新分析这个问题。

１ 二维Ｐｏｉｓｓｏｎ方程Ｃａｕｃｈｙ问题

１１ 二维Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的通解

考察二维空间Ｐｏｉｓｓｏｎ方程：

ｕｘｘ＋ｕｙｙ ＝ｆ（ｘ，ｙ）（－∞ ＜ｘ，ｙ＜＋∞） （１）

做变换ξ＝ｘ－ｊｙ，η＝ｘ＋ｊｙ，得

ｕξη ＝Ｆ（ξ，η） （２）

其中，Ｆ（ξ，η）＝ｆ（ｘ，ｙ）。将η视为常数，方程（２）关于ξ

从ξ到η积分，得

ｕη ＝－∫
η

ξ
Ｆ（α，η）ｄα＋ｇ１（η） （３）

将ξ视为常数，方程（３）关于η从ξ到η积分，得

ｕ＝－∫
η

ξ
∫
β

ξ

Ｆ（α，β）ｄ[ ]α ｄβ＋ｇ（η）＋ｈ（ξ）
其中，ｇ１是可积函数，ｈ１是可微函数，而

∫
η

０

ｇ１（α）ｄα＝ｇ（η）

∫
０

ξ
ｇ１（α）ｄα＋ｈ１（ξ）＝ｈ（ξ）

将原自变数代回上式，得解

ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ）＝１２ｊ∫
ｙ

０
∫

ｘ＋ｊ（ｙ－τ）

ｘ－ｊ（ｙ－τ）

ｆ（χ，τ）ｄ[ ]χｄτ＋
ｇ（ｘ＋ｊｙ）＋ｈ（ｘ－ｊｙ） （４）

式（４）即是二维Ｐｏｉｓｓｏｎ方程（１）的通解公式。

１２ 二维推迟势公式

设一维齐次Ｃａｕｃｈｙ条件

ｕｙ＝０ ＝０，ｕｙ ｙ＝０ ＝０（－∞ ＜ｘ＜＋∞） （５）

考察由方程（１）与条件（５）组成的Ｃａｕｃｈｙ问题。将通解

式（４）用条件（５）计算，分别得

ｇ（ｘ）＋ｈ（ｘ）＝０

ｇ′（ｘ）－ｈ′（ｘ）＝０ｇ（ｘ）－ｈ（ｘ）＝ｃ

由此解得ｇ（ｘ）＝－ｈ（ｘ）＝１２ｃ，用于式（５），得解

ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ）＝１２ｊ∫
ｙ

０
∫

ｘ＋ｊ（ｙ－τ）

ｘ－ｊ（ｙ－τ）

ｆ（χ，τ）ｄ[ ]χｄτ （６）

其中，积分路径为直线段。解的这个表达式称为二维推

迟势公式。

定理１ 对于由方程（１）与条件（５）组成的 Ｃａｕｃｈｙ

问题，如果函数ｆ具有连续的各个偏导数，则函数（６）是



该问题的正规解。

证 将式（６）的函数ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ）分别代入该问题中

的各个项计算，得

２

ｘ２
１
２ｊ∫

ｙ

０
∫

ｘ＋ｊ（ｙ－τ）

ｘ－ｊ（ｙ－τ）

ｆ（χ，τ）ｄ[ ]χｄ{ }τ＋
２

ｙ２
１
２ｊ∫

ｙ

０
∫

ｘ＋ｊ（ｙ－τ）

ｘ－ｊ（ｙ－τ）

ｆ（χ，τ）ｄ[ ]χｄ{ }τ＝
１
２ｊ∫

ｙ

０

｛ｆ１［ｘ＋ｊ（ｙ－τ），τ］－

ｆ１［ｘ－ｊ（ｙ－τ），τ］｝ｄτ＋ｆ（ｘ，ｙ）－

１
２ｊ∫

ｙ

０

｛ｆ１［ｘ＋ｊ（ｙ－τ），τ］－ｆ１［ｘ－ｊ（ｙ－τ），τ］｝

ｄτ＝ｆ（ｘ，ｙ）

１
２ｊ∫

ｙ

０
∫

ｘ＋ｊ（ｙ－τ）

ｘ－ｊ（ｙ－τ）

ｆ（χ，τ）ｄ[ ]χｄ{ }τ
ｙ＝０

＝０


ｙ
１
２ｊ∫

ｙ

０
∫

ｘ＋ｊ（ｙ－τ）

ｘ－ｊ（ｙ－τ）

ｆ（χ，τ）ｄ[ ]χｄ{ }τ
ｙ＝０

＝０

由此可知，式（６）中的函数ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ）是所述问题

的正规解。证毕。

二维Ｌａｐｌａｃｅ方程非齐次条件Ｃａｕｃｈｙ问题的一般形

式为：

ｕｘｘ＋ｕｙｙ ＝０（－∞ ＜ｘ，ｙ＜＋∞）

ｕｙ＝０＝μ（ｘ），ｕｙ ｙ＝０＝ψ（ｘ）（－∞ ＜ｘ＜＋∞
}
）
（７）

为了求解，采用将 Ｃａｕｃｈｙ条件齐次化法。在问题（７）

中，令

ｕ＝ｖ＋μ（ｘ）＋ｙψ（ｘ） （８）

则

ｖｘｘ＋ｖｙｙ ＝－μ″（ｘ）－ｙψ″（ｘ）（－∞ ＜ｘ，ｙ＜＋∞）

ｖｙ＝０ ＝０，ｖｙ ｙ＝０ ＝０（－∞ ＜ｘ＜＋∞
}

）

（９）

用二维推迟势公式可求得问题（９）的解。将这个解代入

式（８），化简得

ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ）＝１２［μ（ｘ＋ｊｙ）＋μ（ｘ－ｊｙ）］＋

１
２ｊ∫

ｘ＋ｊｙ

ｘ－ｊｙ
ψ（υ）ｄυ （１０）

验证即知，有：

定理２ 在问题（７）中，如果函数μ（ｘ）与ψ（ｘ）均具

有二阶导数，则表达式为式（１０）的解是该问题的正规解。

１３ 非齐次Ｃａｕｃｈｙ问题

设非齐次条件Ｃａｕｃｈｙ问题

ｗｘｘ＋ｗｙｙ ＝ｆ（ｘ，ｙ）（－∞ ＜ｘ，ｙ＜＋∞）

ｗｙ＝０＝μ（ｘ），ｗｙ ｙ＝０＝ψ（ｘ）（－∞ ＜ｘ＜＋∞
}
）
（１１）

用叠加原理，由定理１与定理２，可得：

定理３ 如果函数ｆ具有连续的各个偏导数，函数μ

与ψ均具有连续的各个二阶偏导数，则该问题存在正规

解，其表达式为：

ｗ＝ｗ（ｘ，ｙ）＝

１
２［μ（ｘ＋ｊｙ）＋μ（ｘ－ｊｙ）］＋

１
２ｊ∫

ｘ＋ｊｙ

ｘ－ｊｙ
ψ（υ）ｄυ＋

１
２ａ∫

ｔ

０ ∫
ｘ＋ａ（ｔ－τ）

ｘ－ａ（ｔ－τ）
ｆ（ξ，τ）ｄ[ ]ξｄτ （１２）

例１ 求二维Ｌａｐｌａｃｅ方程ｖｘｘ＋ｖｙｙ ＝０在全平面上

的所有解。

解 用式（４），得方程ｖｘｘ＋ｖｙｙ ＝０的复数通解

ｖ＝ｇ（ｘ＋ｊｙ）＋ｈ（ｘ－ｊｙ） （１３）

由此可见，该方程的实通解可以表示为：

ｖ＝１２［ｇ（ｘ＋ｊｙ）＋ｇ（ｘ－ｊｙ）］ （１４）

其中，ｇ，ｈ均为可连续微分二次的任意函数。

例２ 求解上半平面Ｐｏｉｓｓｏｎ方程Ｄｉｒｅｃｈｌｅｔ问题

ｕｘｘ＋ｕｙｙ ＝ｆ（ｘ，ｙ）；ｕｙ＝０ ＝μ（ｘ） （１５）

解 用公式（１２），得问题的一个解为：

ｕ＝ｕ０（ｘ，ｙ）＝
１
２［μ（ｘ＋ｊｙ）＋μ（ｘ－ｊｙ）］＋

１
２ｊ∫

ｙ

０ ∫
ｘ＋ｊ（ｙ－τ）

ｘ－ｊ（ｙ－τ）
ｆ（ξ，τ）ｄ[ ]ξｄτ （１６）

设ｖ的是问题（１５）对应齐次定解问题的解，即

ｖｘｘ＋ｖｙｙ ＝０；ｖｙ＝０ ＝０

用泛定方程的通解式（１４）代入，得

ｖ＝ｖ（ｘ，ｙ）＝ ｊ２［ｈ（ｘ－ｊｙ）－ｈ（ｘ＋ｊｙ）］ （１７）

其中，ｈ为可连续微分二次的任意函数。根据叠加原

理，得问题（１５）的通解为：

ｕ＝ｕ０（ｘ，ｙ）＋ｖ（ｘ，ｙ）

其中，ｕ０（ｘ，ｙ），ｖ（ｘ，ｙ）分别为式（１６）与（１７）所示。

例３ 求解上半平面Ｐｏｉｓｓｏｎ方程Ｎｅｕｍａｎｎ问题

ｕｘｘ＋ｕｙｙ ＝ｆ（ｘ，ｙ）；ｕｙ ｙ＝０ ＝ψ（ｘ） （１８）

解 用公式（１２），得问题的一个解为：

ｕ＝ｕ０（ｘ，ｙ）＝
１
２ｊ∫

ｘ＋ｊｙ

ｘ－ｊｙ
ψ（υ）ｄυ＋

１
２ｊ∫

ｙ

０ ∫
ｘ＋ｊ（ｙ－τ）

ｘ－ｊ（ｙ－τ）
ｆ（ξ，τ）ｄ[ ]ξｄτ （１９）
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设ｖ是问题（１８）所对应全齐次定解问题的解，即

ｖｘｘ＋ｖｙｙ ＝０；ｖｙ ｙ＝０＝０

用式（１４）代入，得

ｖ＝ｖ（ｘ，ｙ）＝１２［ｇ（ｘ＋ｊｙ）＋ｇ（ｘ－ｊｙ）］ （２０）

其中，ｇ为可连续微分二次的任意函数。根据叠加原

理，得问题（１８）的通解为：

ｕ＝ｕ０（ｘ，ｙ）＋ｖ（ｘ，ｙ）

其中，ｕ０（ｘ，ｙ），ｖ（ｘ，ｙ）分别为式（１９）与（２０）所示。

２ 四维Ｐｏｉｓｓｏｎ方程Ｃａｕｃｈｙ问题

２１ 四维推迟势公式

设四维无限区域Ｐｏｉｓｓｏｎ方程

ｕｘｘ＋ｕｙｙ＋ｕｚｚ＋ｕｗｗ ＝ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ） （２１）

采用球面平均值法。函数ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）在点（ｘ，ｙ，ｚ）

处半径ｒ的球面平均值记为ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ；ｒ），即

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ；ｒ）＝ １
４πｒ２

×


（ｘｒ－ｘ）

２＋（ｙｒ－ｙ）
２＋（ｚｒ－ｚ）

２＝ｒ２
ｕ（ｘｒ，ｙｒ，ｚｒ，ｗ）ｄσ （２２）

易知，如果ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）连续，则有

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）＝ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ；０）＝

ｌｉｍ
ｒ→０
（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ；ｒ） （２３）

球半径还可以扩展到负数，且有

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ；ｒ）＝ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ；－ｒ） （２４）

将球面平均值中的积分用球面坐标表示，得

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ；ｒ）＝

１
４π∫

π

０ ∫
２π

０
ｕ（ｘｒ，ｙｒ，ｚｒ，ｗ）ｄ[ ]θｓｉｎφｄφ （２５）

其中，

ｘｒ＝ｘ＋ｒｃｏｓθｓｉｎφ

ｙｒ＝ｙ＋ｒｓｉｎθｓｉｎφ

ｚｒ＝ｚ＋ｒｃｏｓφ

设函数ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）是方程（２１）的解。用函数

ｕ（ｘｒ，ｙｒ，ｚｒ，ｗ）关于θ的周期性，得

ａ２

４πｒ２∫
π

０ ∫
２π

０

１
ｓｉｎφ

２

θ２
＋

２

φ２
＋ｃｏｔφ( )[ φ

ｕ（ｘｒ，ｙｒ，ｚｒ，ｗ）ｄ]θｄφ＝

ａ２

４πｒ２∫
π

０

１
ｓｉｎφ

ｕ（ｘｒ，ｙｒ，ｚｒ，ｗ）
[ ]θ

θ＝２π

θ＝０

ｄ{ φ＋

∫
２π

０
ｓｉｎφ

ｕ（ｘｒ，ｙｒ，ｚｒ，ｗ）
[ ]φ

φ＝π

φ＝０

ｄ}θ＝０

将方程（２１）两边均取在点（ｘ，ｙ，ｚ）处半径 ｒ的球面平均

值，其中积分与算子
２

ｘ２
＋

２

ｙ２
＋

２

ｚ２
均用球面坐标表示，

并利用上式，交换微积分次序，得

珋ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ；ｒ）＝

１
４π∫

π

０ ∫
２π

０
ｆ（ｘｒ，ｙｒ，ｚｒ，ｗ）ｄ[ ]θｓｉｎφｄφ＝

１
４π∫

π

０ ∫
２π

０

２

ｗ２
＋

２

ｒ２
＋２ｒ


( ){ ｒ

ｕ（ｘｒ，ｙｒ，ｚｒ，ｗ）ｓｉｎφｄθ｝ｄφ＝

２

ｗ２
＋

２

ｒ２
＋２ｒ


( )ｒｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ；ｒ）

将上式两边同乘以ｒ，得

２［ｒｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ；ｒ）］
ｗ２

＋
２［ｒｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ；ｒ）］

ｒ２
＝

ｒ珋ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ；ｒ） （２６）

引入三维齐次Ｃａｕｃｈｙ条件

ｕｗ＝０ ＝０，ｕｗ ｗ＝０ ＝０（－∞ ＜ｘ，ｙ，ｚ＜＋∞）

（２７）

则其球面平均值满足

［ｒｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ；ｒ）］ ｗ＝０＝０

［ｒｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ；ｒ）］ｗ ｗ＝０＝０ （２８）

考察由方程（２５）与条件（２７）组成的Ｃａｕｃｈｙ问题。用二

维推迟势公式，得其解

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ；ｒ）＝１２ｊｒ∫
ｗ

０
∫

ｒ＋ｊ（ｗ－τ）

ｒ－ｊ（ｗ－τ）

χ珋ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，，τ；χ）ｄ[ ]χｄτ
（２９）

令ｒ→０，式（２８）左边用式（２２），右边用 Ｌ／Ｈｏｓｐｉｔａｌ法

则，交换极限与积分次序，得

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）＝∫
ｗ

０

（ｗ－τ）珋ｆｘ，ｙ，ｚ，ｗ；ｊ（ｗ－τ[ ]）ｄτ

将ｆ的球面平均值积分表达式代入，并使用球面坐标，化

为重积分，即可得

ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）＝ １４π∫
ｗ

０

τｄτ∫
π

０

ｓｉｎφｄφ∫
２π

０

ｆ

（ｘ＋ｊτｃｏｓθｓｉｎφ，ｙ＋ｊτｓｉｎθｓｉｎφ，ｚ＋ｊτｃｏｓφ，ｗ－τ）ｄθ

（３０）

式（２９）就是方程（２１）与条件（２６）所组成 Ｃａｕｃｈｙ问题

解的表达式，称为四维推迟势公式。验证即知，有：

定理４ 方程（２１）与条件（２６）组成的 Ｃａｕｃｈｙ问题

中，如果函数 ｆ具有连续的各个二阶偏导数，则函数
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（２９）是该问题的正规解。

２２ 四维Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ公式

设有四维空间Ｌａｐｌａｃｅ方程的Ｃａｕｃｈｙ问题

ｕｘｘ＋ｕｙｙ＋ｕｚｚ＋ｕｗｗ ＝０

ｕｗ＝０＝μ（ｘ，ｙ，ｚ），ｕｗ ｗ＝０ ＝ψ（ｘ，ｙ，ｚ
}
）

（３１）

采用将Ｃａｕｃｈｙ条件齐次化法，然后利用四维推迟势公

式计算，得其解

ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）＝

１
４π∫

π

０

ｓｉｎφｄφ∫
２π

０


ｗ
［ｗμ（ｘ＋ｊｗｃｏｓθｓｉｎ{ φ，ｙ＋

ｊｗｓｉｎθｓｉｎφ，ｚ＋ｊｗｃｏｓφ）］＋

ｗψ（ｘ＋ｊｗｃｏｓθｓｉｎφ，ｙ＋ｊｗｓｉｎθｓｉｎφ，ｚ＋

ｊｗｃｏｓφ）｝ｄθ （３２）

验证即知，有：

定理５ 在问题（３０）中，如果函数 μ与 ψ均具有连

续的各个三阶偏导数，则函数（３１）是该问题的正规解。

２３ 四维Ｃａｕｃｈｙ问题

设四维Ｃａｕｃｈｙ条件

ｕｗ＝０ ＝μ（ｘ，ｙ，ｚ），ｕｗ ｗ＝０ ＝ψ（ｘ，ｙ，ｚ） （３３）

根据定理４和定理５，用叠加原理，得

定理６ 方程（２１）与条件（３２）组成的 Ｃａｕｃｈｙ问题

中，如果函数ｆ具有连续的各个二偏导数，函数μ与ψ均

具有连续的各个三阶偏导数，则该问题存在正规解，其

表达式为式（２９）与式（３２）的两个函数之和。

３ 三维Ｐｏｉｓｓｏｎ方程Ｃａｕｃｈｙ问题

３１ 三维推迟势公式

考察三维空间Ｐｏｉｓｓｏｎ方程

ｕｘｘ＋ｕｙｙ＋ｕｚｚ＝ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）（－∞ ＜ｘ，ｙ，ｚ＜＋∞）（３４）

设三维齐次Ｃａｕｃｈｙ条件为：

ｕｚ＝０ ＝０，ｕｚ ｚ＝０ ＝０（－∞ ＜ｘ，ｙ＜＋∞） （３５）

用Ｈａｄａｍａｒｄ降维法。去掉四维推迟势公式中关于变量

ｚ的因素，然后换ｗ→ｚ，并将积分作代换 ｓｉｎφ＝ρ，这样

就能得到方程（３３）与条件（３４）组成的Ｃａｕｃｈｙ问题解的

表达式

ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ １２π∫
ｚ

０
τｄτ∫

１

０

ρ
１－ρ槡

２
ｄρ∫

２π

０
ｆ

（ｘ＋ｊτρｃｏｓθ，ｙ＋ｊτρｓｉｎθ，ｚ－τ）ｄθ （３６）

表达式（３５）称为三维推迟势公式。验证即知，有：

定理７ 方程（３３）与条件（３４）组成的 Ｃａｕｃｈｙ问题

中，如果函数 ｆ具有连续的各个二阶偏导数，则函数

（３５）是该问题的正规解。

３２ 三维Ｐｏｉｓｓｏｎ公式

设三维空间Ｌａｐｌａｃｅ方程Ｃａｕｃｈｙ问题

ｕｘｘ＋ｕｙｙ＋ｕｚｚ＝０（－∞ ＜ｘ，ｙ，ｚ＜＋∞）

ｕｚ＝０ ＝μ（ｘ，ｙ），ｕｚ ｚ＝０ ＝ψ（ｘ，ｙ
}

）
（３７）

采用将Ｃａｕｃｈｙ条件齐次化方法，用推迟式公式，得其解

ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ １２π∫
１

０

ρ
１－ρ槡

２
ｄρ∫

２π

０


ｚ
［ｚμ（ｘ＋ｊｚρｃｏｓθ，ｙ＋ｊｚρｓｉｎθ）］{ ＋

ｚψ（ｘ＋ｊｚρｃｏｓθ，ｙ＋ｊｚρｓｉｎθ）｝ｄθ （３８）

验证即知，有：

定理８ 在问题（３６）中，如果函数 μ与 ψ均具有连

续的各个三阶偏导数，则表达式为式（３７）的解是该问题

的正规解。

３３ 三维Ｃａｕｃｈｙ问题

设三维非齐次Ｃａｕｃｈｙ条件

ｕｚ＝０ ＝μ（ｘ，ｙ），ｕｚ ｚ＝０ ＝ψ（ｘ，ｙ） （３９）

根据定理７和定理８，用叠加原理，可得：

定理９ 方程（３３）与条件（３８）组成的 Ｃａｕｃｈｙ问题

中，如果函数ｆ具有连续的各个二偏导数，函数μ与ψ均

具有连续的各个三阶偏导数，则该问题存在正规解，其

表达式为式（３５）与式（３７）的两个函数之和。

由方程（３３）与条件（３８）组成的 Ｃａｕｃｈｙ问题中，如

果去掉条件项 ｕｚ ｚ＝０ ＝ψ（ｘ，ｙ），则问题变为 Ｄｉｒｅｃｈｌｅｔ

问题，其通解仍然如定理３所述，但是其中 ψ则为任意

函数；如果去掉条件项 ｕｚ＝０ ＝μ（ｘ，ｙ），则问题变为

Ｎｅｕｍａｎｎ问题，其通解仍然如定理３所述，但是其中 μ

则为任意函数。

４ 结束语

如果函数 ｆ具有连续的各个二偏导数，函数 μ与 ψ

均具有连续的各个三阶偏导数，则验证可知，这样所得

的解是正规解。

由此可见，Ｐｏｉｓｓｏｎ方程 Ｄｉｒｅｃｈｌｅｔ问题和 Ｎｅｕｍａｎｎ

问题若存在解，则其解均为无穷多。
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