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限定表面温度的边界层流方程的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
有限元数值解

胡 敏

（攀枝花学院数学与计算机学院，四川 攀枝花 ６１７０００）

　　摘　要：利用一个变换将限定表面温度的边界层流方程转化成二阶边值问题，然后利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ有

限元方法将其转化成ｎ元非线性方程组，再利用Ｎｅｗｔｏｎ迭代法求出在给定初始值和最大误差容忍度的

数值解。
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引 言

自治的三阶非线性微分方程

ｆ＋ｍ＋１２ ｆｆ″－ｍｆ′２ ＝０，η∈［０，＋∞） （１）

边界条件

ｆ（０）＝ａ，ｆ′（０）＝１，ｆ′（＋∞）＝ｌｉｍ
η→＋∞
ｆ′（η）＝０（２）

是半无限竖直平板上不可压缩流体定常自由对流边界

层问题的相似性解［１］，其中，ａ，ｍ∈Ｒ且 ｍ受限于表面

温度。

方程（１）、（２）的解取决于两个参数ａ和ｍ。当ｍ＝

０时，方程（１）、（２）就是著名的Ｂｌａｓｉｕｓ方程［２］；当ａ＝０

时，方程（１）、（２）表示流体流经的表面是不可渗透

的［３４］；当ａ＜０时，方程（１）、（２）表示流体流经的表面

可以注入流体；当ａ＞０时，方程（１）、（２）表示流体流经

的表面可以流出流体［４５］。

关于方程（１）、（２）的解的研究［６１３］，可以追溯到一

个世纪以前。利用积分运算，Ｗｅｙｌ［６］对方程（１）、（２）进

行了严格的分析，但是没有得出解析解。通过引入两种

不同的代换，ＢｒｉｇｈｉａｎｄＳａｒｉ［７］和 ＧｕｏａｎｄＴｓａｉ［８］将方程

（１）、（２）转化成由两个一阶常微分方程组成的自治系

统，并且得到解的详细信息。Ｊｅ－ＣｈｉａｎｇＴｓａｉ［９］通过分

析讨论，得出当ｍ∈（－１／３，０），ａ∈Ｒ时，方程（１）、（２）

有唯一有界解；并讨论了当ｍ∈（－１／２，－１／３），ａ≤０

时解的结构。

本文只讨论ｍ∈（－１／３，０），ａ＜０情形。首先利用

一个变换将方程（１）、（２）转化成二阶边值问题，然后利

用Ｇａｌｅｒｋｉｎ有限元方法求出其数值解。

１ 二阶边值问题

对于方程（１）、（２），由于ｆ′（η）在［０，＋∞）上单调

递增［９］，则他必存在单调递增的反函数。于是令：

ｔ＝ｆ′（η），η∈［０，＋∞） （３）

并记其反函数为η＝ｇ（ｔ），ｔ∈［０，１］。对（３）式两边关

于ｔ求导得：

１＝ｆ″ｇ′（ｔ），ｔ∈［０，１］ （４）

记

ｗ（ｔ）＝ｆ″（η），ｔ∈［０，１］ （５）

对（５）式两边关于ｔ求导得：

ｆ＝ｗ′（ｔ）ｗ（ｔ），ｔ∈［０，１］ （６）



在ｔ＝ｆ′（η）＝ｆ′（ｇ（ｔ））两边同乘ｇ′（ｔ）得：

ｔ
ｗ（ｔ）＝ｆ′（ｇ（ｔ））ｇ′（ｔ），ｔ∈［０，１］

对其两边从ｔ到１积分得：

∫
１

ｔ

ｓ
ｗ（ｓ）ｄｓ＝∫

１

ｔ
ｆ′（ｇ（ｓ））ｇ′（ｓ）ｄｓ＝ｆ（ｇ（１））－

ｆ（ｇ（ｔ））ｔ∈［０，１］

由于ｆ（ｇ（１））＝ｆ（０）＝ａ，则

ｆ＝ａ－∫
１

ｔ

ｓ
ｗ（ｓ）ｄｓ，ｔ∈［０，１］ （７）

把式（３）、（５）、（６）和（７）代入方程（１）得：

ｗ′（ｔ）ｗ（ｔ）＋ｍ＋１２ ａ－∫
１

ｔ

ｓ
ｗ（ｓ）ｄ( )ｓｗ（ｔ）－ｍｔ２ ＝０

ｔ∈［０，１］

将其两端同除以ｗ（ｔ）得：

ｗ′（ｔ）＝ｍ ｔ２

ｗ（ｔ）＋
ｍ＋１
２ ∫

１

ｔ

ｓ
ｗ（ｓ）ｄｓ－

ｍ＋１
２ ａ，ｔ∈［０，１］ （８）

当ｔ＝１时有

ｗ′（１）＝ ｍ
ｗ（１）－

ｍ＋１
２ ａ （９）

对（８）式两端关于ｔ求导得

ｗ″（ｔ）＝３ｍ－１２
ｔ
ｗ（ｔ）－ｍ

ｔ２ｗ′（ｔ）
ｗ２（ｔ）

，ｔ∈［０，１］

将其两端同乘以ｗ２（ｔ）得

ｗ２（ｔ）ｗ″（ｔ）－３ｍ－１２ ｔｗ（ｔ）＋ｍｔ２ｗ′（ｔ）＝０，ｔ∈［０，１］

又因ｗ（０）＝ｆ″（＋∞）＝０，则将方程（１）、（２）转化成

二阶边值问题

ｗ２（ｔ）ｗ″（ｔ）＋ｍｔ２ｗ′（ｔ）－３ｍ－１２ ｔｗ（ｔ）＝０，ｔ∈［０，１］

ｗ（０）＝０，ｗ′（１）＝ ｍ
ｗ（１）－

ｍ＋１
２

{ ａ

（１０）

２ 有限元方法及其求解方法

２１ Ｇａｌｅｒｋｉｎ有限元方程组

对于二阶边值问题方程（１０），将区间［０，１］分成Ｎ

个小区间，步长 ｈ＝ １Ｎ。令 ｔｊ＝ｊｈ，ｊ＝０，１，…，Ｎ，和

ｗｊ＝ｗ（ｔｊ），ｊ＝０，１，…，Ｎ。由ｗ（０）＝０知ｗ０ ＝０。

令

ｗ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｊ＝０
ｗｊφｊ（ｔ），ｔ∈［０，１］ （１１）

其中

φｊ（ｔ）＝

ｔ－ｔｊ－１
ｔｊ－ｔｊ－１

，ｔ∈［ｔｊ－１，ｔｊ］

ｔｊ＋１－ｔ
ｔｊ＋１－ｔｊ

，ｔ∈［ｔｊ，ｔｊ＋１］

０，












ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

（１２）

由变分原理得方程（１０）的Ｇａｌｅｒｋｉｎ有限元基本公式：

∫
１

０
ｗ２（ｔ）ｗ″（ｔ）＋ｍｔ２ｗ′（ｔ）－３ｍ－１２ ｔｗ（ｔ[ ]）φｊ（ｔ）ｄｔ＝０

ｊ＝１，２，…，Ｎ （１３）

由ｗ′Ｎ ＝
ｍ
ｗＮ
－ｍ＋１２ ａ和φｊ（０）＝φｊ（１）＝０（ｊ＝１，２，

…，Ｎ－１）得

－２∫
１

０
ｗ（ｗ′）２ｊｄｔ－∫

１

０
ｗ２ｗ′φ′ｊｄｔ－

７ｍ－１
２ ∫

１

０
ｔｗｊｄｔ－

ｍ∫
１

０
ｔ２ｗ′ｊｄｔ＝０，ｊ＝１，２，…，Ｎ－１ （１４）

和

２ｍｗＮ －
ｍ＋１
２ ａｗ２Ｎ －２∫

１

０
ｗ（ｗ′）２φＮｄｔ－

∫
１

０
ｗ２ｗ′φ′Ｎｄｔ－

７ｍ－１
２ ∫

１

０
ｔｗφＮｄｔ－ｍ∫

１

０
ｔ２ｗφ′Ｎｄｔ＝０

（１５）

将式（１１）、（１２）分别代入式（１４）、（１５）计算得

Ａｊｗｊ－１＋Ｂｊｗｊ＋Ｃｊｗｊ＋１＋
１
ｈ（２ｗ

３
ｊ－ｗ

２
ｊｗｊ－１－ｗ

２
ｊｗｊ＋１）＝０

ｊ＝１，２，…，Ｎ－１ （１６）

其中

Ａｊ＝
１
２ｔ

２
ｊ－
１
１２ｔｊｈ－

１
２４ｈ( )２ ｍ＋ｈ２４（２ｔｊ＋ｈ）

Ｂｊ＝
１
３ｔｊｈ（５ｍ－１）

Ｃｊ＝ －１２ｔ
２
ｊ－
１
１２ｔｊｈ＋

１
２４ｈ( )２ ｍ－ｈ２４（２ｔｊ＋ｈ）

和

－ｍ２＋
ｍ＋１
１２ ｈ＋

ｍ－１
２４ ｈ( )２ ｗＮ－１＋

－３ｍ２ ＋
５ｍ－１
６ ｈ－５ｍ－１２４ ｈ( )２ ｗＮ ＋

ｍ＋１
２ ａｗ２Ｎ ＋

１
ｈ（ｗ

３
Ｎ －ｗ

２
ＮｗＮ－１）＝０ （１７）

２２ Ｎｅｗｔｏｎ迭代法求解方程组

令

ｗＴ ＝［ｗ０，ｗ１，…，ｗＮ］ （１８）

和
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ＨＴ（ｗ，ｍ）＝［Ｈ１（ｗ，ｍ），Ｈ２（ｗ，ｍ），…，ＨＮ（ｗ，ｍ）］（１９）

其中

Ｈｊ（ｗ，ｍ）＝Ａｊｗｊ－１＋Ｂｊｗｊ＋Ｃｊｗｊ＋１＋

１
ｈ（２ｗ

３
ｊ－ｗ

２
ｊｗｊ－１－ｗ

２
ｊｗｊ＋１），ｊ＝１，２，…，Ｎ－１

和

ＨＮ（ｗ，ｍ）＝ －ｍ２＋
ｍ＋１
１２ ｈ＋

ｍ－１
２４ ｈ( )２ ｗＮ－１＋

－３ｍ２ ＋
５ｍ－１
６ ｈ－５ｍ－１２４ ｈ( )２ ｗＮ ＋

ｍ＋１
２ ａｗ２Ｎ ＋

１
ｈ（ｗ

３
Ｎ －ｗ

２
ＮｗＮ－１）

求式（１６）、（１７）的解ｗ就是求解如下ｎ×ｎ非线性方程

组

Ｈ（ｗ，ｍ）＝０ （２０）

的解。记Ｈ（ｗ，ｍ）的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵为：

ＪＨ（ｗ）＝

Ｈ１
ｗ１

…
Ｈ１
ｗＮ

  

ＨＮ
ｗ１

…
ＨＮ
ｗ















Ｎ

其中

Ｈｊ
ｗｊ－１

＝Ａｊ－
１
ｈｗ

２
ｊ

Ｈｊ
ｗｊ
＝Ｂｊ＋

２
ｈｗｊ（３ｗｊ－ｗｊ－１－ｗｊ＋１）

Ｈｊ
ｗｊ＋１

＝Ｃｊ－
１
ｈｗ

２
ｊ

Ｈｊ
ｗｋ

＝０，ｊ－ｋ＞１

从而矩阵ＪＨ（ｗ）是三对角的。

设ｗｉ是ｗ的第ｉ次迭代值的猜测值。假设 Ｈｉ 足

够小，可找到一个修正量Δｗｉ满足ｗｉ＋１＝ｗｉ＋Δｗｉ，从而

使得Ｈ（ｗｉ＋１）＝０。

设ＪｉＨ是ｗ
ｉ处的雅可比值，则由 Ｎｅｗｔｏｎ迭代法得

ＪｉＨΔｗ
ｉ＝－Ｈ（ｗｉ，ｍ）。当 Δｗｉ ∞≤ε（ε是给定的最大

误差容忍度）时，上述迭代过程终止。

３ 数值结果

选定步长ｈ＝０００１，最大误差容忍度ε＝１０８，取

定初值ｗ０＝［０，０１，０１，…，０１］Ｔ，再取不同的ａ和ｍ

计算ｆ″（０）（＝ｗ（１）＝ｗＮ）的值，利用Ｍａｔｌａｂ软件编写

程序计算数值结果（表１）。

表１ ｆ″（０）的值

ａｍ －０１０ －０１５ －０１８ －０２０ －０２５ －０３０

－０２ ０００７１３ ０００８６２ ０００９４５ ０００９９４ ００１１１２ ００１２１７
－０１ ０００７０４ ０００８６１ ０００９９５ ０００９８８ ００１１１２ ００１２３１
０ ０００７０１ ０００８６５ ０００９５２ ０００９９２ ００１１１３ ００１２３１
０１ ０００７２９ ０００８６１ ０００９４９ ０００９９５ ００１１１３ ００１２４０
０２ ０００７０３ ０００８２３ ０００９４７ ０００９９０ ００１１２８ ００１２１８

　　从表１可以看出，对任意取定的初值ｗ０和误差容忍

度ε，都可以计算出ｆ″（０）的迭代值，并且为正值。
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