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随机函数乘积的几乎处处中心极限定理

邹广玉

（长春工程学院理学院，长春 １３００１２）

　　摘　要：利用ρ－混合序列部分和乘积的几乎处处中心极限定理，给出了一类随机函数（统计量）乘

积的几乎处处中心极限定理，推广了独立情形的结论。
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引 言

设｛Ｘｎ，ｎ≥ １｝是随机变量序列，其部分和 Ｓｎ ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，设 Ｔｎ ＝Ｔｎ（Ｘ１，Ｘ２，…Ｘｎ）是一个随机函数或统

计量，可以表示成 Ｔｎ ＝ａｎＳｎ＋Ｒｎ，其中 ａｎ ＞０是常数

列，Ｒｎ称为余项。很多随机函数（或统计量）都可表示

成这种形式，例如Ｕ统计量、平均移动过程、线性模型的

误差方差估计量和Ｖｏｎ－Ｍｉｓｅｓ统计量等。

针对此类随机函数，众多学者对其极限性质进行了

研究。文献［１］得到了随机函数的几乎处处中心极限定

理，文献［２］得到了随机函数大数定律和重对数律的精

确渐近性质，文献［３－４］分别讨论了 ｛Ｘｎ，ｎ≥１｝为独

立同分布和ＮＡ序列时随机函数乘积的几乎处处中心极

限定理，本文讨论｛Ｘｎ，ｎ≥１｝为ρ－混合序列时随机函

数乘积的几乎处处中心极限定理。

定义１ 记Ｊｂ
ａ＝σ（Ｘｔ，ａ≤ｔ≤ｂ），如果
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则称随机变量序列｛Ｘｎ，ｎ≥１｝是ρ－混合的。

ρ－混合序列的概念由Ｋｏｌｍｏｇｒｏｖ和Ｒｏｚａｎｏｖ在文献

［５］中引入。本文的主要结论如下：

定理１ 设｛Ｘｎ，ｎ≥１｝是正的严平稳的ρ－混合随

机变量列，满足 ＥＸ１ ＝μ＞０和 ＶａｒＸ１ ＝σ
２ ＜∞，记

Ｓｎ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，Ｔｎ＝ａｎＳｎ＋Ｒｎ，其中ａｎ是正常数列，变异系

数γ＝σ／μ，假设下列条件成立

（Ｈ１）对某个ε＞２，ρ（ｎ）＝Ｏ（ｎ－１（ｌｏｇｎ）－ε）
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其中，Ｆ（ｘ）表示随机变量ｅ槡２Ｎ的分布函数。下同。

１ 主要引理

在本文中，当ｋ≤ｎ时，记ｂｋｎ＝∑
ｎ

ｉ＝ｋ

１
ｉ；当ｋ＞ｎ时，



ｂｋｎ＝０。令Ｙｋ＝（Ｘｋ－μ）／σ，Ｓｎ，ｎ ＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｂｋｎＹｋ，Ｃ在不同

位置表示不同的常数。

引理１ 设｛Ｘｎ，ｎ≥１｝是正的严平稳的ρ－混合随

机变量列，满足ＥＸ１ ＝μ＞０和ＶａｒＸ１ ＝σ
２ ＜∞，假设

（Ｈ１）对某个ε＞２，ρ（ｎ）＝Ｏ（ｎ－１（ｌｏｇｎ）－ε）
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其中，Φ（ｘ）表示服从标准正态分布随机变量的分布函

数。下同。

证明见文献［６］引理２５。

引理２ 在定理１的条件下，对任意的ｘ，有
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于是，对任意小的ε＞０和几乎所有的样本点ω，存在正

整数Ｎ１ ＝Ｎ１（ω，ε，ｘ），使得当ｋ＞Ｎ１时有
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由（４）式可知（３）式成立，于是证明了引理２。

引理３ 设｛Ｘｎ，ｎ≥１｝是同分布的ρ－混合随机变

量列，满足 ＥＸ１ ＝０和 ＥＸ１
ｐ ＜∞，１≤ ｐ＜２，且

∑
∞

ｎ＝１
ρ（２ｎ）＜∞，则Ｓｎ／ｎ

１／ｐ→０，ａ．ｓ，当ｎ→∞时。

证明见文献［６］引理２２。

２ 定理１的证明

易知（１）式等价于
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对某个
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注意到当 ｘ＜１时，ｌｏｇ（１＋ｘ）＝ｘ－Ｑ（ｘ），且
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于是，对任意小的ε＞０和几乎所有的样本点ω，存在正

整数Ｎ２ ＝Ｎ２（ω，ε，ｘ），使得当ｋ＞Ｎ２时有
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Ｉ １
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Ｉ １
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∑
ｋ

ｉ＝１
ｌｏｇ
Ｔｉ
ａｉμｉ
≤( )ｘ≤

Ｉ １
γσ１ ２槡ｋ

∑
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由（３）式即知（５）式成立，即证明了定理１。
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