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弱链对角占优 Ｍ矩阵 Ａ的 Ａ－１ ∞上界估计式

刘 新，杨晓英

（四川信息职业技术学院基础教育部，四川 广元 ６２８０１７）

　　摘　要：针对弱链对角占优Ｍ矩阵Ａ，利用逆矩阵元素的估计范围，给出 Ａ－１ ∞
新的上界估计式。

通过算例分析表明新的上界估计式改进了现有的一些结果。
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　　弱链对角占优矩阵是一类有着广泛应用背景的重
要矩阵。其中，弱链对角占优 Ｍ矩阵 Ａ的逆矩阵无穷
大范数 Ａ－１ ∞

的上界可以应用于判定ｌ１ －范数与加权

ｐｅｒｒｏｎ范数的上下界，求解线性微分系统 ｘ＝－Ａｘ，ｘ（０）
＝ｘ０＞０的解ｘ（ｔ），解决大型稀疏线性方程组的矩阵分
裂和矩阵多分裂迭代方法的收敛性等众多应用领

域［１７］。所以，关于 Ａ－１ ∞
的上界估计成为许多学者关

注和研究的热点，已获得了一系列估计式［１５］。本文将

在黎稳［２］和黄廷祝［３］等人的研究基础上，充分结合两人

研究方法的优点，进而得到 Ａ－１ ∞
上界的新估计式，新

估计式改进了现有的结果。

１ 预备知识

设Ｒｎ×ｎ表示ｎ×ｎ阶实矩阵的集合，Ｎ表示集合｛１，
２，…，ｎ｝。

定义１ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ，若Ａ可以表示为Ａ＝

λＩ－Ｂ，其中Ｂ≥０，当λ＞ρ（Ｂ）（ρ（Ｂ）为非负矩阵Ｂ
的谱半径）时，则称Ａ为非奇异Ｍ矩阵［８９］。

定义２ 设矩阵Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ，且满足条件：

（１） ａｉｉ≥ ∑
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ａｉｊ，ｉ∈Ｎ

（２）Ｊ（Ａ）＝ ｉ∈Ｎ：ａｉｉ ＞∑
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ａ{ }
ｉｊ
≠

（３）对ｉ∈Ｎ，ｉＪ（Ａ），存在非零元素序列 ａｉｉ１，
ａｉ１ｉ２，…，ａｉｒｋ，其中ｉ≠ｉ１，ｉ１≠ｉ２，…，ｉｒ≠ｋ，ｋ∈Ｊ（Ａ），则

称Ａ为弱链对角占优矩阵。若 Ｊ（Ａ）＝Ｎ，则称矩阵 Ａ
为严格对角占优矩阵。

记［Ａ］表示矩阵Ａ的比较矩阵，其中［Ａ］＝（珘ａｉｊ），

珘ａｉｊ＝
ａｉｉ， ｉ＝ｊ

－ ａｉｊ， ｉ≠{ ｊ

给出一些记号，它们将在后面的讨论中用到。记：

ρｉ＝
∑
ｊ≠ｉ
ａｉｊ
ａｉｉ

ｕｉ＝
１
ａｉｉ∑

ｎ

ｊ＝ｉ＋１
ａｉｊ

ｂｋ ＝ｍａｘ
∑ｊ≠ｉ＋ｋ，ｋ≤ｊ≤ｎ

ａｉ＋ｋ，ｊ
ａｉ＋ｋ，ｉ＋ｋ

，ｉ＝

１，…，
{ }

ｎ－ｋ

，ｋ＝１，…，ｎ

ｐｋ ＝ｍａｘ
ａｉ＋ｋ，ｋ ＋∑

ｎ

ｈ＝ｋ＋１，ｈ≠ｉ＋ｋ
ａｉ＋ｋ，ｈ ｂｋ

ａｉ＋ｋ，
{

ｉ＋ｋ

ｉ＝１，…，ｎ－ｋ｝，ｋ＝１，…，ｎ

ｓｍｎ（Ａ
（ｎ－ｍ））＝ ∑

ｎ－１

ｉ＝ｎ－ｍ＋１
ａｎ，ｉ，ｍ＝ｎ，…，１

其中

ｓｍｋ（Ａ
（ｎ－ｍ））＝ ∑

ｋ－１

ｉ＝ｎ－ｍ＋１
ａｋｉ ＋∑

ｎ

ｉ＝ｋ＋１
ａｋｉ
ｓｍｉ（Ａ

（ｎ－ｍ））

ａｉｉ
Ａ（０） ＝Ａ；ｋ＝ｎ－１，…，ｎ－ｍ＋１
关于弱链对角占优Ｍ矩阵的逆矩阵无穷大范数的

上界，Ｓｈｉｖａｋｕｍａｒ等在文献［１］中给出：



Ａ－１ ∞ ≤∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｉ∏ｉ

ｊ＝１
（１－ｕｊ[ ]） －１

（１）

在文献［２］中Ｌｉ给出：

Ａ－１ ∞ ≤∑
ｎ

ｉ＝１
∏
ｉ

ｋ＝１

ｈｋ
ａｋｋ（１＋ｌｋ）－ｓｋ（Ａ）

（２）

Ｈｕａｎｇ与Ｚｈｕ［３］改进了Ｌｉ的结果，得出：

Ａ－１ ∞ ≤ｍａｘ
１

ａ１１（１－ｕ１ｐ１）
{ ＋

∑ｎ

ｉ＝２
１

ａｉｉ（１－ｕｉｐｉ）∏
ｉ－１

ｊ＝１

ｕｊ
１－ｕｊｐ

[ ]
ｊ

，
ｐ１

ａ１１（１－ｕ１ｐ１）
＋

∑ｎ

ｉ＝２

ｐｉ
ａｉｉ（１－ｕｉｐｉ）∏

ｉ－１

ｊ＝１

１
１－ｕｊｐ

[ ] }
ｊ

（３）

上述结果均可用于估计弱链对角占优Ｍ矩阵最小
特征值的下界和矩阵的条件数。

２ 弱链对角占优Ｍ矩阵的 Ａ－１ ∞ 上界

引理１［３］ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈ Ｒ
ｎ×ｎ是弱链对角占优矩

阵，Ａ－１ ＝（αｉｊ），则

αｉ１ ≤
ａｉ１ ＋∑ｋ≠ｉ，１

ａｉｋρｋ
ａｉｉ

α１１ ≤

ｐ１ α１１ ≤ α１１ ，ｉ≠１ （４）

引理２［２］ 设 [ ]Ａ 是非奇异对角占优 Ｍ －矩阵，
Ａ－１ ＝（αｉｊ），则

１
ａ１１ ＋ｓ１（Ａ）

≤ α１１ ≤
１

ａ１１ －ｓ１（Ａ）

设非空指标集合β（ｋ） Ｎ，定义 Ａ［β（ｋ）］表示取自
矩阵Ａ，行列数是β（ｋ）的子矩阵。定义Ａ（ｋ） ＝Ａ［α（ｋ）］，
其中α（ｋ） ＝｛ｋ＋１，…，ｎ｝；例如Ａ（１）表示删除Ａ的第一
行第一列的子矩阵。

引理３［１］ 设Ａ是ｎ×ｎ阶弱链对角占优Ｍ－矩阵，
则 Ｂ＝Ａ（１）是（ｎ－１）×（ｎ－１）阶弱链对角占优Ｍ－
矩阵（即Ｂ－１＝（βｉｊ）存在，且βｉｊ≥０，ｉ，ｊ＝２，３，…，ｎ）。

引理４［１］ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈ Ｒ
ｎ×ｎ是弱链对角占优 Ｍ

－矩阵，Ｂ＝Ａ（１），Ａ－１ ＝（αｉｊ），Ｂ
－１ ＝（βｉｊ），则

αｉ１ ＝α１１∑
ｎ

ｋ＝２
βｉｋ（－ａｋ１） （５）

α１ｊ＝α１１∑
ｎ

ｋ＝２
βｋｊ（－ａ１ｋ） （６）

αｉｊ＝βｉｊ＋α１ｊ∑
ｎ

ｋ＝２
βｉｋ（－ａｋ１） （７）

定理１ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ是弱链对角占优Ｍ矩

阵，Ｂ＝Ａ（１），Ａ－１ ＝（αｉｊ）ｎ×ｎ，Ｂ
－１ ＝（βｉｊ）（ｎ－１）×（ｎ－１），ρ１ｐ１

＜１，则

Ａ－１ ∞ ≤ｍａｘ
１

ａ１１－ｓ
ｎ
１（Ａ

（０））
＋
ａ１１ρ１ Ｂ－１ ∞

ａ１１－ｓ
ｎ
１（Ａ

（０））
{ ，

ｐ１
ａ１１－ｓ

ｎ
１（Ａ

（０））
＋
ａ１１（１＋ρ１ｐ１）－ｓ

ｎ
１（Ａ

（０））

ａ１１－ｓ
ｎ
１（Ａ

（０））
Ｂ－１ }∞

证明 令

ｒｉ＝∑
ｎ

ｋ＝１
αｉｋ ＝αｉｉ＋∑

ｋ≠ｉ
αｉｋ，ｉ＝１，…，ｎ

Ｍ１ ＝ Ａ－１ ∞
，Ｍ２ ＝ Ｂ－１ ∞

则

Ｍ１ ＝ｍａｘ｛ｒｉ，１≤ｉ≤ｎ｝

Ｍ２ ＝ｍａｘ｛∑ｎ

ｋ＝２
βｉｋ，２≤ｉ≤ｎ｝

由引理１、引理２及（６）式，可得

ｒ１ ＝α１１＋∑
ｎ

ｋ＝２
α１ｋ＝

α１１＋∑
ｎ

ｋ＝２
α１１∑ｎ

ｐ＝２
βｐｋ（－ａ１ｐ）＝

α１１ １＋∑ｎ

ｐ＝２
（－ａ１ｐ）∑

ｎ

ｋ＝２
β( )ｐｋ≤

１
ａ１１－ｓｎ１（Ａ

（０））
１＋ａ１１ρ１Ｍ( )２ ＝

１
ａ１１－ｓｎ１（Ａ

（０））
＋

ａ１１ρ１
ａ１１－ｓｎ１（Ａ

（０））
Ｍ２ （８）

当２≤ｉ≤ｎ时，由（４）式、（５）式及（７）式，得
αｉ１≤ｐ１α１１

αｉｊ＝βｉｊ＋α１ｊ∑ｎ

ｋ＝２
βｉｋ（－ａｋ１）＝

βｉｊ＋
１
α１１
αｉ１α１ｊ≤βｉｊ＋α１ｊｐ１

那么

ｒｉ＝αｉ１＋∑
ｎ

ｊ＝２
αｉｊ≤ｐ１α１１＋∑

ｎ

ｊ＝２
（βｉｊ＋α１ｊｐ１）＝

ｐ１α１１＋∑
ｎ

ｊ＝２
βｉｊ＋∑

ｎ

ｊ＝２
α１ｊｐ１≤ｐ１ｒ１＋Ｍ２≤

ｐ１（
１

ａ１１－ｓｎ１（Ａ
（０））

＋
ａ１１ρ１

ａ１１－ｓｎ１（Ａ
（０））
Ｍ２）＋Ｍ２ ＝

ｐ１
ａ１１－ｓｎ１（Ａ

（０））
＋
ａ１１（１＋ρ１ｐ１）－ｓｎ１（Ａ

（０））

ａ１１－ｓｎ１（Ａ
（０））

Ｍ２ （９）

由（８）式与（９）式，可得
Ｍ１ ＝ｍａｘ｛ｒ１，ｒｉ：２≤ｉ≤ｎ｝≤

ｍａｘ １
ａ１１－ｓｎ１（Ａ

（０））
＋

ａ１１ρ１
ａ１１－ｓｎ１（Ａ

（０））
Ｍ２{ ，

ｐ１
ａ１１－ｓｎ１（Ａ

（０））
＋
ａ１１（１＋ρ１ｐ１）－ｓｎ１（Ａ

（０））

ａ１１－ｓｎ１（Ａ
（０））

Ｍ }２
故结论成立。证毕。

定理２ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ是弱链对角占优Ｍ矩

阵，ｕｋｐｋ ＜１， ｋ＝１，…，ｎ ，则

Ａ－１ ∞ ≤ｍａｘ
１

ａ１１－ｓｎ１（Ａ
（０））{ ＋

ａ１１ｕ１
ａ１１－ｓｎ１（Ａ

（０））

１
ａ２２（１－ｕ２ｐ２）

[ ＋

∑
ｎ

ｉ＝３

１
ａｉｉ（１－ｕｉｐｉ）∏

ｉ－１

ｊ＝２

ｕｊ
１－ｕｊｐ

( )( ) ]
ｊ

，
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ｐ１
ａ１１－ｓｎ１（Ａ

（０））
＋
ａ１１（１＋ｕ１ｐ１）－ｓｎ１（Ａ

（０））

ａ１１－ｓｎ１（Ａ
（０））

·

ｐ２
ａ２２（１－ｕ２ｐ２）

＋∑
ｎ

ｉ＝３

ｐｉ
ａｉｉ（１－ｕｉｐｉ）∏

ｉ－１

ｊ＝２

１
１－ｕｊｐ

( )( )[ ] }
ｊ

证明 由定理 １及 Ａ（ｋ） 的定义，可证明之。其中
Ａ（０） ＝Ａ，ｓ１ｎ（Ａ

（ｎ－１））＝０，ρ１ ＝ｕ１，ｕｎ ＝０，ｐｎ ＝１。证毕。

由定义２，Ｊ（Ａ）＝｛ｉ∈Ｎ：ａｉｉ ＞∑
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ａｉｊ｝≠，

定义新记号

Ｊ^（Ａ）＝｛ｉ∈Ｎ，ｉ≠１：ａｉｉ ＞∑
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ａｉｊ｝≠

定理３ 设Ａ∈Ｒｎ×ｎ是弱链对角占优Ｍ矩阵，满足
Ｊ^（Ａ）≠Ｎ－１，则定理２中的结果不大于（３）式中的结
果，即

ｍａｘ １
ａ１１－ｓｎ１（Ａ

（０））{ ＋ ａ１１ｕ１
ａ１１－ｓｎ１（Ａ

（０））

１
ａ２２（１－ｕ２ｐ２）[ ＋

∑
ｎ

ｉ＝３

１
ａｉｉ（１－ｕｉｐｉ）∏

ｉ－１

ｊ＝２

ｕｊ
１－ｕｊｐ

( )( ) ]
ｊ

，

ｐ１
ａ１１－ｓｎ１（Ａ

（０））
＋
ａ１１（１＋ｕ１ｐ１）－ｓｎ１（Ａ

（０））

ａ１１－ｓｎ１（Ａ
（０））

·

ｐ２
ａ２２（１－ｕ２ｐ２）

＋∑
ｎ

ｉ＝３

ｐｉ
ａｉｉ（１－ｕｉｐｉ）∏

ｉ－１

ｊ＝２

１
１－ｕｊｐ

( )( )[ ] }
ｊ

≤

ｍａｘ １
ａ１１（１－ｕ１ｐ１）

{ ＋

∑ｎ

ｉ＝２
１

ａｉｉ（１－ｕｉｐｉ）∏
ｉ－１

ｊ＝１

ｕｊ
１－ｕｊｐ

[ ]
ｊ

，

ｐ１
ａ１１（１－ｕ１ｐ１）

＋∑ｎ

ｉ＝２

ｐｉ
ａｉｉ（１－ｕｉｐｉ）∏

ｉ－１

ｊ＝１

１
１－ｕｊｐ

[ ] }
ｊ

证明 由文献［２］中的 Ｒｅｍａｒｋ２１，可知
ｓｎ
１
（Ａ（０））
ａ１１

≤

ρ１，又因为 Ｊ^（Ａ）≠Ｎ－１，则 ｐ１ ＝１，因此
ｓｎ
１
（Ａ（０））
ａ１１

≤

ρ１ｐ１，所以
１

ａ１１－ｓｎ１（Ａ
（０））
≤ １
ａ１１（１－ρ１ｐ１）

，故，结论成立。

３ 算例分析

例 设

　　Ａ＝
４ －２ －１
－１ ３ －２
－







１ ０ ２

显然，矩阵 Ａ是弱链对角占优 Ｍ矩阵，易于计算

Ａ－１ ∞
＝１５４，由（１）式可得 Ａ－１ ∞≤１１；由（３）式可

得 Ａ－１ ∞ ≤６２；由文献［４］中的定理１，知 Ａ－１ ∞ ≤
５６６６７；而应用本文的定理２，得 Ａ－１ ∞ ≤３５６１５。

注：例题表明，定理２的结果改进了已有结果。
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