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图像滤波中 ＰＭ方程的两层格式算法

杨 柳，何国良

（电子科技大学数学科学学院，成都 ６１１７３１）

　　摘　要：基于偏微分方程方法的图像处理是近十多年来发展起来的新兴领域，近年来，偏微分方程

在刻画图形演化和进行特征分析等方面取得了非凡的效果，然而使用这些方法却面临着计算效率低下

的问题，如何大规模提高图像处理中所涉及微分方程的快速数值计算成为一个数字图像处理里面的重

要问题。在经典的ＰｅｒｏｎａＭａｌｉｋ（Ｐ－Ｍ）方程的图像处理方法基础上，构造显、隐式相结合的两层有限差

分格式来提高求解的速度。仿真结果表明，构造的两层格式简单有效。
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引 言

基于偏微分方程的图像去噪算法主要有两大类：一

类是基于变分法的思想；另一类是基于迭代格式，随着

时间变化的更新，使得图像逐渐去噪。前者的代表方法

是ＴＶ类方法，后者的代表是基于 Ｐｅｒｏｎａ和 Ｍａｌｉｋ提出

的Ｐ－Ｍ方程作为控制方程的各向异性扩散模型。由于

Ｐ－Ｍ方程灵活，便于处理复杂的图形图像问题，所以本

文主要基于快速数值计算方法。

众所周知，求解偏微分方程的数值方法主要有：有

限差分法，有限元法，有限体积法等。在图像处理应用

中，有限差分法［１］不仅计算格式简单、实现容易，而且由

于能很好地和图像像素空间结构特征很好地吻合，待处

理的图像通常是在二维空间中按照等距间隔采样得到

的离散数字图像，这正好可以看作有限差分法所需要的

等分网格。有限差分法的基本思想是：利用相距有限距

离的两邻点的函数值之差与两点间距离的比值来近似

函数对变量的偏导数。

Ｐ－Ｍ方程经典的有限差分时空全离散主要有显式

和隐式两种格式。显式方法不需要直接解离散的庞大

线性方程组，可以对较大的图像进行直接处理。然而，

这种方法对时间步长和空间步长要求极其严格，从而导

致虽然可直接处理的图像空间维度可以很大，但所花时

间却是相当长。另一方面，隐式方法理论上对时空离散

的步长没有限制，但需要反复求解一组方程组。这在图

像比较大的情况下，由于离散方程组的维数很高、奇性

比较严重，从而也会带来计算效率低下的问题。

本文将显式和隐式两种格式结合起来，针对 Ｐ－Ｍ

模型，构造一个新的两层格式算法，该算法在相对较细

的网格上用显式计算，而在较粗的网格上用隐式计算。

这样一方面可以解决比较大图像直接处理问题，另一

方面也可以提高计算速度。通过经典的数值对比实

验，本文的算法与传统的格式比较起来，能更节省去噪

时间。

１ 各项异性扩散模型

Ｐｅｒｏｎａ和Ｍａｌｉｋ首先提出了能够保持边界的非线性

各项异性扩散方程，简称Ｐ－Ｍ模型［２４］：



Ｉ（ｘ，ｙ，ｔ）
ｔ

＝ｄｉｖ（ｇ（Ｉ）·Ｉ）

Ｉ０ ＝Ｉ（ｘ，ｙ，０
{

）

（１）

其中，Ｉ０是原始图像，Ｉ（ｘ，ｙ，ｔ）是 ｔ时刻原始图像的扩

散图像， 是梯度算子，ｄｉｖ是散度算子，ｇ（ｒ）是扩散

系数，ｇ（ｒ）＞０是一个非增函数，其中，若ｇ（ｒ）＝１，则

模型退化为热传导方程。Ｐｅｒｏｎａ和 Ｍａｌｉｋ给出了两个扩

散系数：

（ⅰ）ｇ（ｒ）＝ｅ－（
ｒ
Ｋ）２

（ⅱ）ｇ（ｒ）＝ １

１＋（ｒＫ）
ｐ
，ｐ＝１，２

其中，常数Ｋ和噪声的方差有关。Ｐ－Ｍ模型是改进的

热传导偏微分方程，它是通过函数 ｇ（ｒ）自适应地控制

扩散速度。

Ｐ－Ｍ方程本身是病态的［５］，它的稳态解不具有对

初始条件的连续性依赖。这些缺点使得处理后的图像

效果不太理想。将 Ｐ－Ｍ方程中的 ｇ（Ｉ）改为

ｇ（Ｉｓ），则可消除Ｐ－Ｍ方程的病态性质，其解的存

在唯一性得到解决。

为消除Ｐ－Ｍ方程的“病态性”，保持适定性，先采

用高斯核对原图进行图像预平滑处理，Ｃａｔｔｅ在文献［６］

中引入正则性Ｐ－Ｍ模型：

Ｉｔ＝ｄｉｖ（ｇ（Ｉσ ）Ｉ）

式中

Ｉσ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ＧσＩ（ｘ，ｙ，ｔ）

这里 Ｇσ表示方差为 σ的 Ｇａｕｓｓｉａｎ函数，表示卷积。

考虑到图像本身的噪声，所以在计算扩散图像之前先要

将图像进行一次Ｇａｕｓｓｉａｎ平滑，以消除噪声导致的无界

算子的影响，所以正则化Ｐ－Ｍ模型能更好的消除噪声，

仅仅这点变动就克服了 Ｐ－Ｍ方程初值问题的不适定

性。此模型是空间域正则化模型，克服了 Ｉ对噪声的

敏感问题，正则化模型的解是存在、唯一的，并且关于初

值是稳定的。本文就对此类二阶非线性扩散方程求其

数值解。

２ 模型的差分格式

二维的正则化Ｐ－Ｍ方程可以写为如下格式（详细

方法参见文献［７－１０］）：

Ｉｔ＝ｘ［ｇ（Ｉσ ）·Ｉｘ］＋ｙ［ｇ（Ｉσ ）·Ｉｙ］（２）

对式（２）进行差分，由于在 ｘ方向和 ｙ方向是等步

长的，即Δｘ＝Δｙ＝ｈ，时间步长Δｔ＝τ，网格点的坐标

记为：（ｉｈ，ｊｈ，ｎτ），ｈ＝１／Ｎ，０＜ｉ≤Ｎ，０＜ｊ≤Ｎ，记Ｉｎｉ，ｊ

是Ｉ（ｉｈ，ｊｈ，ｎτ）的近似值，ｇｉ，ｊ＝ｇ（Ｉσ ）ｉ，ｊ。

２１ 显式差分格式

Ｐｅｒｏｎａ和Ｍａｌｉｋ在文献［１］中，给出如下的显式差分

格式求解方程：

Ｉｎ＋１ｉ，ｊ ＝Ｉ
ｎ
ｉ，ｊ＋λ·（ｇ

ｎ
Ｎ·

ｎ
ＮＩ＋ｇ

ｓ
Ｓ·

ｎ
ＳＩ＋

ｇｎＥ·
ｎ
ＥＩ＋ｇ

ｗ
Ｗ·

ｎ
ＷＩ） （３）

式中：Ｎ，Ｓ，Ｅ，Ｗ分别是 Ｎｏｒｔｈ，Ｓｏｕｔｈ，Ｅａｓｔ和 Ｗｅｓｔ的简

写，λ＝τｈ，在显式方案中ｈ＝１，则λ＝τ，要求时间步

长τ＜０２５的情况下，采用ｐ＝２的扩散系数（ⅱ），得

到的数值解是稳定的。式（３）中符号表示差商，具体

形式如下：

ＮＩｉ，ｊ＝Ｉｉ，ｊ＋１－Ｉｉ，ｊ，ＥＩｉ，ｊ＝Ｉｉ＋１，ｊ－Ｉｉ，ｊ
ＳＩｉ，ｊ＝Ｉｉ，ｊ－１－Ｉｉ，ｊ，ｗＩｉ，ｊ＝Ｉｉ－１，ｊ－Ｉｉ，ｊ
Ｐ－Ｍ模型通过 ｇ（ｒ）函数来自适应地控制扩散速

度，即在区域内部加大平滑力度，而在边缘处减小平滑

力度甚至不进行平滑。在 Ｐ－Ｍ模型中，扩散的大小是

根据像素点的梯度绝对值大小来确定的。如果图像中

某点的梯度绝对值大于 Ｋ值，那么在迭代的过程中，其

梯度值会随着迭代次数的增加而缓慢地减弱，起到保持

边缘的作用；如果该点的梯度绝对值小于 Ｋ值，那么在

迭代过程中其梯度值很快趋于０，起到平滑的效果。在

Ｐ－Ｍ模型中，边缘采用常用的梯度微分算子来识别。

显式差分格式是最直接的算法，计算简单、条件稳

定，要求时间步长必须足够小，但是迭代次数较多，且随

着扩散时间的增大，图像变得越来越模糊，最终图像的

灰度值变为常数，去噪结果较差。

２２ 半隐式格式

式（２）中方程的右边表示成：

ｄｉｖ（ｇＩ）＝ ｘ
（ｇＩ
ｘ
）＋
ｙ
（ｇＩ
ｙ
）

在实际应用中常采用一种称为“半点”离散化［３，１１］

的散度离散化格式，首先计算ｇＩｘ在“东，西”两个方向的

“半点”的值和ｇＩｙ在“南，北”两个方向的“半点”值，于

是得到隐格式为：

Ｉｎ＋１ｉ，ｊ ＝Ｉ
ｎ
ｉ，ｊ＋τ·［

ｇｎｉ－１，ｊ＋ｇ
ｎ
ｉ，ｊ

２ ·（Ｉｎ＋１ｉ－１，ｊ－Ｉ
ｎ＋１
ｉ，ｊ）＋

ｇｎｉ＋１，ｊ＋ｇ
ｎ
ｉ，ｊ

２ ·（Ｉｎ＋１ｉ＋１，ｊ－Ｉ
ｎ＋１
ｉ，ｊ）＋

ｇｎｉ，ｊ－１＋ｇ
ｎ
ｉ，ｊ

２ ·（Ｉｎ＋１ｉ，ｊ－１－Ｉ
ｎ＋１
ｉ，ｊ）＋

ｇｎｉ，ｊ＋１＋ｇ
ｎ
ｉ，ｊ

２ ·（Ｉｎ＋１ｉ，ｊ＋１－Ｉ
ｎ＋１
ｉ，ｊ）］

式中，Ｉｎｉ，ｊ和Ｉ
ｎ＋１
ｉ，ｊ分别表示在ｎ和ｎ＋１时刻的图像，采用
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半隐式格式将得到一个线性联立的方程组，用矩阵表示

如下：

Ｉｎ＋１ ＝Ｉｎ＋τ·Ａｎ·Ｉｎ＋１ｎ （４）

式（４）是一个隐式格式，τ为时间步长，可以写成如下形

式：

Ｉｎ＋１ ＝（１－τ·Ａｎ）－１Ｉｎ

若Ｉ是Ｍ×Ｎ的矩阵，则矩阵Ａ是一个ＭＮ×ＭＮ维的稀

疏矩阵，但不是三对角的矩阵。

由于系数矩阵太大求逆困难，Ｗｅｉｃｋｅｒｔ在文献［１２］

中提出了加性算子分裂（ＡＯＳ）算法求解方程（４），ＡＯＳ

算法是绝对稳定的，可以选用较大的时间步长以提高计

算效率。ＡＯＳ算法减小了系数矩阵的阶数，并且每个系

数矩阵都是三对角矩阵，应用追赶法求解最快，但整体

的计算量仍然很大。

２３ 两层格式

在用差分方法对Ｐ－Ｍ方程离散后，得到的显式差

分格式是逐层递推求解的。显格式的稳定性较差，要得

到稳定的数值解，时间步长要很小，求解的时间较少。

隐格式的稳定性比显格式好，可以选取较大的时间步

长，但是隐格式求解的时间代价太大。综合显格式和隐

格式的特点，本文采取一种两层格式方法，待处理的图

像在二维空间中按照等距间隔采样得到离散数字图像，

把这个图像看作一个整体来对待，看作待求解的细网

格；取细网格中的一个子域作为求解的粗网格，构成了

有相互嵌套的两套网格，对方程通过先在粗网格上求解

非线性问题，再在细网格上求解相应的线性问题，最终

取两次结果的平均值而获得的两层网格算法。两层格

式算法：在时间奇数层，运用Ｐ－Ｍ模型的显式格式方案

计算，得到一次运算的结果；在时间偶数层，则采用抽取

奇数行奇数列交叉位置的值作为待去噪图像，用隐格式

方案求解，对隐格式方案得到的结果运用插值方法得到

第二次的结果，两者结合起来得到了一个双步过程，再

对两次得到的结果取其平均值，作为两层算法一次迭代

的结果。同时，由于取样数据个数约是原来图像像素个

数的四分之一，隐式格式求解时会在很大程度上提高计

算速度。

对式（２）进行差分得到：

Ｉｎ＋１ｉ，ｊ －Ｉ
ｎ
ｉ，ｊ

τ ≈

１
ｈ［ｇｉ±

１
２，ｊ
·（Ｉｉ，ｊ＋１－Ｉｉ，ｊ）＋ｇｉ±１２，ｊ·（Ｉｉ，ｊ－１－Ｉｉ，ｊ）＋

ｇｉ±１２，ｊ·（Ｉｉ＋１，ｊ－Ｉｉ，ｊ）＋ｇｉ±１２，ｊ·（Ｉｉ－１，ｊ－Ｉｉ，ｊ）］

在上式中取ｇｉ±１２，ｊ，ｇｉ，ｊ±１２与前面显格式方案中的相同，所

以得到两层格式中的第一步：

Ｉｎ＋１ｉ，ｊ ＝Ｉ
ｎ
ｉ，ｊ＋λ·（ｇ

ｎ
Ｎ·

ｎ
ＮＩ＋ｇ

ｓ
Ｓ·

ｎ
ＳＩ＋

ｇｎＥ·
ｎ
ＥＩ＋ｇ

ｗ
Ｗ·

ｎ
ＷＩ） （５）

然后，对图像Ｉ按照提取图像奇数行奇数列交叉位

置的元素作为新的待处理的图像Ｉ１，因此式（２）变为：

Ｉ１ｔ＝ｘ［ｇ（Ｉ１σ ）·Ｉ１ｘ］＋

ｙ［ｇ（Ｉ１σ ）·Ｉ１ｙ］

对上式中的 ｇＩ１ｘ在“东，西”两个方向的“半点”的值和

ｇＩ１ｙ在“南，北”两个方向的“半点”值，于是有：

（ｇＩ１
ｘ
）ｉ，ｊ＋１２

≈ｇｉ，ｊ＋１２·（Ｉ１ｉ，ｊ＋１－Ｉ１ｉ，，ｊ）

（ｇＩ１
ｘ
）ｉ，ｊ－１２

≈ｇｉ，ｊ－１２·（Ｉ１ｉ，ｊ－Ｉ１ｉ，，ｊ－１）

（ｇＩ１
ｙ
）ｉ＋１２，ｊ

≈ｇｉ＋１２，ｊ·（Ｉ１ｉ＋１，ｊ－Ｉ１ｉ，，ｊ）

（ｇＩ１
ｙ
）ｉ－１２，ｊ

≈ｇｉ－１２，ｊ·（Ｉ１ｉ，ｊ－Ｉ１ｉ－１，，ｊ）

在上式中，将ｇ（ｒ）在“半点”的值用其相邻的两个整点

的平均值近似，即

ｇｉ，ｊ＋１２≈（ｇｉ，ｊ＋１＋ｇｉ，ｊ）／２

ｇｉ，ｊ－１２≈（ｇｉ，ｊ－１＋ｇｉ，ｊ）／２

ｇｉ＋１２，ｊ≈（ｇｉ＋１，ｊ＋ｇｉ，ｊ）／２

ｇｉ－１２，ｊ≈（ｇｉ－１，ｊ＋ｇｉ，ｊ）／２

ｄｉｖ（ｇ·Ｉ１）ｉ，ｊ可以表示为：

ｄｉｖ（ｇＩ１）ｉ，ｊ≈（ｇ
Ｉ１
ｘ
）ｉ，ｊ＋１２

－（ｇＩ１
ｘ
）ｉ，ｊ－１２

＋

　　（ｇＩ１
ｙ
）ｉ＋１２，ｊ

－（ｇＩ１
ｙ
）ｉ－１２，ｊ

＝

　　 １
２［（ｇｉ，ｊ＋１＋ｇｉ，ｊ）Ｉ１ｉ，ｊ＋１＋（ｇｉ，ｊ－１＋ｇｉ，ｊ）Ｉ１ｉ，ｊ－１＋

　　（ｇｉ＋１，ｊ＋ｇｉ，ｊ）Ｉ１ｉ＋１，ｊ＋（ｇｉ－１，ｊ＋ｇｉ，ｊ）Ｉ１ｉ－１，ｊ－

　　 １
２（ｇｉ，ｊ＋１＋ｇｉ，ｊ－１＋ｇｉ＋１，ｊ＋ｇｉ－１，ｊ＋４ｇｉ，ｊ）Ｉ１ｉ，ｊ

整理的到两层格式的第二步：

Ｉ１ｎ＋２ｉ，ｊ ＝Ｉ１
ｎ＋１
ｉ，ｊ ＋

τ·［
ｇ１ｎ＋１ｉ－１，ｊ＋ｇ１

ｎ＋１
ｉ，ｊ

２ ·（Ｉ１ｎ＋２ｉ－１，ｊ－Ｉ１
ｎ＋２
ｉ，ｊ）＋

ｇ１ｎ＋１ｉ＋１，ｊ＋ｇ１
ｎ＋１
ｉ，ｊ

２ ·（Ｉ１ｎ＋２ｉ＋１，ｊ－Ｉ１
ｎ＋２
ｉ，ｊ）＋

ｇ１ｎ＋１ｉ，ｊ－１＋ｇ１
ｎ＋１
ｉ，ｊ

２ ·（Ｉ１ｎ＋２ｉ，ｊ－１－Ｉ１
ｎ＋２
ｉ，ｊ）＋

ｇ１ｎ＋１ｉ，ｊ＋１＋ｇ１
ｎ＋１
ｉ，ｊ

２ ·（Ｉ１ｎ＋２ｉ，ｊ＋１－Ｉ１
ｎ＋２
ｉ，ｊ）］ （６）

对式（５）与式（６）化简得到：

Ｉｎ＋１ ＝Ａｎ·Ｉｎ （７）

Ｉ１ｎ＋２ ＝Ｉ１ｎ＋１＋τ·Ｂｎ＋１·Ｉ１ｎ＋２ （８）
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式（７）和式（８）可以转化为一些具有三对角系数的矩阵

方程组。假定第ｎ层的Ｉｎｉ，ｊ已经求出，则由式（７）迭代可

以求出Ｉｎ＋１，提取ｎ＋１层奇数行奇数列交叉处的元素作
为Ｉ１ｎ＋１，再由式（８）求出Ｉ１ｎ＋２，然后对Ｉ１ｎ＋２进行插值运
算得到与 Ｉ１相同大小的去噪后图像 Ｉｎ＋２，再对 Ｉｎ＋１与
Ｉｎ＋２求平均值作为下一次运算的初始值。

两层格式计算过程：

第一步：输入含噪声图像后，把噪声图像作为原始

的图像，分别求出ｘ、ｙ方向的差商，用来替换原来方程

中的梯度，然后求解方程（７），得到Ｉｎ＋１；
第二步：提取Ｉｎ＋１的奇数行奇数列位置的值，作为新

的含噪声图像，应用加性算子分裂（ＡＯＳ）算法，得到分

别关于ｘ、ｙ方向的三对角矩阵方程，分别用追赶法求

解，然后求两组解的平均值得到方程（８）的解；
第三步：插值。沿着 ｘ轴方向，对奇数行相邻两个

点应用拉格朗日插值，得到偶数位置点的像素值并作为

已知的像素点，然后沿 ｙ轴方向，对相邻的两个点用拉

格朗日插值，得到所有的偶数行的像素值，即得到所有

的像素点值；

第四步：取第二步和第三步得到的结果的平均值作

为加噪图像，重复第一步到第四步，直到选代结束。

非线性扩散滤波Ｐ－Ｍ模型的显式离散化方法只有

在很小的时间步长下才是稳定的，而 ＡＯＳ算法［１２－１４］是

无条件稳定的数值解法。对半隐格式应用追赶法求解

一次迭代时间远比显格式慢，但是可以使用较大的时间

步长。半隐格式是绝对稳定的，显式格式需要迭代很多

次，而使用半隐格式迭代次数很少就可以得到较理想的

效果，因此在处理时间上，半隐格式是明显比显格式慢

的。

对于插值方法，把图像的一行或列的像素值看作已

知点，相邻两个数据之间做一次 Ｌａｇｒａｎｇｅ插值，求出其

它未参与运算的像素点的值。在两层格式中，第一个方

程式（７）相当于一次显格式求解，第二个方程式（８）相

当于一次隐格式求解，所以，在这个双层算法中，每层的

计算选取的参数Ｋ不同，每一次循环可以得到在显格式

求解的数值解和选取部分像素之后用隐格式求解得到

的数值解，取这两个解的平均值得到新的图像，进入下

次循环。取平均值相当于对没有选取的像素点进行平

滑，更接近于原图像的像素值，如果相邻两点的像素值

相差非常大，在隐格式求解时用到较大的值，那么插值

时，原本较小的值的位置插值或许比较大，就与原来图

像相差太大。比如加噪后图像的５个像素为：０２、０１、

１５０２５、１５０３３、１５０４５在隐格式求解的时候选取的像

素点为第１、３、５，参与计算后，数据不会有太大的改变，

比如说得到：０１５、１５０３、１５０１０，那么插值之后的５个

像素值分别是：０１５、７５２２５、１５０３、１５０２、１５０１，明显

地，第２个像素点的变化是非常大的。而显格式是所有

像素点都参与计算，对初始的５个数据，计算后的数据

仍不会有太大变化，比如显式格式去噪一次后得到：

０１、００５、１４９７、１５０１、１５０２，两组数据取平均之后得

到：０１２５、３７６３７５、１５０、１５０１５、１５０１５，第２个像素点

的变化相对直接插值后的结果变小，而经过几次循环

后，会更加明显。

３ 实验结果与分析

为检验上述Ｐ－Ｍ两层格式扩散方程的去噪效果，

对噪声图像分别用Ｐ－Ｍ方程的显格式方法、隐格式方

法、两层格式去噪，并采用均方差测度（ＭｅａｎＳｑｕａｒｅｄＥｒ

ｒｏｒ，ＭＳＥ）作为评价去噪后图像与原始清晰图像的逼近

程度，图像的均方差测度由以下公式给出：

ＭＳＥ＝
∑
Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
［Ｉ（ｉ，ｊ）－Ｉ

∧

（ｉ，ｊ）］２

ＭＮ （９）

其中，Ｉ（ｘ，ｙ）是原始的清晰图像，Ｉ
∧

是去噪后的图像，

Ｍ、Ｎ分别是图像在 ｘ与 ｙ方向的像素点个数。均方差

测度越小，表示去噪后图像越逼近于原始图像，去噪效

果就越好。

实验一：在 Ｍａｔｌａｂ７１２０环境下，分别对 Ｐ－Ｍ模

型的显格式、隐格式和两层格式方法的算法进行实验，

并验证两层格式的可行性与有效性，并比较三者花费的

时间（图１）。图１（ａ）是选取的是５００×３６２的图像，图１

（ｂ）是对原图图像添加由ｒａｎｄｎ添加的标准差为３０的正

态高斯噪声后的图像，图１（ｃ）～图１（ｅ）分别是采用三

种格式滤波后的结果。其中，显格式为时间步长取０１，

２０次迭代；隐格式为：时间步长取５，迭代３次；两层格

式，迭代２次。

直观上看，三种离散格式方法在平滑噪声的同时，

在不同程度上平滑了图像的特征。观察花瓣上的黑点

可知，显式离散格式处理后的图像中的黑点被平滑得更

多（图１（ｃ）），隐格式较好（图１（ｄ）），两层格式对细节

的保护更好一些（图１（ｅ））。

由正则化的Ｐ－Ｍ方程滤波结果可以看出，两层格

式只要迭代 １～２次就可以达到很好的效果。对图 １

（ａ），显格式迭代 ２０次达到比较好的效果，耗费时间

０６５６８１９秒；隐格式迭代３次达到较好的效果，迭代时

间为２２０１３５３秒，两层格式迭代２次达到效果，迭代时
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图１ 三种格式对高斯噪声图像去噪实验结果

间为０８７４２６７秒。显然，两层格式运行的时间与显格

式相当，又远远小于隐格式运行时间，约为隐格式迭代

时间的三分之一。

对图 １所得到的实验结果，分别求取与原始图像

（图１（ａ））的差异图像，对其元素归一化后，按列求范数

得到误差图像，如图２所示。

图２ 加噪图像及三中格式去噪后的误差图像

误差图像列的二范数越小，说明去噪后的图像越接

近原始图像。从图２可以看出，噪声图像与原始图像的

差异集中在２１～２５之间（图２（ａ））；显格式去噪图像

与原始图像的差异集中在０６～１２之间（图２（ｂ））；隐

格式去噪图像与原始图像的差异集中在０７～１３之间

（图２（ｃ））；两层格式去噪图像与原始图像的差异集中

在０３～１２之间（图２（ｄ）），因此两层格式去噪后的图

像与原始图像更接近。

采用式（９），分析图１中分别用显格式、隐格式、两

层格式去噪后的图像与原始清晰图像的逼近程度，如图

３所示，其中，横轴表示迭代次数，纵轴表示ＭＳＥ的值。

图３ ＭＳＥ方法对显格式、隐格式、两层格式的

去噪效果分析

由图３可以看出，隐格式与两层格式在迭代次数小

于５时，就能达到较好的去噪效果，而显格式在１５次之

后才会有较好的效果，隐格式去噪会随着迭代次数的增

加，图像模糊的最严重。

实验二：如图４所示，图４（ａ）是选取的５１２×５１２的

图像，图４（ｂ）是对原图添加由ｒａｎｄｎ添加的标准差为３０

的正态高斯噪声后的图像，图４（ｃ）～图４（ｅ）分别是采

用三种格式滤波后的结果。其中，图４（ｃ）为时间步长

取０２５，迭代１０次的结果；图４（ｄ）为时间步长取５，迭

代３次的结果；图４（ｅ）为迭代２次的结果。

直观上看，三种离散格式方法在平滑噪声的同时，

会在不同程度上平滑了图像的特征。显然，显式离散格

式处理后的图像被平滑的更多，隐格式较好，两层格式

对细节的保护更好一些。

由正则化的Ｐ－Ｍ方程滤波结果可以看出，两层格

式只要迭代 １～２次就可以达到很好的效果。对图 ４

（ａ），显格式迭代 １０次达到比较好的效果，耗费时间

０７２４９６２秒；隐格式迭代３次达到较好的效果，迭代时

间为２４２３５４４秒，两层格式迭代２次达到效果，迭代时

间为１１４０５３３秒。明显地，两层格式运行的时间与显

格式相当，又远远小于隐格式运行时间，约为隐格式迭

代时间的一半。

对图４中各去噪图像分别求取与原始图像（图 ４

（ａ））的差异图像，对其元素归一化后，按列求范数得到

如下误差图像：

误差图像列的二范数越小，说明去噪后的图像越接
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图４ 三种格式对高斯噪声图像去噪实验结果

近原始图像，图５表明，显式格式处理的图像在边界出

的误差较大，两层格式去噪后的图像与原始图像更接

近。

图５ 加噪图像及三中格式去噪后的误差图像

采用式（９），分析图４中分别使用显格式、隐格式、

两层格式去噪后的图像与原始清晰图像的逼近程度，如图

６所示，其中，横轴表示迭代次数，纵轴表示ＭＳＥ的值。

图６ ＭＳＥ方法对显格式、隐格式、
两层格式的去噪效果的分析

均方差测度越小，表示去噪图像越逼近于原始图

像，去噪效果就越好。由图６可以看出，隐格式与两层

格式在迭代次数小于５时，就能得到较好的效果，显格

式在迭代２０次左右，能得到较好的去噪效果。

在三种离散格式的实现中，若迭代次数是一个固定

不变的值，Ｐ－Ｍ扩散模型对不同图像的扩散滤波作用

显然是不确定的。迭代次数的取值严重影响 Ｐ－Ｍ扩

散，迭代较少无法去除噪声，难以达到较好的去噪效果；

而迭代过多，虽然噪声被完全去除掉了，但是大量的细

节信息也会被平滑掉。因此，Ｐｅｒｏｎａ－Ｍａｌｉｋ算法的迭代

次数并非越多越好，反而，迭代越多，图像的效果越不

好，最后出现“块状效应”［１６］。Ｐ－Ｍ算法不能去掉变化

比较大的噪声，原因是 Ｐ－Ｍ算法不能正确区分边缘和

噪声。主观上，Ｐｅｒｏｎａ－Ｍａｌｉｋ算法性能较好，因为其更

好地保留了图像的边缘等细节。

４ 结束语

通过对图像去噪中的经典非扩散方程———Ｐ－Ｍ模

型的介绍以及相关理论的分析，将无条件稳定的显 －隐

格式［１７－２０］与插值问题［２１－２３］相结合，应用于此扩散方程，

构造了新的去噪方法。实验表明本文的两层格式算法

在较好地保持图像边缘信息的情况下能有效地去除噪

声。传统的显格式方法去除噪声的效果不如隐格式方

法，运行所用的时间远小于隐格式所用的时间。而构造

出的两层格式方法与传统的隐格式方法相比，去噪效果

比隐格式好，运行时间也远小于隐格式所用的时间，约

为隐格式所用时间的三分之一。这是因为两层格式本

身具有以下特点：在求解第二个方程时，参与运算的像

素点个数远远少于原图像素点数，大约是原图像素点数

的四分之一，又加入插值运算。因此，基于Ｐ－Ｍ方程的

图像去噪两层格式算法是一种高效可行的数值方案，能

在保证去噪效果的同时，明显减少运行时间。
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