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两端任意线弹性支承的压杆稳定性研究

黄开志，陈小亮

（重庆科技学院数理学院，重庆 ４０１３３１）

　　摘　要：基于挠曲线近似微分方程，对两端任意线弹性支承的压杆用１０个初参数，建立了其处于微

弯曲平衡状态时统一的变形方程、静力平衡方程和物理方程。由齐次线性方程组有非零解的条件，导出

了求解临界压力的特征方程。验证了在完全理想支承下计算临界压力的欧拉公式仅是本文导出公式的

特例，同时以六个非完全理想支承的压杆为例，计算其长度因数。系统地解决了两端任意线弹性支承的

压杆临界压力的计算问题。
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　　文献［１－５］采用统一的计算模型，得到了各种理想

支承下的等截面细长压杆临界压力计算公式。工程实

际中，由于一些结构的特殊需求或制造工艺上的缺陷以

及制造成本等因素，其连接处既不是理想铰支也不是理

想固支，而是处于半刚性连接状态［６］，即支承对压杆的

挠度约束的刚度系数或（和）对压杆的转角约束的刚度

系数不是零或无穷大，而是介于零与无穷大之间。为

此，需要解决各种可视为弹性支承的压杆临界压力计算

问题。对这类压杆，一般的材料力学教材［７］，没有给出

临界压力的求解方法，文献［６，８－１０］用初参数法、能量

法和有限元法等对这类问题进行了一些研究，但研究的

类型不够全面、较琐碎或为近似方法，难以为工程实际

提供基于严格数理基础且全面、简洁易用的计算公式。

本文拟对两端任意线弹性支承的压杆的稳定性进

行系统研究，建立统一的临界压力特征方程，以彻底解

决临界压力的计算问题。

１ 公式推导

设两端线弹性支承下的等截面细长压杆长为 ｌ，抗

弯刚度为 ＥＩ，其处于微弯曲平衡状态，其受力和变形可

建立如图１所示模型。

图１ 整体微弯曲平衡状态

１１ 变形方程

弯矩方程：

Ｍ（ｘ）＝ＦＢ（ｌ－ｘ）＋Ｆ［ｗ（ｌ）－ｗ（ｘ）］＋ＭｅＢ
由挠曲线近似微分方程ＥＩｗ″（ｘ）＝Ｍ（ｘ）得

ＥＩｗ″（ｘ）＝ＦＢ（ｌ－ｘ）＋Ｆ［ｗ（ｌ）－ｗ（ｘ）］＋ＭｅＢ

令ｋ２ ＝ＦＥＩ，则挠曲线近似方程ｗ（ｘ）为：

ｗ（ｘ）＝ａｃｏｓｋｘ＋ｂｓｉｎｋｘ＋
ＦＢ
Ｆ（ｌ－ｘ）＋

ＭｅＢ
Ｆ ＋ｗ（ｌ）（１）

转角方程：

ｗ′（ｘ）＝－ａｋｓｉｎｋｘ＋ｂｋｃｏｓｋｘ－
ＦＢ
Ｆ （２）



１２ 变形边界条件

在（１）式和（２）式中令ｘ＝０，得到Ａ端的变形满足

ａ＋
ＦＢ
Ｆｌ＋

ＭｅＢ
Ｆ －ｗ（０）＋ｗ（ｌ）＝０ （３）

ｂｋ－
ＦＢ
Ｆ－ｗ′（０）＝０ （４）

在（１）式和（２）式中令ｘ＝ｌ，得到Ｂ端的变形满足

ａｃｏｓｋｌ＋ｂｓｉｎｋｌ＋
ＭｅＢ
Ｆ ＝０ （５）

－ａｋｓｉｎｋｌ＋ｂｋｃｏｓｋｌ－
ＦＢ
Ｆ－ｗ′（ｌ）＝０ （６）

１３ 静力平衡条件

压杆整体处于微弯曲平衡状态，其受力满足

∑Ｆｉｗ ＝０：ＦＡ＋ＦＢ ＝０

∑ｍＡ（珗Ｆｉ）＝０：ＭｅＡ＋ＦＢｌ＋ＭｅＢ ＋
Ｆ［ｗ（ｌ）－ｗ（０）］＝０

两式均同除Ｆ变为：

ＦＡ
Ｆ＋

ＦＢ
Ｆ ＝０ （７）

ＭｅＡ
Ｆ ＋

ＦＢ
Ｆｌ＋

ＭｅＢ
Ｆ －ｗ（０）＋ｗ（ｌ）＝０ （８）

１４ 物理条件

设线弹性支承 Ａ、Ｂ对压杆的挠度约束的刚度系数
分别为ＫＡ、ＫＢ，对压杆的转角约束的刚度系数分别为
ＣＡ、ＣＢ，则压杆在支承处的约束反力和变形满足物理方

程：

ＦＡ＋ＫＡｗ（０）＝０
ＭｅＡ＋ＣＡｗ′（０）＝０

ＦＢ＋ＫＢｗ（ｌ）＝０
ＭｅＢ ＋ＣＢｗ′（ｌ）＝０

上述四式均同除Ｆ，并考虑到Ｆ＝ｋ２ＥＩ，则有
ＦＡ
Ｆ＋

ＫＡ
ｋ２ＥＩ
ｗ（０）＝０ （９）

ＭｅＡ
Ｆ ＋

ＣＡ
ｋ２ＥＩ
ｗ′（０）＝０ （１０）

ＦＢ
Ｆ＋

ＫＢ
ｋ２ＥＩ
ｗ（ｌ）＝０ （１１）

ＭｅＢ
Ｆ ＋

ＣＢ
ｋ２ＥＩ
ｗ′（ｌ）＝０ （１２）

１５ 特征方程

由（３）式～（１２）式确定了一个关于１０个初参数 ａ、
ｂ、ＦＡ／Ｆ、ＭｅＡ／Ｆ、ＦＢ／Ｆ、ＭｅＢ／Ｆ、ｗ（０）、ｗ′（０）、ｗ（ｌ）、ｗ′（ｌ）

的齐次线性方程组，其有非零解的充要条件是方程组的

系数行列式为零，由此得到临界压力的特征方程。

１ ０ ０ ０ ｌ １ －１ ０ １ ０

０ ｋ ０ ０ －１ ０ ０ －１ ０ ０

ｃｏｓｋｌ ｓｉｎｋｌ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０

－ｋｓｉｎｋｌ ｋｃｏｓｋｌ０ ０ －１ ０ ０ ０ ０ －１

０ ０ １ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ １ １ １ －１ ０ １ ０

０ ０ １ ０ ０ ０
ＫＡ
ｋ２ＥＩ

０ ０ ０

０ ０ ０ １ ０ ０ ０
ＣＡ
ｋ２ＥＩ

０ ０

０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０
ＫＢ
ｋ２ＥＩ

０

０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０
ＣＢ
ｋ２ＥＩ

＝０

（１３）

２ 公式应用

由方程（１３）可求得最小正数解 ｋｍｉｎ，由 ｋ
２ ＝ＦＥＩ可

求得临界压力Ｆｃｒ＝ｋ
２
ｍｉｎＥＩ，与欧拉公式 Ｆｃｒ ＝

π２ＥＩ
（ｕｌ）２

相

比较，即令ｋ２ｍｉｎＥＩ＝
π２ＥＩ
（ｕｌ）２

，可得到长度因数ｕ＝ π
ｋｍｉｎｌ
。

线弹性支承的压杆分为完全理想支承压杆和非完

全理想支承压杆。完全理想支承压杆是指支承的每个

刚度系数只能取零或无穷大，其取值见表１。非完全理

想支承压杆是指至少有一个刚度系数为非零有界值的

压杆。

表１ 理想支承刚度系数表

支承情况

Ａ－Ｂ
刚度系数

ＫＡ ＣＡ ＫＢ ＣＢ
ｕ

固支－固支 ∞ ∞ ∞ ∞ ０５

固支－铰支 ∞ ∞ ∞ ０ ０７

固支－定向 ∞ ∞ ０ ∞ １

固支－自由 ∞ ∞ ０ ０ ２

铰支－铰支 ∞ ０ ∞ ０ １

铰支－定向 ∞ ０ ０ ∞ ２

２１ 完全理想支承压杆计算

完全理想支承压杆作为线弹性支承压杆的特例，对

其处理过程为：

（１）将方程（１３）用软件（ｍａｐｌｅ）展开。

（２）根据支承情况，用所有非零刚度系数的乘积去

除展开式（符号运算），对所有非零刚度系数取无穷大，

并注意到零刚度系数项，即能充分消项。

（３）求解最小正数解 ｋｍｉｎ，并进一步求得长度因数

ｕ，结果见表１，与理论预期完全相符。
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２２ 非完全理想支承压杆计算

非完全理想支承压杆支承的刚度系数一般为有界

值。将表２中的６组数据分别代入方程（１３），借助计算

软件可得到最小正数解ｋｍｉｎ，并进一步求得长度因数ｕ，

结果见表２。
表２ 非完全理想支承的压杆

支承情况

Ａ－Ｂ

刚度系数

ＫＡ
ＭＮ
／ｍ

ＣＡ
ＭＮ·ｍ
／ｒａｄ

ＫＢ
ＭＮ
／ｍ

ＣＢ
ＭＮ·ｍ
／ｒａｄ

ｕ

弹性固支－弹性固支 １０ ４ ８ ６ ０６５

弹性固支－弹性铰支 １０ ４ ８ ０ ０７１

弹性固支－弹性定向 １０ ４ ０ ６ １３１

弹性固支－自由 １０ ４ ０ ０ ２３９

弹性铰支－弹性铰支 １０ ０ ８ ０ １０１

弹性铰支－弹性定向 １０ ０ ０ ６ ２２６

　　注：ｌ＝５ｍ，ＥＩ＝４ＭＮ·ｍ２

　　若其有无穷大的刚度系数，则按２１中步骤（１）、

（２）处理即可。

３ 结束语

本文利用初参数法，导出了两端任意线弹性支承的

压杆临界压力特征方程，为工程应用提供了严密、简洁、

易用的参考公式。

同时验证了两端完全理想支承的压杆临界压力计

算的欧拉公式，仅是本文导出的公式的特例。
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