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　　摘　要：考虑曲面上高斯曲率内蕴公式的表示问题，运用曲面基本方程的矩阵表示法，给出了高斯

曲率是内蕴量的直接的显式公式，并指出这种内蕴公式与 Ｂｒｉｏｓｃｈｉ的表示公式是明显一致的；给出了高

斯曲率简化公式的推导来源，揭示出了高斯曲率隐式公式的发现过程。
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　　曲面上的高斯曲率的定义和计算公式是经典曲面

论的重要内容［１９］。曲面上的高斯曲率是曲面的内蕴

量［１６］，这个重要结果是高斯于 １８２７年发现的著名定

理，称为高斯绝妙定理［２６］，该定理的原始表述形式是用

曲面上的第一类基本量的隐式表达。曲面论基本方程

的理论到Ｒｉｅｍａｎｎ和Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ时代，才被建立了完善体

系。意大利数学家Ｂｒｉｏｓｃｈｉ给出了高斯曲率是内蕴量的

显式表达公式［１２，４，６］，并给出了正交坐标曲线网下高斯

曲率的简化计算公式［１］，导致了新型曲面的发现。Ｂｒｉ

ｏｓｃｈｉ公式的发现与高斯导出的发现方法完全不同，两者

的一致性似乎不能明显的看出来，在曲面论的结构方程

的推导过程中还能给出高斯曲率是内蕴量的显式表达

公式，这个公式和 Ｂｒｉｏｓｃｈｉ公式是明显一致的。高斯曲

率是内蕴量的隐式公式［１７，９］，人们通常都是采用验证的

方式［７，９］，没有指出这种公式是如何合理发现的，本文给

出了导致发现的推导过程。对曲面论的基本方程性质

的推导，在前人成果的基础上，本文运用矩阵运算的推

导方法，给出了简便的推导过程，有利于人们理解掌握，

沟通了各部分的联系，构成了一套新的处理体系。

１ 曲面论的基本方程的矩阵方程表示形式

曲面论的基本问题是研究由曲面的第一基本形式

和第二基本形式如何确定曲面存在的问题，解决的方法

是从曲面的基本方程出发，寻找到了存在可解曲面的充

要条件［１６］。给出Ｃ３类的正则曲面

Σ：珒ｒ＝珒ｒ（ｕ１，ｕ２），（ｕ１，ｕ２）∈Δ

按照文献［１－６，９－１０］中的符号体系，给出记号，
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２ 曲面上第一基本形式矩阵的性质

定理１［２，６，９］ 对曲面珒ｒ＝珒ｒ（ｕ１，ｕ２）上的第一基本形
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３ 曲面基本方程中系数矩阵之间关系的矩
阵推导方法

　　利用曲面的基本方程的矩阵方程表示来研究系数

矩阵之间的关系。对向量 珒ｒｉ，珗ｎ运用二阶连续偏导数可

交换次序的法则，方程组（１）、（２）可解的充要条件是
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利用（１）式，存在可解曲面的充要条件是
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比较（３）式左右两端的系数，可得
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４高斯曲率是内蕴量的隐式表示公式的矩阵
推导方法

　　考察（４）式成立的充要条件。（４）式的右端为
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由（７）式两边矩阵中右上角的元素对应元素相等，
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在正交曲线坐标网下，可以求出系数矩阵，然后代

入（８）式或（９）式，就可得出高斯曲率的计算公式［２６］。

比较（７）式中两边矩阵中的对应元素相等，还可得

到另外两个形式的等式［１４］。

５高斯曲率是内蕴量的显式表示公式的矩阵
推导方法

　　利用曲面基本方程中系数矩阵的关系，（７）式的左
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
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Γ１１２ Γ２１２

Γ１２２ Γ( )
２２２

Ａ－１－
Γ１１２ Γ２１２

Γ１２２ Γ( )
２２２


ｕ１
Ａ－１＋

Γ１１１ Γ２１１

Γ１２１ Γ( )
２２１

Ａ－１
Γ１１２ Γ２１２
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２２２

Ａ－１－
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Γ１１２ Γ２１２

Γ１２２ Γ( )
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＋

Γ１１１ Γ２１１

Γ１２１ Γ( )
２２１

Ａ－１
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Ａ－

Γ１１２ Γ２１２

Γ１２２ Γ( )
２２２
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Γ１１１ Γ２１１

Γ１２１ Γ( )
２２１

Ａ－１
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Γ１２２ Γ( )
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－

Γ１１２ Γ２１２

Γ１２２ Γ( )
２２２

Ａ－１
Γ１１１ Γ２１１

Γ１２１ Γ( ) ]
２２１

Ａ－１ （１０）

利用

Ａ－１

ｕγ
Ａ＝－Ａ－１Ａ

ｕγ
＝－Ａ－１

Γ１１γ Γ２１γ

Γ１２γ Γ２２
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γ

－

Ａ－１
Γ１１γ Γ２１γ

Γ１２γ Γ２２
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γ

Ｔ

于是

Γ１１１ Γ２１１

Γ１２１ Γ( )
２２１

Ａ－１

ｕ２
Ａ－

Γ１１２ Γ２１２

Γ１２２ Γ( )
２２２

Ａ－１
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Γ１２１ Γ( )
２２１

Ａ－１
Γ１１２ Γ２１２

Γ１２２ Γ( )
２２２

－

Γ１１１ Γ２１１

Γ１２１ Γ( )
２２１

Ａ－１
Γ１１２ Γ２１２

Γ１２２ Γ( )
２２２

Ｔ

＋

Γ１１２ Γ２１２

Γ１２２ Γ( )
２２２

Ａ－１
Γ１１１ Γ２１１

Γ１２１ Γ( )
２２１

＋

Γ１１２ Γ２１２

Γ１２２ Γ( )
２２２

Ａ－１
Γ１１１ Γ２１１

Γ１２１ Γ( )
２２１

Ｔ

（１１）

由（７）式、（１０）式和（１１）式，得


ｕ２

Γ１１１ Γ２１１

Γ１２１ Γ( )
２２１

－
ｕ１

Γ１１２ Γ２１２

Γ１２２ Γ( )
２２２

－

Γ１１１ Γ２１１

Γ１２１ Γ( )
２２１

Ａ－１
Γ１１２ Γ２１２

Γ１２２ Γ( )
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Ｔ

＋

Γ１１２ Γ２１２

Γ１２２ Γ( )
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Γ１１１ Γ２１１

Γ１２１ Γ( )
２２１

Ｔ

＝

０ ｂ１１ｂ２２－ｂ
２
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ｂ２１２－ｂ１１ｂ２２







０

（１２）

由（１２）式两边矩阵的右上角对应元素相等，可得

Γ２１１

ｕ２
－
Γ２１２

ｕ１
－

［（Γ１１１ｇ
１１＋Γ２１１ｇ

２１）Γ１２２＋（Γ１１１ｇ
１２＋Γ２１１ｇ

２２）Γ２２２］＋

［（Γ１２１ｇ
１１＋Γ２２１ｇ

２１）Γ１１２＋（Γ１２１ｇ
１２＋Γ２２１ｇ

２２）Γ２１２］＝

ｂ１１ｂ２２－ｂ
２
１２ ＝Ｋ（ｇ１１ｇ２２－ｇ

２
１２） （１３）

再由

ｇ１１ ｇ１２

ｇ２１ ｇ( )２２ ＝１ｇ ｇ２２ －ｇ１２

－ｇ１２ ｇ( )
１１

可得

Ｋ＝１
ｇ２
ｇΓ２１１
ｕ２

－
Γ２１２
ｕ( ){
１

－

［（Γ１１１ｇ２２－Γ２１１ｇ１２）Γ１２２＋

（－Γ１１１ｇ１２＋Γ２１１ｇ１１）Γ２２２］＋

［（Γ１２１ｇ２２－Γ２２１ｇ１２）Γ１１２＋

（－Γ１２１ｇ１２＋Γ２２１ｇ１１）Γ２１２］｝ （１４）

利用珒ｒ１·珒ｒ１ ＝ｇ１１，珒ｒ１·珒ｒ２ ＝ｇ１２，珒ｒ２·珒ｒ２ ＝ｇ２２，可得

珒ｒ１·珒ｒ１１ ＝
１
２
ｇ１１
ｕ１
，珒ｒ１·珒ｒ１２ ＝

１
２
ｇ１１
ｕ２

珒ｒ２·珒ｒ２１ ＝
１
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于是
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＝
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( )
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＝

１
２
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ｕ１
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


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

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＝
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( )

２２

＝

１
２
ｇ１１
ｕ２

１
２
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（１５）

从而得出
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Γ１２１ Γ( )
２２１

－ 
ｕ１

Γ１１２ Γ２１２
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１











０

Γ２１１
ｕ２

－
Γ２１２
ｕ１

＝
２ｇ１２
ｕ２ｕ１

－１２
２ｇ１１
ｕ２ｕ２

－１２
２ｇ２２
ｕ１ｕ１

（１６）

　　
Γ２１１
ｕ２

－
Γ２１２
ｕ１

＝ 
ｕ２
（珒ｒ２·珒ｒ１１）－


ｕ１
（珒ｒ２·珒ｒ１２）＝

（珒ｒ２２·珒ｒ１１＋珒ｒ２·珒ｒ１１２）－（珒ｒ２１·珒ｒ１２＋珒ｒ２·珒ｒ１１２）＝

珒ｒ２２·珒ｒ１１－珒ｒ２１·珒ｒ１２ （１７）


ｕ２
（珒ｒ２·珒ｒ１１）－


ｕ１
（珒ｒ２·珒ｒ１２）＝


ｕ２

ｇ１２
ｕ１
－１２

ｇ１１
ｕ( )
２

－ 
ｕ１

１
２
ｇ２２
ｕ( )
１

＝

２ｇ１２
ｕ２ｕ１

－１２
２ｇ１１
ｕ２ｕ２

－１２
２ｇ２２
ｕ１ｕ１

所以有

珒ｒ２２·珒ｒ１１－珒ｒ２１·珒ｒ１２ ＝
Γ２１１
ｕ２

－
Γ２１２
ｕ１

＝

２ｇ１２
ｕ２ｕ１

－１２
２ｇ１１
ｕ２ｕ２

－１２
２ｇ２２
ｕ１ｕ１

（１８）

在正交曲线坐标网下，可以求出系数矩阵，然后代

入（１４）式，就可给出高斯曲率的计算公式［１６］。

６ 高斯曲率是内蕴量的Ｂｒｉｏｓｃｈｉ公式表示

注意到

ｂ１１ ＝珗ｎ·珒ｒ１１ ＝
（珒ｒ１，珒ｒ２，珒ｒ１１）

槡ｇ

ｂ１２ ＝珗ｎ·珒ｒ１２ ＝
（珒ｒ１，珒ｒ２，珒ｒ１２）

槡ｇ

ｂ２２ ＝珗ｎ·珒ｒ２２ ＝
（珒ｒ１，珒ｒ２，珒ｒ２２）

槡ｇ

代入高斯曲率的计算公式［１６，８］

Ｋ＝
ｂ１１ｂ２２－ｂ

２
１２

ｇ１１ｇ２２－ｇ
２
１２

＝
ｂ１１ｂ２２－ｂ

２
１２

ｇ ＝

１
ｇ２
［（珒ｒ１，珒ｒ２，珒ｒ１１）（珒ｒ１，珒ｒ２，珒ｒ２２）－（珒ｒ１，珒ｒ２，珒ｒ１２）

２］

利用行列式的转置性质和矩阵乘法性质，得

（珒ｒ１，珒ｒ２，珒ｒ１１）（珒ｒ１，珒ｒ２，珒ｒ２２）－（珒ｒ１，珒ｒ２，珒ｒ１２）
２ ＝

珒ｒ１

珒ｒ２

珒ｒ









１１

（珒ｒ１，珒ｒ２，珒ｒ２２）－

珒ｒ１

珒ｒ２

珒ｒ









１２

（珒ｒ１，珒ｒ２，珒ｒ１２）＝

珒ｒ１·珒ｒ１ 珒ｒ１·珒ｒ２ 珒ｒ１·珒ｒ２２

珒ｒ２·珒ｒ１ 珒ｒ２·珒ｒ２ 珒ｒ２·珒ｒ２２

珒ｒ１１·珒ｒ１ 珒ｒ１１·珒ｒ２ 珒ｒ１１·珒ｒ２２

－

珒ｒ１·珒ｒ１ 珒ｒ１·珒ｒ２ 珒ｒ１·珒ｒ１２

珒ｒ２·珒ｒ１ 珒ｒ２·珒ｒ２ 珒ｒ２·珒ｒ１２

珒ｒ１２·珒ｒ１ 珒ｒ１２·珒ｒ２ 珒ｒ１２·珒ｒ１２

＝

ｇ１１ ｇ１２ 珒ｒ１·珒ｒ２２

ｇ１２ ｇ２２ 珒ｒ２·珒ｒ２２

珒ｒ１１·珒ｒ１ 珒ｒ１１·珒ｒ２ 珒ｒ１１·珒ｒ２２

－

ｇ１１ ｇ１２ 珒ｒ１·珒ｒ１２

ｇ１２ ｇ２２ 珒ｒ２·珒ｒ１２

珒ｒ１２·珒ｒ１ 珒ｒ１２·珒ｒ２ 珒ｒ１２·珒ｒ１２

＝

ｇ１１ ｇ１２ 珒ｒ１·珒ｒ２２

ｇ１２ ｇ２２ 珒ｒ２·珒ｒ２２

珒ｒ１１·珒ｒ１ 珒ｒ１１·珒ｒ２ 珒ｒ１１·珒ｒ２２－珒ｒ１２·珒ｒ１２

－

ｇ１１ ｇ１２ 珒ｒ１·珒ｒ１２

ｇ１２ ｇ２２ 珒ｒ２·珒ｒ１２

珒ｒ１２·珒ｒ１ 珒ｒ１２·珒ｒ２ ０

＝

ｇ１１ ｇ１２ Γ１２２

ｇ１２ ｇ２２ Γ２２２

Γ１１１ Γ２１１ 珒ｒ１１·珒ｒ２２－珒ｒ１２·珒ｒ１２

－

ｇ１１ ｇ１２ Γ１１２

ｇ１２ ｇ２２ Γ２１２

Γ１１２ Γ２１２ ０

其中用到行列式按第三列展开计算的性质。利用

珒ｒ２２·珒ｒ１１－珒ｒ２１·珒ｒ１２ ＝

Γ２１１
ｕ２

－
Γ２１２
ｕ１

＝
２ｇ１２
ｕ２ｕ１

－１２
２ｇ１１
ｕ２ｕ２

－１２
２ｇ２２
ｕ１ｕ１

得到
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Ｋ＝１
ｇ２

ｇ１１ ｇ１２ Γ１２２

ｇ１２ ｇ２２ Γ２２２

Γ１１１ Γ２１１
Γ２１１
ｕ２

－
Γ２１２
ｕ







１

－

ｇ１１ ｇ１２ Γ１１２

ｇ１２ ｇ２２ Γ２１２

Γ１１２ Γ２１２




０

（１９）

这就是高斯曲率内蕴定理的Ｂｒｉｏｓｃｈｉ表示公式［１６］。

将（１９）式中的两个行列式按第三列展开计算，可知

Ｂｒｉｏｓｃｈｉ的表示公式（１９）与（１４）式是完全一样。

将（１５）式、（１６）式代入（１９）式，得到 Ｂｒｉｏｓｃｈｉ公

式［１６］

Ｋ＝

１
ｇ２

ｇ１１ ｇ１２
ｇ１２
ｕ２
－１２

ｇ２２
ｕ１

ｇ１２ ｇ２２
１
２
ｇ２２
ｕ２

１
２
ｇ１１
ｕ１

ｇ１２
ｕ１
－１２

ｇ１１
ｕ２

２ｇ１２
ｕ２ｕ１

－１２
２ｇ１１
ｕ２ｕ２

－１２
２ｇ２２
ｕ１ｕ１









－

ｇ１１ ｇ１２
１
２
ｇ１１
ｕ２

ｇ１２ ｇ２２
１
２
ｇ２２
ｕ１

１
２
ｇ１１
ｕ２

１
２
ｇ２２
ｕ１







０

（２０）

７ 正交曲线坐标网下高斯曲率的简化计算
公式的推导

　　当曲面Σ：珒ｒ＝珒ｒ（ｕ１，ｕ２）上的曲线坐标网是正交网

时，珒ｒ１·珒ｒ２ ＝ｇ１２ ＝０，利用（１８）式，得到

Ｋ＝

１
（ｇ１１ｇ２２）２

ｇ１１ ０ －１２
ｇ２２
ｕ１

０ ｇ２２
１
２
ｇ２２
ｕ２

１
２
ｇ１１
ｕ１

－１２
ｇ１１
ｕ２

－１２
２ｇ１１
ｕ２ｕ２

－１２
２ｇ２２
ｕ１ｕ１









－

ｇ１１ ０ １
２
ｇ１１
ｕ２

０ ｇ２２
１
２
ｇ２２
ｕ１

１
２
ｇ１１
ｕ２

１
２
ｇ２２
ｕ１








０

＝

１
（ｇ１１ｇ２２）

２ ｇ１１ ｇ２２ －
１
２
２ｇ１１
ｕ２ｕ２

－１２
２ｇ２２
ｕ１ｕ

( )
１

[{ ＋

１
２
ｇ１１
ｕ１

１
２
ｇ２２
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１
２
ｇ１１
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１
２
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１
２
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１
２
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１
２
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另一方面，经过凑微分法，逐步推导，有
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ｕ２ｕ２

＋
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ｕ１ｕ
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－
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
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１

＋
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
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１
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１
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
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１
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１
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ｇ２２
ｕ( ) ]
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１
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
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１
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１
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故有
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
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１
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
ｕ１

１
ｇ槡１１

 ｇ槡２２

ｕ( ) ]
１

（２２）

这就是正交曲线坐标网下高斯曲率的简化计算公式，具

有重要的应用。

另一方面，需要直接计算


ｕ２

１
ｇ槡２２

 ｇ槡１１

ｕ( )
２

＋ 
ｕ１

１
ｇ槡１１

 ｇ槡２２

ｕ( )
１

该式问题出现于利用刘维尔公式［２，６，１０］

ｋｇ ＝
ｄθ
ｄｓ－

１
２ ｇ１１ｇ槡 ２２

ｇ１１
ｕ２
ｄｕ１
ｄｓ＋

１
２ ｇ１１ｇ槡 ２２

ｇ２２
ｕ１
ｄｕ２
ｄｓ

证明高斯—波涅公式的过程中［２６］。

直接计算可得


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１
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２

＋ 
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１
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＝
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１
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＋
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－

１
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ｕ２
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＋
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ｕ１
ｇ２２
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２

（２３）

由（２１）式和（２３）式，得

Ｋ＝－ １
ｇ１１ｇ槡 ２２


ｕ２

１
ｇ槡２２

 ｇ槡１１

ｕ( )[
２

＋


ｕ１

１
ｇ槡１１

 ｇ槡２２

ｕ( ) ]
１

将（２２）式改写为如下形式

Ｋ＝－ １
ｇ１１ｇ槡 ２２


ｕ２

１
２ ｇ１１ｇ槡 ２２

ｇ１１
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２
＋


ｕ１

１
２ ｇ１１ｇ槡 ２２
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１
＝
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
ｕ２

１
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
ｕ１

１

槡ｇ
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利用

Γ１１ｊ Γ
２
１ｊ

Γ１２ｊ Γ
２
２
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ｊ

＝
Γ１１ｊ Γ２１ｊ

Γ１２ｊ Γ２２
( )

ｊ

Ａ－１，及珒ｒ１·珒ｒ２＝ｇ１２＝０，

得

Γ１１１ Γ２１１

Γ１２１ Γ２２
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１

＝
Γ１１１ Γ２１１

Γ１２１ Γ( )
２２１

Ａ－１ ＝

Γ１１１ －Γ１１２
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１
ｇ１１

０

０ １
ｇ









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
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



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

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由此得出
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１
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２
１２ ＝Γ

２
２１ ＝

１
ｇ２２
Γ２２１ （２６）

将（２６）式代入（２４）式，得

Ｋ＝－１
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
ｕ２

１
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
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１
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
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－
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１
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（２７）

类似地

Γ１１２ Γ２１２

Γ１２２ Γ２２
( )

２

＝
Γ１１２ Γ２１２

Γ１２２ Γ( )
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２２２

１
ｇ１１

０
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ｇ











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＝

１
ｇ１１
Γ１１２

１
ｇ２２
Γ２２１

－１ｇ１１
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１
ｇ２２
Γ











２２２

Γ１１２ ＝
１
ｇ１１
Γ１１２，Γ

１
２２ ＝－

１
ｇ１１
Γ２２１ （２８）

将（２８）式代入（２４）式，得

Ｋ＝－１

槡ｇ

ｕ２

１

槡ｇ
Γ( )１１２ ＋


ｕ１

１

槡ｇ
Γ( )[ ]２２１ ＝

－１

槡ｇ

ｕ２

ｇ１１
槡ｇ
Γ１１( )２ － ｕ１

ｇ１１
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Γ１２( )[ ]２ ＝

１
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
ｕ１
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ｇ２２
Γ１２( )２ － ｕ２ 槡ｇｇ２２Γ１１( )[ ]２

（２９）

对（２７）式和（２９）式，这里给出导出发现过程。

在一般坐标曲线网下，直接验证［１２，７，９］，成立

Ｋ＝１

槡ｇ

ｕ２
槡ｇ
ｇ１１
Γ２１( )１ － ｕ１ 槡ｇｇ１１Γ２１( )[ ]２
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Ｋ＝１

槡ｇ

ｕ１
槡ｇ
ｇ２２
Γ１２( )２ － ｕ２ 槡ｇｇ２２Γ１１( )[ ]２
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