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二维时域变形玻恩迭代法及其在地下勘探中的应用

刘广东

（阜阳师范学院物理与电子科学学院，安徽 阜阳 ２３６０３７）

　　摘　要：为了方便直接利用时域测量数据，重构地下目标的电参数，将二维频域变形玻恩迭代法

（ＢＤＩＭ）发展到时域形式。迭代反演过程中，正问题用时域有限差分（ＦＤＴＤ）法求解；而逆问题的病态特

性由吉洪诺夫（Ｔｉｋｈｏｎｏｖ）正则化技术抑制。在地下勘探应用算例中，噪声污染被加入，数值结果初步证

实了改进方法的可行性。

关键词：变形玻恩迭代法；探地雷达；时域有限差分；吉洪诺夫正则化

中图分类号：ＴＮ９５ 文献标志码：Ａ

　　地下勘探是指利用探地雷达（ｇｒｏｕｎｄｐｅｎｅｔｒａｔｉｎｇ
ｒａｄａｒ，ＧＰＲ）发射高频宽带脉冲电磁波，对地下目标进行
探测的地球物理方法，工程上可广泛用于地下水调查、

地下固体废物与污染物探测、考古、土壤评价及城市管

线探测等许多方面［１］。其物理基础是目标（ｏｂｊｅｃｔｏｆ
ｉｎｔｅｒｅｓｔ，ＯＩ）和背景媒质的电参数（介电常数和电导率）
差异。因此，地下勘探属于一类电磁逆散射问题［２］。

电磁逆散射（也常称为反演、重建、重构等）是一类

富有挑战的不适定问题，非线性和病态性是其中的两个

主要困难［２４］。发展至今，尚未形成一套通用的解决方

案。常用的做法是采样线性化近似结合迭代法处理非

线性问题［５］，正则化技术抑制病态特性［６７］。

从方法论角度，处理电磁逆散射问题，可以从频域

进行，相应方法主要有高斯 －牛顿法（Ｇａｕｓｓ－Ｎｅｗｔｏｎ，
ＧＮ）［７］、玻恩迭代法（Ｂｏｒｎｉｔｅｒａｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄ，ＢＩＭ）［８］和
变形玻恩迭代法 （ｄｉｓｔｏｒｔｅｄＢｏｒｎｉｔｅｒａｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄ，
ＤＢＩＭ）［９］；也可以从时域进行，相应方法主要有正反时
间步进法（ｆｏｒｗａｒｄ－ｂａｃｋｗａｒｄｔｉｍｅ－ｓｔｅｐｐｉｎｇ，ＦＢＴＳ）［１０］、
时域玻恩迭代法（ＢＩＭ）［１１］和时域高斯 －牛顿法
（ＧＮ）［１２］。研究表明：频域方法对窄带信号而言可行、经
济；而对高频宽带脉冲而言，时域方法则显示了信息量

大、重建分辨率高等优势［１０］。

为了直接利用时域测量数据，文献［１１］将玻恩迭代
法（ＢＩＭ）从频域发展到时域，重建无耗媒质的介电常数
分布图像具有超分辨率。

然而，文献［９］指出：变形玻恩迭代法（ＤＢＩＭ）的收
敛速度快于玻恩迭代法（ＢＩＭ），更适合双电参数（介电
常数和电导率）同时重建。

利用上述结论，并借鉴文献［１１］的思想，本文将二
维（ｔｗｏ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ，２－Ｄ）变形玻恩迭代法（ＤＢＩＭ）从
频域改进到时域，并应用到地下勘探的数值算例中。迭

代过程中，每步产生的正问题由时域有限差分法（ｆｉｎｉｔｅ
－ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｔｉｍｅ－ｄｏｍａｉｎ，ＦＤＴＤ）求解［１３］。

１ 问题描述

首先，假设所有媒质是各向同性、线性和无磁的（即

相对磁导率μｒ＝１）。其次，直角坐标系下，设在平行于
ｚ轴的地下浅层包含若干个柱状异常体，被置于地表（或
者近地表）且用平行于ｚ轴的线电流源激励的发射天线
Ｔ产生的横磁波（ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｍａｇｎｅｔｉｃ，ＴＭ）照射，产生的
总电场由接收天线Ｒ接收，ｘ－ｙ横截面如图１所示，其
中，Ｓ表示未知电参数的不均匀目标（ＯＩ）区域，Ω表示
已知电参数的均匀背景媒质区域。记媒质的相对介电

常数和电导率分别为εｒ和σ。Ｍ根发射天线和Ｎ根接收



天线分别位于ｒ＝ｒＴｍ（ｍ＝１，２，．．．，Ｍ）和ｒ＝ｒ
Ｒ
ｎ（ｎ＝１，

２，．．．，Ｎ）位置。

图１ 问题几何模型

１１ 正问题

正问题：已知激励源和媒质的电磁参数，求时域电

磁场。

二维（２－Ｄ）横磁波（ＴＭ）照射下，时域电磁场满足
麦克斯韦（Ｍａｘｗｅｌｌ）方程组［１３］
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其中，位置矢量ｒ＝（ｘ，ｙ），μ０和ε０分别表示真空磁导

率和介电常数，Ｊｚ表示激励电流源。
本文采用时域有限差分法（ＦＤＴＤ）离散媒质空间，周围

采用卷积完全匹配层（Ｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎｐｅｒｆｅｃｔｌｙｍａｔｃｈｅｄｌａｙｅｒ，
ＣＰＭＬ）吸收边界条件［１３］。相关实现细节见文献［１３］。

无散射体（目标）存在时，依次激活 ｒＴｍ处各发射天

线，测量（或ＦＤＴＤ仿真）获得并存储：（１）ｒＲｎ处各接收

天线上的时域入射电场 Ｅｉｎｃｚ（ｒ
Ｒ
ｎ，ｒ

Ｔ
ｍ，ｔ）；（２）目标区的时

域入射电场Ｅｉｎｃｚ（ｒ，ｒ
Ｔ
ｍ，ｔ），ｒ∈Ｓ。

有散射体（目标）存在时，依次激活ｒＴｍ处各发射天线，

测量（或ＦＤＴＤ仿真）获得并存储ｒＲｎ处各接收天线上的时

域总电场Ｅｚ（ｒ
Ｒ
ｎ，ｒ

Ｔ
ｍ，ｔ）。则目标产生的时域散射电场为
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１２ 逆问题

逆（或反）问题：已知测量（或仿真）的时域电磁场

和均匀背景媒质的电参数，求不均匀目标的电参数。

首先，利用快速傅里叶变换（ｆａｓｔＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍ，
ＦＦＴ），获得频域复值的散射电场Ｅ

·

ｚ为：
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其中，ｊ表示虚数单位，角频率ω＝２πｆ，ｆ表示频率。
其次，定义复值的目标函数为：

Ｏ
·

（ｒ） εｒ（ｒ）－ε
ｂ
ｒ （６）

其中，目标和背景的复值相对介电常数 εｒ（ｒ）、ε
ｂ
ｒ分别为

εｒ（ｒ）εｒ（ｒ）－ｊ
σ（ｒ）
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ｂ
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σｂ

ε０ω
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其中，εｒ（ｒ）和 σ（ｒ）分别表示目标的实值相对介电常

数和电导率，εｂｒ和σ
ｂ分别表示背景媒质的实值相对介

电常数和电导率。

类似于文献［１１］，由于不均匀散射体（目标）的存
在，可以导出产生的频域复值散射场满足：
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其中，ｋ０表示真空实值波数，利用对易原理，不均匀目标

区的格林（Ｇｒｅｅｎ）函数满足［９］：

Ｇ
·ｉｎｈ（ｒＲｎ，ｒ′，ω）＝

１
ｊωμ０Ｉ（ω）

Ｅ
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Ｒ
ｎ，ω） （１０）

其中，Ｉ（ω）表示激励时域脉冲对应的频域形式。
离散计算空间为Ｌ＝ＬｘＬｙ个网格，其中Ｌｘ、Ｌｙ分别

表示ｘ和ｙ方向剖分的网格数。采用脉冲基函数，展开
目标函数为：

Ｏ
·

（ｒ）＝∑
Ｌ

ｌ＝１

ａｌｐｌ（ｒ） （１１）

其中，ｅｌ和 ａｌ为复值展开系数，脉冲基函数定义为
［１１］：

ｐｌ（ｒ）
１，（ｒ∈ｓｌ）

０，（ｒｓｌ
{

）
（１２）

其中，ｓｌ表示第ｌ个离散网格。这样，积分方程（８）可转
化为复值的矩阵形式

ｅ＝Ｋａ （１３）
其中，Ｊ×１复值列向量 ｅ定义为：

ｅ［Ｅ
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Ｒ
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Ｔ
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Ｔ
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ｔ （１４）
这里Ｊ＝ＭＮＷ，Ｗ表示采样频点数，上角标 ｔ表示转置
运算（下文同）；Ｊ×Ｌ复值矩阵 Ｋ的元素Ｋ

·

ｊ，ｌ为：

Ｋ
·

ｊ，ｌ＝ｋ
２
０∫ｓｌＧ

·ｉｎｈ（ｒＲｎ，ｒ′，ωｗ）Ｅ
·

ｚ（ｒ′，ｒ
Ｔ
ｍ，ωｗ）ｐｌ（ｒ′）ｄｒ′ （１５）

Ｌ×１复值列向量 ａ定义为：
ａ＝［ａ１，ａ２，．．．，ａｌ，．．．，ａＬ］

ｔ （１６）

２ 逆问题解法

为了处理逆问题的非线性，本文将矩阵方程（１３）转
化为最小化问题迭代求解，迭代初始，采用玻恩近似
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（Ｂｏｒｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ，ＢＡ）线性化逆问题［１１］。

为了抑制逆问题的病态特性，引入一阶吉洪诺夫

（Ｔｉｋｈｏｎｏｖ）正则化技术［１４］。基于最小二乘准则，定义最

小化问题的泛函为：

ＦＫ
·ａ－ｅ２２＋γＲａ

２
２ （１７）

其中，上、下标２分别表示平方、Ｌ２范数运算，Ｒ表示Ｌ×
Ｌ正则化矩阵，γ表示正的正则化参数，其选取办法可以
参考文献［１１］。最小化问题等价于法方程：

（Ｋ
·ＨＫ

·

＋γＲＨＲ）ａ＝Ｋ
·Ｈｅ （１８）

其中，上角标Ｈ表示复共轭转置运算。该方程可用共轭
梯度法（ｃｏｎｊｕｇａｔｅｇｒａｄｉｅｎｔ，ＣＧ）迭代求解［１５］。

定义第ｉ步迭代时的相对剩余误差为：

ｅ（ｉ）
∑
Ｍ

ｍ＝１
∑
Ｎ

ｎ＝１
∫
Ｔ

０
Ｅｓｃａｔｚ，ｃｏｍｐ－Ｅ
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∑
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∑
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∫
Ｔ

０
Ｅｓｃａｔｚ，ｍｅａｓ

２ｄｔ
（１９）

其中，Ｅｓｃａｔｚ，ｃｏｍｐ表示第ｉ步迭代的时域计算散射电场，Ｔ表

示激励源辐照时间，Ｅｓｃａｔｚ，ｍｅａｓ表示时域测量散射电场。ｉ＝
１，２，．．．，ｉｍａｘ，ｉｍａｘ表示最大迭代次数，并记迭代收敛的

误差阈值为ｅｔｈ。
时域变形玻恩迭代法（ＤＢＩＭ）的计算流程如图２所

示。

图２ 时域ＤＢＩＭ计算流程图

３ 应用算例

为了检验本文方法的性能，应用它进行地下勘探，

即利用ＧＰＲ测量的时域电场重建地下二维（ｘ－ｙ截
面）目标的相对介电常数和电导率分布。地质雷达测量

的几何结构如图３所示。其中，粗实线正方形区域为电

参数未知的目标区域（目标区域中含有四个等大的正方

形异常体Ｓ１、Ｓ２、Ｓ３和Ｓ４，边长等于０４５ｍ），正方形边
长等于４５０ｍ，周围为已知电参数的背景媒质（空气的
相对介电常数和电导率分别为εｒ＝１，σ＝０；大地的相

对介电常数和电导率分别为 εｒ ＝４，σ＝１０×１０
－３

Ｓ／ｍ），边界间距１５０ｍ。

图３ 地质雷达测量的几何结构

图３中，黑色圆点表示ＧＰＲ的８个均匀分布的天线
阵元（点模型），相邻间距为０４５ｍ，置于水平地面上方
０７５ｍ，各阵元被依次激活，当其中某个阵元用作发射
天线时，则其余７个用作接收天线，即Ｍ＝８，Ｎ＝７。激
励的时域信号选为

Ｉ（ｔ）＝ｓｉｎ（２πｆｃ１ｔ）＋０３ｓｉｎ（２πｆｃ２ｔ），
（０≤ｔ≤４０ｎｓ） （２０）

其中，ｆｃ１ ＝２０ＭＨｚ，ｆｃ２ ＝６０ＭＨｚ。即辐照时间 Ｔ＝
４０ｎｓ，频点数Ｗ ＝２。

迭代过程中，每步产生的正问题由时域有限差分法

（ＦＤＴＤ）求解［１３］，剖分网格尺寸为 Δｘ＝Δｙ Δ ＝

０１５ｍ，时间步长为Δｔ＝ Δ
（２ｃ０）

，其中 ｃ０为真空光速。

虚线区域周围由１０层卷积完全匹配层（ＣＰＭＬ）吸收边
界截断［１３］。

本文利用 ＦＤＴＤ法仿真时域电场代替测量数据。
此时，目标区域中各异常体的电参数见表１。为了让仿
真更接近真实测量，避免过于乐观的重建，特作几点尝

试：（１）剖分采用两倍精细网格；（２）在仿真数据中加入
均匀分布的随机噪声［３］，信噪比取２０ｄＢ；（３）大地中除
了明显的异常体以外，可能存在一些电参数差异较小的

杂质，为了考察它们的影响，取目标区域的电特性参数

在１±５％的范围内随机变化。
表１ 各散射体的电参数

参数类别 Ｓ１ Ｓ２ Ｓ３ Ｓ４

εｒ ６ ６ ２ ２
σ／Ｓ．ｍ－１ ０５×１０－３ ０５×１０－３ ２０×１０－３ ２０×１０－３

　　逆问题求解过程中，选用 Ｐｏｌａｋ－Ｒｉｂｉèｒｅ－Ｐｏｌｙａｋ

（ＰＲＰ）共轭梯度法（ＣＧ）［１５］求解方程（１８），正则化矩阵
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Ｒ取为单位矩阵Ｉ，正则化参数取为γ＝０００１。

（ａ）真实值 （ｂ）迭代初值 （ｃ）３０次迭代 （ｄ）６０次迭代
图４ 相对介电常数εｒ

（ａ）真实值 （ｂ）迭代初值 （ｃ）３０次迭代 （ｄ）６０次迭代
图５ 电导率σ

按照图２所示的计算流程，迭代求解目标函数，处

理的部分结果分别如图４～图６所示。其中，图４和图５

分别给出了相对介电常数εｒ和电导率 σ的真实分布以

及在迭代次数分别为ｉ＝０、３０和６０时的重建结果，图６

是相对误差随迭代次数的变化关系。其中，第３０和６０

次迭代的相对误差分别为０１８％和００３％。

因此，可以得出：（１）总体上，２Ｄ时域 ＤＢＩＭ应用到

该具体算例是收敛的，收敛速度先快后慢；且随着迭代

次数的增加，相对误差逐渐减小，重建精度逐渐提高（当

然，迭代次数越多，计算耗时也越长，实际的工程应用

中，可以选择一个重建精度与实时重建的合理折中）。

图６ 不同迭代次数的相对误差

（２）当迭代次数ｉ＝６０时，尽管四个主要散射体Ｓ１、Ｓ２、

Ｓ３和Ｓ４的电特性参数高于或低于背景媒质（大地），但

均收到了较好的重建效果，较好地重现了它们的形状、

尺寸、位置信息（各参数和相应的真实值尚有一定的差

异，适当增加仿真时间步数或者适当加大迭代次数是可

能的解决方法）。（３）就４个主要散射体的位置而言，

Ｓ１和Ｓ２对比Ｓ３和Ｓ４，前者的重建效果略差于后者，可

能是由于Ｓ１和Ｓ２位于地下较深位置，距离 ＧＰＲ较远，

信号在大地中经受衰减，来自 Ｓ１和 Ｓ２的散射信号较弱

所致（解决方法是适当降低激励源的频率。当然，这也

同时降低了重建的分辨率，在实际的工程应用中，应该

选择一个检测深度和重建分辨率的合理折中）。

综合起来，由于测量视角的受限和测量数据的有限，

增加了逆问题的病态性质，尽管如此，在噪声环境下，在电

参数假设为１±５％随机变化的大地中，地下（异常体）目

标仍被成功地探测到。这可能得益于本文时域ＤＢＩＭ的

鲁棒性和正则化技术等因素（当然，正则化方案已有多

种［１６］，正则化参数的选择也是个难题，基本思路是：根据

具体问题，通过数值测试确定最优参数）。

４ 结束语

利用ＧＰＲ发射高频宽带脉冲进行地下目标勘探，并

进行时域反演是一种重要的地球物理方法，在水文地

质、工程地质、地质调查和军事探测等领域具有良好的

应用前景。

本文将二维（２－Ｄ）变形玻恩迭代法（ＤＢＩＭ）从频

域改进到时域。迭代过程中，正问题由时域有限差分法

（ＦＤＴＤ）求解，经正则化的逆问题由快速傅里叶变换

（ＦＦＴ）结合共轭梯度法（ＣＧ）求解。

地下勘探的数值结果显示：目标的介电常数和电导

率均被成功地重建，再现了散射体的位置、尺寸和形状

等目标信息。本文的双参数反演方法丰富了宽带高频

９５第２７卷第４期　　 　　　刘广东：二维时域变形玻恩迭代法及其在地下勘探中的应用



电磁脉冲在有耗媒质中的传播理论，拓展了电磁勘探方

法，体现了一定的工程应用价值。

当然，诸多问题尚待进一步研究：（１）本文方法能否

应用于其它领域（如微波医学成像）；（２）其它正则化方

案（如自适应正则化）的性能；（３）推广到三维情形。
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