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基于分数低阶统计量的时延估计算法性能分析

汤 勇，熊兴中

（四川理工学院自动化与电子信息学院，四川 自贡 ６４３０００）

　　摘　要：传统的时延估计算法大多建立在高斯模型的基础上，利用信号的二阶、高阶估计量，可以得

到理想的结果。然而，现实中的信号往往都处在非高斯环境下，如通信线路瞬间尖峰和环境噪声等，这

一类信号的时域波形中存在一个明显的峰值，这时利用 α稳定分布模型可以较好地表述非高斯脉冲信

号和噪声。因此有必要对α稳定分布模型下的，基于分数低阶统计量（ＦＬＯＳ）的时延估计算法进行研

究。通过调整参数取值得到的仿真结果，证明了在非高斯情况下，基于 ＦＬＯＳ的时延估计算法相对于传

统算法估计效果更好。
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引 言

时间延迟，是指由于同源带噪信号到达各个接收端

之间的传输距离不同而产生的时间差。时延估计则是

指采用信号处理或者参数估计等方法，准确地测量和估

算时间延迟，从而确定信号来源的速度、方位、距离和运

动的方向等参数。因此，时延估计技术广泛应用于各种

定位系统中［１３］。

时延估计首先要处理的问题，是如何快速准确地将

接收到的同源信号间的时间延迟测定出来。由于接收

装置有噪声干扰，因而接收到的目标信号，往往湮没在

噪声、干扰之中。因此，在信号的时延估计中，必须首先

去除噪声、干扰的影响。

在众多时延估计算法中，相关性方法是应用最广、

最为经典的估计法之一，它通过计算信号的自相关函

数，然后比较它们峰值的滞后情况，从而估计信号之间

延迟的时间差。这种方法既简单易懂，又容易实现，因

而被广泛应用于时延估计中［４］。本文主要讨论的，正是

这种采用相关法进行估计的算法。相关分析，是在时间

域上，比较两个信号相似程度的基本方法。传统的时延

估计，很多情况下都是基于高斯模型假设的，也即是假

定信号和噪声，都是服从高斯分布的。在这种假定前提

下，利用接收信号的二阶或者高阶累积量，通常就能得

到更佳好的结果［５６］。然而，在实际情况中，往往是非高

斯噪声，如水声信号、环境噪声、通信线路瞬间尖峰、大

气低频雷电噪声等。这一类信号的时域波形，有一个明

显的峰值，这时由α稳定分布模型能较好地描述非高斯

脉冲信号和噪声。因此传统的基于二阶统计量及基于

高阶累积量的方法都不再适用，因而近年来出现了描述

非高斯噪声的基于分数低阶统计量ＦＬＯＳ的时延估计算

法，以及α稳定分布模型［７８］。

１ α稳定分布和分数低阶统计量

１１ α稳定分布

高斯分布中，模型建立是依据中心极限定理，同样

地，α稳定分布也是依据中心极限定理。根据中心极限



定理，当一个随机现象由无穷多个、存在有限方差的独

立分量构成，那么这种现象就近似看成服从高斯分布。

相对于中心极限定理，存在着一个更加一般性的定理，

即广义中心极限定理。根据广义中心极限定理可以知

道，对于任意具有相同分布的独立的随机变量，无论各

个随机变量存在有限方差与否，只要变量的数目无限增

加，那么变量之和必将收敛于 α稳定分布簇。这样，与

高斯分布的形成相同，非高斯α稳定分布同样是来源于

多个随机变量之和。因此，如果对观测信号或噪声信号

经过一定的处理，能将它们变成独立同分布之和，那么

就可以根据广义中心极限定理，将它们用α稳定模型进

行表示。

α稳定分布的特征函数式不同于概率密度函数，有

一致的封闭表达式：

Φ（ｕ）＝ｅｘｐ｛ｊａｕ－γｕα［１＋ｊβｓｇｎ（ｕ）ω（ｕ，α）］｝（１）

其中，参数α∈（０，２］为特征指数，表示 α稳定分布函

数的拖尾，α的值更小，拖尾也就更宽，脉冲特性越显

著，反之，α值的更大，拖尾也就更窄，脉冲特性削弱。

当α＝２时，即为高斯分布；参数β∈（－１，１）为对称参

数，表征α稳定分布对称性。当β＝０时，称为对称α稳

定分布，这样的分布记为ＳαＳ；参数γ＞０为分散系数，

表示α稳定分布过程分散程度，与高斯分布中的方差性

质相似，在高斯情况下（即 α＝２），γ的大小为方差的

１／２；参数ａ∈［－∞，∞］为位置参数，对于ＳαＳ分布，ａ

就是分布的均值（１＜α≤ ２时）或中值（０＜α＜１

时）。当参数ａ＝０，γ＝１时，α稳定分布被称为标准α

稳定分布。

在α＝２时，特征函数式（１）变为：

Φ（ｕ）＝ｅｘｐ｛ｊａｕ－σ２ ｕ２｝ （２）

其均值为ａ、方差为２σ２的高斯分布相同，因此α稳定分

布也被认为是广义上的高斯分布［９］，即高斯分布实际上

就是α稳定分布中的特殊情况。当０＜α＜２时，ＳαＳ

分布继承了高斯分布一部分特性，但还是有显著不同之

处，特别是在它的统计分布上有比较宽的拖尾，即相当

一部分样本数离中值或者均值较远，因而引起其时间域

波形上出现许多尖峰脉冲。

通常把０＜α＜２情况下的非高斯稳定分布定义成

分数低阶α稳定分布，用来与 α＝２情况下的高斯分布

区别开。参数ａ＝０，γ＝１的α稳定分布称为标准α稳

定分布［１０１１］。对于任意一个位置参数为 ａ、分散系数为

γ、特征指数为α、对称参数为β的α稳定分布Ｘ而言，

有：

Ｙ＝Ｘ－ａ
γ

１
α

（３）

任意的对称α稳定分布均能通过式（３）进行标准化。因

此，本文均假定β＝０，ａ＝０，γ＝１，即对称标准α稳定

分布情况。

作为建模工具，稳定 α分布具有很高的变通性，这

主要是由它的特征指数α决定的，在０＜α＜２范围内

可以随意的变换其分布的拖尾宽度。当噪声信号中含

有明显的尖峰时，α的值就较小；另一方面，当α越接近

于２，信号就偏向于具有高斯特性；特殊地，当 α＝２时，

则服从高斯分布。

１２ 分数低阶统计量ＦＬＯＳ

由广义中心极限定理可以知道，α稳定分布是仅有

的一种能够形成同分布独立随机变量之和的极限分布。

对于服从α稳定分布的这些随机信号，它们并不具有二

阶或者高阶统计量。因此，在对这种信号进行处理时，

如果还是沿用原有的基于二阶或者是高阶统计量的方

法，就很有可能会得到错误的结果。很多文献都已经表

明，即使是数据中仅含有少量远离正常值的样本时，原

来使用最小二乘准则也会显著退化，不能正常工作。因

此，在非高斯α稳定分布信号噪声的背景下，利用 ＦＬＯＳ

正在渐渐成为信号处理与分析的一个非常必要的方

法［１２１３］。

在高斯噪声模型中，往往是以二阶统计量为信号分

析、处理的最佳准则，像最小二乘准则、最小均方误差准

则等。在α稳定分布下，信号或噪声没有有限的，诸如

方差这类二阶统计量，但信号或噪声的低阶统计量又是

可以计算的。在这种情况下，就无法用二阶的最佳准则

来实现α稳定分布下的最佳。但是，尽管缺乏有限的方

差仍然可以借用上述最佳准则思想。在这种情况中，将

线性稳定分布中的最小均方误差准则思想推广为最小

分散系数准则，这里，使用分散系数来替代原有的方差。

分散系数达到最小化，就能使平均幅度最小化。许多研

究表明，让分散系数达到最小化与让估计误差概率到达

最小化是等同的。因而，由最小均方误差准则引出的最

小分散系数准则，由于其计算量小，从而得到了广泛的

应用。

在通常情况下，对于随机变量 Ｘ，将它的二阶矩定
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义成Ｅ［Ｘ２］。对于 α稳定分布随机变量，把它的分数低

阶矩定义成Ｅ［Ｘｐ］，其中０＜ｐ＜α≤２。

将ＦＬＯＳ应用于具有脉冲特性的信号与噪声的处理

中，能够得到很理想的效果。但是，ＦＬＯＳ算法还是有一

些不足之处。首先，在代数拖尾方面，ＦＬＯＳ算法没有给

出一个都适用的框架。另外，因为矩的阶数 ｐ常常局限

在（０，α）范围里，然而ｐ值的确定要根据于对随机变量

α值的估计，如果选择ｐ≥α，则 ＦＬＯＳ算法不能正常工

作。

２ 基于分数低阶统计量的时延估计

２１ 基于分数低阶协方差的时间延迟估计法

类似协方差的定义，定义两个随机过程 Ｘ１（ｎ）和

Ｘ２（ｎ）之间的分数低阶协方差［１４］为：

Ｒｄ（ｍ）＝Ｅ｛Ｘ２（ｎ） ＜Ａ＞ Ｘ１（ｎ＋ｍ） ＜Ｂ＞｝ （４）

其中，０≤Ａ＜α／２，０≤Ｂ＜α／２。则样本分数低阶协方

差的估计式定义为：

Ｒｄ（ｍ）＝

∑
Ｌ２

ｎ＝Ｌ１＋１
Ｘ２（ｎ）Ａ Ｘ１（ｎ＋ｍ）Ｂｓｇｎ［（Ｘ２（ｎ）Ｘ１（ｎ＋ｍ）］

Ｌ２－Ｌ１

（５）

由于Ｅ｛Ｒｄ（ｍ）｝＝Ｃｄδ（ｍ＋Ｄ），Ｃｄ为非常数，

Ｄ＝－ａｒｇｍａｘ
ｍ
Ｒｄ（ｍ） （６）

由（６）式估计出时间延迟［１５］。时延估计算法的性能与

参数Ａ、Ｂ的取值有很大的关系。

２２ 针对参数Ａ、Ｂ的不同取值时的性能分析［１６１７］

根据定义，参数Ａ、Ｂ在０≤Ａ＜α／２，０≤Ｂ＜α／２

范围内。由于α∈（０，２］，因此，可以讨论Ａ、Ｂ在０≤Ａ

＜１，０≤Ｂ＜１范围内上述时延估计算法的性能。这

里，在给定α以及固定时延Ｄ的情况下，先考虑 Ａ＝０，

Ｂ＝０的情况。当Ａ＝０，Ｂ＝０时，样本分数低阶协方

差的估计式（４）变为：

Ｒｄ（ｍ）＝
∑
Ｌ２

ｎ＝Ｌ１＋１
ｓｇｎ［（Ｘ２（ｎ）Ｘ１（ｎ＋ｍ）］

Ｌ２－Ｌ１ （７）

３ 仿真分析

这里，选取在α＝１８的ＳαＳ噪声分布环境下，给定

时延Ｄ＝１０，选择参数Ａ＝０，Ｂ＝０，通过Ｍａｔｌａｂ仿真

得到的结果如图１所示。

图１ Ａ＝０，Ｂ＝０的时延估计

从图１可知，在Ｄ＝１０处，波形的峰值区域较窄，其

峭度也越大，因而时延估计函数 ａｒｇｍａｘ（）所取得的函
数值越准确，因而得到的时延估计值越接近给定的Ｄ＝

１０，所以这种情况下时延估计算法性能越好。

以图１为基础，在０≤Ａ＜１，０≤Ｂ＜１范围内，逐

渐增大Ａ、Ｂ的值，依次取值０１、０２、０４、０６、０８，如图

２所示，通过观察时延估计信号的波形变化，观察峰值区

域的变化以及图形的峭度，从而进一步分析时延估计算

法的性能。通过不同Ａ、Ｂ的值的波形的对比，比较参数

Ａ、Ｂ对时延估计算法的性能的影响，以及比较一般相关

性的时延估计算法和基于 ＦＬＯＳ的时延估计算法的性
能。

　　由图２（ａ）～图２（ｅ）可知，随着参数 Ａ、Ｂ的逐渐增
大，时延估计在Ｄ＝１０处的峰值区域在逐渐增大，因而
估计函数ａｒｇｍａｘ（）不能得到更准确的值，此时可以看
到算法性能明显变差。当Ａ＝０８，Ｂ＝０８（图２（ｅ））
时，在仿真中已经无法准确估计出给定时延值 Ｄ＝１０。
这是由于Ａ、Ｂ的取值越趋近与１，分数低阶协方差的估
计式就越来越接近于原有的一般相关性的二阶协方差

的估计式，噪声模型就愈加接近高斯噪声模型。然而给

定的噪声是α＝１８的ＳαＳ分布噪声，不符合高斯噪声
的特性，不存在有限的二阶统计量，因而基于传统的二

阶统计量基础上的时延估计算法，就不能有效地进行估

计时延。

特别是在Ａ＝１，Ｂ＝１的特殊情况下，即原表达式
变为一般的协方差矩阵的时候，此时，分数低阶协方差

估计的方法，就退化成了一般相关性法，可以看出，原有

的一般相关性法已经明显不适合这种α＝１８的ＳαＳ噪
声分布过程。这时，利用分数低阶协方差矩阵，就能获

得更理想的时延估计结果。

４ 结束语

在α∈（０，２）的ＳαＳ噪声环境中，信号或噪声不含
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图２ 参数Ａ、Ｂ取不同值对时延估计算法的影响

有有限二阶统计量，因而，传统的所有基于二阶统计量

基础上的算法就都不能准确而有效的估计时延。这时，

所有基于二阶统计量的最佳准则，均无法达到α稳定分

布的条件下的最佳。但是，依据基于α稳定分布过程的

线性理论，我们可以利用扩展出来的最小均方误差准则

的思想，将原算法中的方差替换为α稳定分布信号的分

散系数。这时，这一准则的思想被推广为最小分散系数

准则，于是就有了用ＦＬＯＳ来估计时延的研究。

然而，在目前基于 ＦＬＯＳ的时延估计中，对于参数

Ａ、Ｂ对系统性能影响的分析还比较少，因此本文在现有

研究的基础上，通过改变基于 ＦＬＯＳ的时延估计算法中

参数Ａ、Ｂ的取值，然后进行仿真分析，验证了这种ＦＬＯＳ

基础上的时延估计算法在 α∈ （０，２）的 ＳαＳ噪声环境

下，仍然能够准确的估计结果。并且在此基础上，通过

不断改变参数 Ａ、Ｂ的取值，并通过计算机仿真，分析比

较了各种取值下估计法的性能，得出了这种时延估计算

法在参数Ａ、Ｂ趋近于０的情况下达到最佳的性能的结

论。同时，在参数 Ａ、Ｂ趋近于１的情况下，即原有分数

低阶协方差矩阵，退化成为一般的协方差矩阵的时候，

时延估计效果明显变差。这也进一步表明在α∈（０，２）

的ＳαＳ噪声环境下，原有的基于一般相关性的时延估计

方法已经不再适用。
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