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基可数仿紧空间

周 兴，王 宪，孙 文

（成都理工大学管理科学学院，成都 ６１００５９）

　　摘　要：文章研究基可数次仿紧空间，得出：①如果｛Ｆｉ｝ｉ∈Ｎ是空间Ｘ的一个δ离散闭覆盖，对于任

意一个相对于Ｘ的闭集Ｆｉ（ｉ∈Ｎ）是闭的基可数次仿紧子空间，则称Ｘ是基－可数次仿紧空间；②令ｇ：

Ｘ→Ｙ是基可数次仿紧的一个映射，ω（Ｘ）≥ω（Ｙ），若 Ｙ是基可数次仿紧空间并且是正则的，则 Ｘ

是基可数次仿紧空间。将拓扑空间的仿紧性质的一个结果推广到拓扑空间的次仿紧性质领域，使

得关于拓扑空间的次仿紧性质应用起来更方便，该结果使得次仿紧性质和仿紧性质之间的关系更

加清楚。
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　　ＰｒｏｔｅｒＪ．Ｅ阐述了基仿紧空间，而且研究了基仿紧

空间的一些刻画。在拓扑空间中，离散拓扑空间是一种

最简单的，但是它在整个拓扑学中起着非常重要的作

用，所以离散拓扑空间的一些性质很重要。次仿紧空间

中某些好的性质在相应的局部次仿紧空间中仍成立。

文章以基仿紧空间为基础得出了基可数次仿紧空间的

定义，而且对基可数次仿紧空间的相关性质进行了初步

的探讨。

文章中涉及到的映射都为连续的并且是满射，用符

号ｇ表示。集合｛Ｕ∈∪：Ｕ∩Ａ≠｝和集合Ａ的开邻

域用（∪）Ａ和Ｎ（Ａ）表示；尤其集合（∪）｛ｘ｝和Ｎ（｛ｘ｝）

的开邻域用（∪）ｘ和Ｎ（ｘ）表示。自然数集为 Ｎ，集合

Ａ的势用 Ａ 表示，空间Ｘ基底的最小势为ω（Ｘ），简称

为拓扑势，满足（Ａ，Ｕ）＝∪（Ｕ）Ａ，Ｓｔ（ｘ，Ｕ）＝∪（Ｕ）｛ｘ｝。

另外没有作说明的拓扑学术语参考文献［１－２］。

１ 基本定义

定义１ 空间Ｘ称为基仿紧空间，若 Ｘ的基 Ｂ，使

得 Ｂ ＝ω（Ｘ），Ｘ的任意一个开覆盖 ∪，均存在 Ｂ

Ｂ′，满足Ｂ′是∪的局部有限的开加细［３４］。

定义２ 集族∪和Ｖ均为Ｘ的一个覆盖，若对任意

一个Ｖ∈Ｖ，存在Ｕ∈Ｕ满足ＵＶ，那么称集族Ｖ是∪

的一个部分加细；若有∪ Ｖ＝∪ Ｕ，那么称Ｖ是∪的一

个加细［５６］。

定义３ 空间 Ｘ的一个集族 ∪ 为局部有限的，若

ｘ∈Ｘ，ｘ的一个邻域 Ｏｘ最多与 ∪ 中可数个元相

交。另外，对任意的 ｘ∈ Ｘ，存在 ｘ∈ Ｎ（ｘ），使得

（∪）Ｏｘ ＜ω
［２］。

定义４ 空间Ｘ称为基－仿紧空间，若Ｘ的基Ｂ，

并满足 Ｂ ＝ω（Ｘ），对于Ｘ的任意一个开覆盖∪，均

ＢＢ′，满足Ｂ′是∪的有限的局部开加细［３］。

定义５ 空间Ｘ的基底的最小势，称为拓扑势，简记

ω（Ｘ）［１］。

定义６ 称映射ｇ：Ｘ→Ｙ为基可数次仿紧映射，若

Ｘ的一个基Ｂ，使得 Ｂ ＝ω（Ｘ）成立，而且每一个ｙ

∈Ｙ以 和 ｇ－１（ｙ）在 Ｘ中的每一个可数开覆盖 ∪，均



ｙ的一个开邻域Ｏｙ和∪的部分闭加细ＢＢｙ，满足

ｇ－１（Ｏｙ）∪Ｂｙ，而且Ｂｙ是δ－离散的。

定义７ 对于Ｘ，空间Ｘ的一个子集Ａ称为基可数

次仿紧的，若Ｘ的基Ｂ，满足 Ｂ ＝ω（Ｘ），且Ｘ中对

于Ａ的任意一个可数开覆盖∪（有一个开集族覆盖Ａ），

均使得ＢＢ′，并且Ｂ′是∪的一个δ离散部分闭加细

且∪Ｂ′Ａ。

定义８ 空间Ｘ称基可数次仿紧空间，若Ｘ的基

Ｂ，满足 Ｂ ＝ω（Ｘ），对 Ｘ中的任意一个可数开覆盖

∪，均ＢＢ′，并且Ｂ′是∪的δ－离散闭加细。

定义９ 空间Ｘ称为基次仿紧空间，若Ｘ的基Ｂ，

使得 Ｂ ＝ω（Ｘ），对于 Ｘ的任意的开覆盖 ∪，均

ＢＢ′，有Ｂ′是∪的一个δ离散闭加细。

引理１ 集Ａ是基可数次仿紧空间 Ｘ的一个闭子

集，则Ａ相对于Ｘ是基可数次仿紧的。

证明 若Ａ是基可数次仿紧空间Ｘ的一个闭子集，

令Ｂ是Ｘ的一个基，满足 Ｂ ＝ω（Ｘ），Ａ在Ｘ中的任意

一个可数开覆盖∪，则Ｕ∪｛Ｘ＼Ａ｝是Ｘ的一个可数开

覆盖，因为Ｘ是基可数次仿紧空间，则 Ｂ Ｂ′，满足

Ｂ′是开覆盖 Ｕ∪ ｛Ｘ＼Ａ｝在 Ｘ中为一个离散空间，那么

Ｗ ＝｛Ｂ∈Ｂ′：Ｂ∩Ｍ≠｝是∪的一个δ离散部分开

加细，使得Ａ∪Ｗ。

２ 主要结论及其证明

定理１ 拓扑空间 Ｘ是基可数次仿紧的充要条件

是Ｘ的开空间基Ｂ，取 Ｂ ＝ω（Ｘ），对Ｘ的任意一个

可数开覆盖 ∪＝｛Ｕｉ｝ｉ∈Ｎ，均 Ｂ Ｂ′，满足 Ｂ′＝

｛Ｂｉ｝ｉ∈Ｎ是∪的一个δ－离散开加细，使得ＵｉＢｉ。

证明 充分性：若 Ｕ＝｛Ｕｉ｝ｉ∈Ｎ是基可数次仿紧空

间Ｘ的一个可数开覆盖，那么  一个开基 Ｂ，使得

Ｂ ＝ω（Ｘ），并且Ｂ Ｂ是∪的一个δ－离散开加

细。取Ｂ ＝｛Ｂ｝，对任意一个Ｂ∈Ｂ，使得ＵｉＢ。

取Ｂｉ＝∪ ｛Ｂ：Ｂ∈Ｂ
｝，那么｛Ｂｉ｝ｉ∈Ｎ是离散空间。那

么｛Ｂｉ｝ｉ∈Ｎ是离散空间。有 ｛Ｂｉ｝ｉ∈Ｎ是 ∪ 的加细，使得

ＵｉＢｉ。

必要性：由于ＢＢ′，Ｂ′＝｛Ｂｉ｝ｉ∈Ｎ是∪的一个离

散可数开加细空间，那么Ｘ是基可数次仿紧的。

定理２ 若Ａ是基可数次仿紧空间 Ｘ的一个闭子

集，使得 ω（Ｘ）＝ω（Ａ），那么 Ａ为一个基可数次仿紧

空间。

证明 根据引理１可以得到Ｘ的一个闭子集Ａ对于

Ｘ是基可数次仿紧的，由于ＸＡ，Ｘ的一个闭集是 Ａ，

有ω（Ｘ）＝ω（Ａ），那么Ａ是一个基可数次仿紧空间。

定理３ 若ｇ：Ｘ→Ｙ是基可数次仿紧空间映射，而

且ω（Ｘ）≥ ω（Ｙ），若 Ｙ是一个正则的基可数次仿紧，

则Ｘ是基可数次仿紧的。

证明 令ＢＹ是Ｙ的一个基可数次仿紧的基，ＢＸ是

Ｘ的一个相对于ｇ的基可数次仿紧的基，设 Ｂ＝ＢＸ∩

ｇ－１（ＢＹ），那么Ｂ为Ｘ的一个基。因为ω（Ｙ）≤ω（Ｘ），

所以 Ｂ ＝ ＢＸ ＝ω（Ｘ）。

令∪是Ｘ的一个可数开覆盖。由于ＢＸ是Ｘ的对于

ｇ满足基可数次仿紧的基，则ｙ∈Ｙ以。ｙ的一个开

邻域Ｏｙ和∪的部分加细ＢＸＢｙ，有∪Ｂｙｇ
－１（Ｏｙ），

那么Ｂｙ在Ｘ中是δ－离散的空间。由于Ｙ是正则空间，

所以ｙ的一个开邻域Ｖｙ，使得 ｙ∈ Ｖｙ珔Ｖｙ Ｏｙ，则

ｇ－１（ｙ）ｇ－１（Ｖｙ）ｇ
－１（珔Ｖｙ）ｇ

－１（Ｏｙ）∪Ｂｙ。令Ｖ


＝ Ｖｙ：ｙ∈{ }Ｙ，那么Ｖ 覆盖于Ｙ。因为Ｙ是基可数次

仿紧空间，可令Ｖ是可数的开覆盖，所以一个Ｂ′Ｙ
ＢＹ是离散开加细，记Ｂ′Ｙ＝｛Ｂ′ｓ：ｓ∈Ｎ｝。对ｓ∈Ｎ，
一个 ｙｓ∈ Ｙ，满足 Ｂ′ｓ Ｖｙｓ。令集族 Ｂ′＝∪ ｛Ｂｙｓ∩

ｆ－１（Ｂ′ｓ）：Ｂｙｓ∈Ｂｙｓ，Ｂ′ｓ∈Ｂ′Ｙ，ｓ∈Ｎ｝，那么Ｂ′Ｂ并且

Ｂ′开加细∪。

定理４ 若｛Ｆｉ｝ｉ∈Ｎ是空间Ｍ的一个δ－离散闭覆

盖，任意一个闭集Ｆｉ（ｉ∈Ｎ）是相对于Ｍ的基可数次仿

紧闭子空间，那么Ｍ是基可数次仿紧空间。

证明 （１）若 Ｍ ＝∪
ｉ∈Ｎ
Ｆｉ，任意的 Ｆｉ均相对于 Ｍ的

基可数次仿紧闭子空间。

（２）若任意的ｉ∈Ｎ，有Ｍ的基Ｂｉ，那么Ｆｉ相对于

Ｘ是基可数次仿紧的。

（３）若 Ｂ ＝∪
ｉ∈Ｎ
Ｂｉ，那么 Ｂ是 Ｍ的一个基，使得

Ｂ ＝ω（Ｍ）。

（４）对于Ｂ，任意的ｉ∈Ｎ，Ｆｉ对于 Ｍ是一个基可

数次仿紧的基。

（５）若∪＝｛Ｕｉ｝ｉ∈Ｎ是 Ｍ的任意的一个可数开覆

盖，对每个ｘ∈Ａ，令Ｏｉ（ｘ）Ｕｉ，那么有ｘ∈Ｏｉ（ｘ），并且

｛ｘ｝Ｏｉ（ｘ），ｉ（ｘ）＝ｉ，Ｕｉ∈∪。

（６）若Ｖ＝｛Ｏｉ（ｘ）：ｘ∈Ｍ，ｉ（ｘ）＝ｉ｝ｉ∈Ｎ，那么Ｖ是Ｍ

的一个可数开覆盖且加细Ｕ。

（７）任意的ｉ∈Ｎ，因为Ｆｉ相对于Ｍ的一个基Ｂ是

基可数次仿紧的，所以Ｂ′ｉＢ，有Ｂ′ｉ在Ｍ中是δ离

散部分开加细∪而且有Ｆｉ∪Ｂ′ｉ。

（８）取 Ｂ′＝∪
ｉ∈Ｎ
Ｂ′ｉ Ｂ，证明 Ｂ′是 δ离散且加
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细∪即可。

其实，Ｂ′是 Ｍ 的一个 δ离散。因为 Ｍ ＝∪
ｉ∈Ｎ

Ｆｉ∪
ｉ∈Ｎ

Ｂ′ｉ，所以Ｂ′＝∪ｉ∈ＮＢ′ｉ加细∪。
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