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Ｍａｘｗｅｌｌ方程的低阶混合稳定化有限元方法

李 敏，周国霞，陈豫眉

（西华师范大学数学与信息学院，四川 南充 ６３７００２）

　　摘　要：通过使用一些新的项去调整 Ｍａｘｗｅｌｌ问题的拉格朗日鞍点，得到了 Ｍａｘｗｅｌｌ问题的一种新

的稳定方法。基于不稳定空间中ＬＢＢ条件的缺失，新的稳定方法提供了一些新的计算性质。
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引 言

Ｍａｘｗｅｌｌ方程是电磁学领域中最重要的方程之一，

被广泛应用于电机、电器工程、无线通讯、海洋磁场探测

技术和激光脉冲传导等问题的研究中。对于Ｍａｘｗｅｌｌ方

程经典的求解方法是采用傅立叶变换，但有时却无法得

到其精确解。由于Ｍａｘｗｅｌｌ方程在工程计算中的广泛应

用，因此研究其数值解尤为重要。

混合有限元方法是求解Ｍａｘｗｅｌｌ方程数值解的方法

之一。文献［１］中将混合有限元方法分为两类：一是构

造离散的有限元空间Ｕｈ和Ｖｈ满足离散ＬＢＢ条件；二是

对原来的混合变分格式进行稳定化处理。由于混合有

限元方法要求离散有限元空间满足ＬＢＢ条件，这一条限

制了工程中常用的低阶有限元空间对，如：ｐ１／ｐ１，ｐ１／ｐ０
等。为了克服ＬＢＢ条件，文献［２］给出了 Ｓｔｏｋｅｓ方程的

一种局部绝对稳定化有限元方法，文献［３］给出了低阶

压力投影稳定化有限元方法，文献［４－５］给出了 Ｓｔｏｋｅｓ

方程和 Ｎａｖｉｅｒ—Ｓｔｏｋｅｓ的低阶混合有限元方法，文献

［６］将局部压力梯度投影和间断有限元法相结合对

Ｓｔｏｋｅｓ问题和可压Ｎａｖｉｅｒ—Ｓｔｏｋｅｓ方程提出了一种稳定

化间断有限元格式。文献［７］对 Ｍａｘｗｅｌｌ方程、Ｓｔｏｋｅｓ

方程和Ｄａｒｃｙ方程给出了混合稳定化有限元方法的统一

描述。文献［８］对Ｍａｘｗｅｌｌ方程给出了局部Ｌ２投影有限

元法。文献［９］对 Ｍａｘｗｅｌｌ方程采用了混合间断

Ｇａｌｅｒｋｉｎ有限元方法。文献［１０］采用了内罚方法，但该

方法要求计算高阶导数，较复杂。本文在文献［４］的基

础上修正了方程的拉格朗日鞍点格式，并加入了与投影

相关的新的稳定项，从而去掉了 ＬＢＢ条件限制，这种新

方法不需要计算高阶导数，也不需要计算与边界相关的

数据结构，并且是无条件稳定的。

设Ω∈ Ｒ２表示一个有界连通区域，Ｈｍ（Ω），·，

（，）ｍ（ｍ≥０）分别代表Ｓｏｂｏｌｅｖ空间及空间的范数和内

积，Ｈ１０（Ω）是Ｈ
１（Ω）的子空间，并且在边界上的迹为

０。定义空间

Ｈ（ｃｕｒｌ；Ω）：＝｛ｖ∈［Ｌ２（Ω）］２； ×ｖ∈［Ｌ２（Ω）］２｝

Ｈ０（ｃｕｒｌ；Ω）：＝｛ｖ∈Ｈ（ｃｕｒｌ；Ω）；（珗ｎ×ｖ） Γ ＝０｝

且范数为：

ｖｃｕｒｌ：＝ ｖ０＋  ×ｖ０

１ 有限元空间

考虑形状规则的仿射网格，设 Ｔｈ ＝｛Ｋ｝为 Ω上的

拟一致三角剖分，Ｋ是三角形单元Γ＝Ω，对于每一个

Ｔ∈Ｔｈ，有：ｈ＝ｍａｘＫｈＫ，其中，ｈ是每个三角形单元的

最大直径。且 Ｋ∈ Ｔｈ，有：
ｈ

ｄｉａｍ（Ｋ）≤ Ｃ，代表

ｄｉａｍ（Ｋ）每个三角形单元内切圆的直径，Ｃ为确定的常



数。有限元空间Ｐ１（Ｋ）和Ｑ１（Ｋ）分别代表单元Ｋ上所

有阶数不超过１的多项式构成的空间和所有各维变量

阶数都不超过１的多项式构成的空间。

Ｐ１ ＝｛ｕｈ∈Ｃ
０（Ω）ｕｈ Ｋ∈Ｐ１（Ｋ）；Ｋ∈Ｔｈ｝

Ｑ１ ＝｛ｕｈ∈Ｃ
０（Ω）ｕｈ Ｋ ＝ｕ^ｈ°Ｆ

－１；^ｕｈ∈Ｑ１（^Ｋ）｝

其中，Ｋ^为仿射单元，Ｆ：^Ｋ→Ｋ为仿射变换，Ｋ∈Ｔｈ用
Ｒ１表示Ｐ１或Ｑ１。定义分片线性常数空间Ｒ０：

Ｒ０ ＝｛ｑｈ∈Ｈ
１
０（Ω）ｑｈ Ｋ∈Ｐ０（Ｋ）；Ｋ∈Ｔｈ｝

其中，Ｐ０( )Ｋ 表示单元Ｋ上的零次多项式空间。Ｒ０满足

不等式：ｑ∈Ｈ１( )Ω，存在ｑｈ∈Ｒ０，使得 ｑ－ｑｈ ０≤

Ｃｈｑ１，逆不等式

ｑｈ ０≤Ｃｈ
－１ ｑｈ ０

假定∏ 是Ｈ１０（Ω）→Ｒ０的连续线性算子，则有

 Ｉ－( )∏ ｐ ０
≤ ｐ２，ｐ∈Ｈ

１
０（Ω） （１）

 ∏( )
ｐ ０

≤Ｃｐ０，ｐ∈Ｈ
１
０（Ω） （２）

２ Ｍａｘｗｅｌｌ问题的混合有限元方法

考虑如下形式的Ｍａｘｗｅｌｌ方程

 ×（ ×ｕ）－ｐ＝ｆ，ｉｎΩ

·ｕ＝０，ｉｎΩ
ｎ×ｕ＝０，ｏｎΓ
ｐ＝０，ｏｎ

{
Γ

（３）

其中，Ω是Ｒ２上有界连通的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ多角形区域，ｎ代

表边界上得的外法向量，ｕ、ｐ分别代表电场和拉格朗日

乘数，ｆ∈ Ｌ２（Ω）２是给定的源项，Ｖ＝Ｈ０（ｃｕｒｌ；Ω）和

Ｑ＝Ｈ１０（Ω）分别代表 ｕ和 ｐ所在的有限元空间。方程

（３）的混合变分格式为：（ｕ，ｐ）∈（Ｖ×Ｑ），满足

Ｑ（ｕ，ｐ，ｖ，ｑ）＝Ｆ（ｖ，ｑ），（ｖ，ｑ）∈Ｖ×Ｑ
其中

ａ（ｕ，ｖ）＝∫Ω ×ｕ· ×ｖｄΩ
ｂ（ｖ，ｐ）＝∫Ωｐ·ｖｄΩ
Ｆ（ｖ）＝∫Ωｆ·ｖｄΩ
Ｑ（ｕ，ｐ，ｖ，ｑ）＝ａ（ｕ，ｖ）＋ｂ（ｖ，ｐ）＋ｂ（ｕ．ｐ） （４）

ａ是双线性的，ｂ是连续线性的且满足连续的 ｉｎｆ－ｓｕｐ

条件。（４）式的一阶拉格朗日函数的鞍点格式为：

Ｌ（ｖ，ｐ）＝∫Ω  ×ｖ２ｄΩ＋∫Ωｐ·ｖｄΩ－∫Ωｆ·ｖｄΩ （５）

定义离散的有限元空间为：

ＶｈＨ０（ｃｕｒｌ；Ω），ＳｈＨ
１
０（Ω）

本文考虑的混合稳定的有限元空间为：

Ｖｈ ＝Ｒ１∩Ｈ（ｃｕｒｌ；Ω），Ｓｈ ＝Ｒ１∩Ｈ
１
０（Ω） （６）

要求Ｖｈ和Ｓｈ满足离散ｉｎｆ－ｓｕｐ条件

ｓｕｐ
ｖｈ∈Ｖｈ，ｖｈ≠０

ｂ（ｐｈ，ｖｈ）
ｖｈ ｃｕｒｌ

≥ｒｐｈ １，ｐｈ∈Ｓｈ

其中ｒ＞０，且独立于ｈ。

３ 预备知识

引理１ ｐｈ∈Ｓｈ，存在νＨ０（ｃｕｒｌ；Ω），使得

ｓｕｐ
νＨ０ ｃｕｒｌ；( )Ω，ｖｈ≠０

ｂ（ｐｈ，ν）
νｃｕｒｌ

≥ｒｐｈ １

证明 由 ｖ Ｈ０（ｃｕｒｌ；Ω），得 ｖｃｕｒｌ ＝ ｖ０ ＋

 ×ｖ０，令ｖ＝ｐ，则ｃｕｒｌｖ＝ｃｕｒｌ（ｐ）＝０

ｖｃｕｒｌ＝ ｖ０ ＝ ｐ０

ｓｕｐ
ｖＨ０（ｃｕｒｌ；Ω），ｖｈ≠０

ｂ（ｐｈ，ｖ）
ｖｃｕｒｌ

＝

ｓｕｐ
ｖＨ０（ｃｕｒｌ；Ω），ｖｈ≠０

∫ｐｈ·ｐｈｄΩ
ｖｃｕｒｌ

≥
ｐｈ

２
０

ｖｃｕｒｌ
＝ ｐｈ ０

引理２ 若（ｖｈ，ｐｈ）∈Ｖｈ×Ｓｈ，则存在Ｃ１，Ｃ２，使得

ｓｕｐ
ｖＶｈ，ｖｈ≠０

∫ｐｈ·ｖｈｄΩ
ｖｈ ｃｕｒｌ

≥Ｃ１ ｐｈ １－Ｃ２ｈｐ０

证明 ｐｈ∈Ｓｈ，存在 ｗ Ｈ０（ｃｕｒｌ；Ω）满足引理

１，即

∫Ωｐｈ·ｗｄΩ≥Ｃ１ ｐｈ １ ｗｃｕｒｌ

ｗｈ表示ｗ的分片多项式内插值，利用引理１得

ｗ－ｗｈ ０＋ｈ
１
２ ｗ－ｗｈ Γ≤Ｃｈｗｃｕｒｌ

ｗｈ ｃｕｒｌ≤Ｃｗｃｕｒｌ （７）

由（７）式得

∫Ωｐｈ·ｗｈｄΩ
ｗｃｕｒｌ

≥
∫Ωｐｈ·ｗｈｄΩ
Ｃｗｃｕｒｌ

＝

∫Ωｐｈ·（ｗｈ－ｗ）ｄΩ＋∫Ωｐｈ·ｗｄΩ
Ｃｗｃｕｒｌ

≥

∫Ωｐｈ·ｗｄΩ
Ｃｗｃｕｒｌ

－
∫Ωｐｈ·（ｗｈ－ｗ）ｄΩ

Ｃｗｃｕｒｌ

≥

Ｃ１
Ｃ ｐｈ ０－

ｐｈ ０ ｗｈ－ｗ０

Ｃｗｃｕｒｌ

≥

Ｃ１ ｐｈ １－Ｃ２ｈｐｈ ０

引理３ 若（ｖｈ，ｐｈ）∈Ｖｈ×Ｓｈ，则存在独立于ｈ的

常数Ｃ１，Ｃ２使得

ｓｕｐ
ｖＶｈ

∫ｐｈ·ｖｈｄΩ
ｖｈ ｃｕｒｌ

≥

０９ 四川理工学院学报（自然科学版）　　　　　 　　　　　　　２０１３年４月



Ｃ１ ｐｈ １－Ｃ２  Ｉ－( )∏ ｐｈ ０
，ｐｈ∈Ｓｈ

证明 由于在每个单元 Ｋ上∏ｐｈ是常数，因此
 ∏ｐ( )ｈ ｜Ｋ ＝０，使用逆不等式可得

ｈ２ ｐｈ
２
０ ＝∑

Ｋ
ｈ２ ｐｈ

２
０，Ｋ ＝

∑
Ｋ
ｈ２  ｐｈ－∏ｐ( )ｈ

２

０，Ｋ
（８）

由（８）式和引理２，引理３得证。

４ 稳定性

引入稳定项 －ε２ （Ｉ－Π）ｐ２
０弥补空间（６）式中

ｉｎｆ－ｓｕｐ条件的不足，将该项添加到（５）式，得到变化后

对应的拉格朗日函数：

Ｌε（ｖ，ｑ）＝
λ
２∫Ω  ×ｖ２ｄΩ＋

∫Ωｑ·ｖｄΩ－∫Ωｆ·ｖｄΩ－－ε２ （Ｉ－Π）ｑ２
０

Ｌε（ｖ，ｑ）的鞍点满足如下的变分格式

ａ（珘ｕ，ｖ）＋ｂ（珓ｐ，ｖ）＝Ｆ（ｖｈ），ｖｈ∈Ｈ０（ｃｕｒｌ；Ω）

ｂ（ｑ，珘ｕ）－Ｇ（珓ｐ，ｑ）＝０，ｑ∈Ｈ１０（Ω）

Ｇ（珓ｐ，ｑ）＝ε２∫Ω（（Ｉ－Π）珓ｐ）（（Ｉ－Π）珓ｑ）ｄΩ
其等价于：求（ｖｈ，ｐｈ）∈Ｖｈ×Ｓｈ，满足

ａ（ｕｈ，ｖｈ）＋ｂ（ｐｈ，ｖｈ）＝Ｆ（ｖ），ｖ∈Ｈ０（ｃｕｒｌ；Ω）

ｂ（ｑｈ，ｕｈ）－Ｇ（ｐｈ，ｑｈ）＝０，ｑｈ∈Ｈ
１
０（Ω）

即

Ｑｈ（ｕｈ，ｐｈ；ｖｈ，ｑｈ）＝Ｆ（ｖｈ，ｑｈ） （９）

引理４ Ｑｈ（ｕｈ，ｐｈ；ｖｈ，ｑｈ）连续，即

Ｑｈ（ｕｈ，ｐｈ；ｖｈ，ｑｈ）≤Ｃ（ｕｈ ｃｕｒｌ＋

ｐｈ １）（ｖｈ ｃｕｒｌ＋ ｑｈ １）

证明 由（１）式得

Ｑｈ（ｕｈ，ｐｈ；ｖｈ，ｑｈ）＝

ａ（ｕｈ，ｐｈ）＋ｂ（ｐｈ，ｖｈ）＋ｂ（ｑｈ，ｕｈ）－Ｇ（ｐｈ，ｑｈ）≤

 ×ｕｈ ０  ×ｖｈ ０＋ ｐｈ ０ ｖｈ ｃｕｒｌ＋

ｑｈ ０ ｕｈ ｃｕｒｌ＋

ε
２ （Ｉ－∏）ｐｈ ０

（Ｉ－∏）ｑｈ ０
≤

Ｃ１ ｕｈ ｃｕｒｌ ｖｈ ｃｕｒｌ＋Ｃ２ ｐｈ １ ｖｈ ｃｕｒｌ＋

Ｃ３ ｑｈ １ ｕｈ ｃｕｒｌ＋
ε
２ ｐｈ ０ ｑｈ ０ ＝

Ｃ（ｕｈ ｃｕｒｌ＋ ｐｈ １）（ｖｈ ｃｕｒｌ＋ ｑｈ １）

引理４得证。

定理１ （ｖｈ，ｐｈ）∈Ｖｈ×Ｓｈ，则存在独立于ｈ的正常

数Ｃ，使得

ｓｕｐ
（ｖｈ，ｑｈ）∈Ｖｈ×Ｓｈ

＝
Ｑｈ（ｕｈ，ｐｈ；ｖｈ，ｑｈ）
ｖｈ ｃｕｒｌ＋ ｑｈ １

≥Ｃ（ｕｈ ｃｕｒｌ＋ ｐｈ １）

证明 构建（ｖｈ，ｐｈ）满足

Ｑｈ（ｕｈ，ｐｈ；ｖｈ，ｑｈ）≥
Ｃ（ｕｈｃｕｒｌ ＋ ｐｈ１ ）（ｖｈ ｃｕｒｌ＋ ｑｈ１ ）

令（ｖｈ，ｐｈ）＝（ｕｈ，－ｐｈ），得

Ｑｈ（ｕｈ，ｐｈ；ｖｈ，ｑｈ）＝

ａ（ｕｈ，ｕｈ）＋ｂ（ｐｈ，ｕｈ）＋（－ｐｈ，ｕｈ）－Ｇ（ｐｈ，－ｐｈ）＝

ａ（ｕｈ，ｕｈ）＋Ｇ（ｐｈ，ｐｈ）＝

 ×ｕｈ
２
０＋
ε
２ （Ｉ－∏）ｐｈ ２

０
（１０）

对于ｐｈ∈Ｓｈ，ｗｈ可标准化为

 ×ｗｈ ０ ＝νｐｈ ０

由引理３，可得

∫Ωｐｈ·ｗｈｄΩ≥Ｃ１ ｐｈ ２
０－

Ｃ２ｈ（Ｉ－∏）ｐｈ ０
ｐｈ ０ （１１）

又令（ｖｈ，ｐｈ）＝（－αｗｈ，０）（其中α为正常数），得

Ｑｈ（ｕｈ，ｐｈ；ｖｈ，ｑｈ）＝

－α∫Ω ×ｕｈ· ×ｗｈｄΩ＋α∫Ωｐｈ·ｗｈｄΩ≥
－α ×ｕｈ ０  ×ｗｈ ０＋α（Ｃ１ ｐｈ

２
０－

Ｃ２ｈ（Ｉ－∏）ｐｈ ０
ｐｈ ０）≥

－αν ×ｕｈ ０ ｐｈ ０＋α（Ｃ１ ｐｈ
２
０－

Ｃ２ｈ（Ｉ－∏）ｐｈ ０
ｐｈ ０） （１２）

令（ｖｈ，ｐｈ）＝（ｕｈ－αｗｈ，－ｐｈ），则由（１０）式～（１２）式，

得

Ｑｈ（ｕｈ，ｐｈ；ｕｈ－αｗｈ，－ｐｈ）≥

 ×ｕｈ
２
０＋

ε
２ （Ｉ－∏）ｐｈ ２

０
＋

αＣ１ ｐｈ
２
０－αν ×ｕｈ ０ｐｈ ０－

αＣ２ｈａ（Ｉ－∏）ｐｈ ００
ｐｈ ０

令ε＝
Ｃ１
２，由ε不等式得

ν ×ｕｈ ０ ｐｈ ０≤
ν２

Ｃ１
 ×ｕｈ

２
０＋

Ｃ１
４ ｐｈ

２
０Ｃ２ｈ（Ｉ－∏）ｐｈ ０

ｐｈ
２
０≤

Ｃ２２ｈ
２

Ｃ１
（Ｉ－∏）ｐｈ ２

０
＋
Ｃ１
４ ｐｈ

２
０

整理得

Ｑｈ（ｕｈ，ｐｈ；ｕｈ－αｗｈ，－ｐｈ）≥
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１－αν
２

Ｃ( )
１
 ×ｕｈ

２
０＋
αＣ１
２ ｐｈ

２
０＋

ξ
２－

αＣ２２ｈ
２

Ｃ( )
１

 Ｉ－( )∏ Ｐｈ
２

０

若 α^＝ｍｉｎ Ｃ１
２ν２
，
ξＣ１
４Ｃ２２ｈ

{ }２ ，则以下不等式成立
１－α^ν

２

Ｃ( )
１
≥ １
２

ξ
２－

α^Ｃ２２ｈ
２

Ｃ( )
１

≥ １
２

令 ｖ^ｈ ＝ｕｈ－α^ｗｈ，^ｑｈ ＝－ｐ^ｈ，由ａ
２＋ｂ２＋ｃ２≥

（ａ＋ｂ＋ｃ）２

３ ，可得

Ｑｈ（ｕｈ，ｐｈ；^ｖｈ，^ｑｈ）≥
１
２  ×ｕｈ

２
０ ＋^αＣ１ Ｐｈ

２
０＋  Ｉ－( )∏ ｐｈ( )２

０
≥

１
６  ×ｕｈ ０＋ α^Ｃ槡 １ Ｐｈ ０＋  Ｉ－( )∏ ｐｈ( )

０

２
≥

Ｃ（ ×ｕｈ ０＋ Ｐｈ ０）
２

和

 ×ｖｈ ０＋ Ｐｈ ０ ＝

 ×（ｕｈ－α^ｗｈ）０＋ Ｐｈ ０≤

 ×ｕｈ ０＋α^ ×ｗｈ ０＋ Ｐｈ ０≤

 ×ｕｈ ０＋α^νＰｈ ０＋ Ｐｈ ０≤

Ｃ（ ×ｕｈ ０＋ Ｐｈ ０） （１３）

（１３）式说明 （^ｖｈ，^ｑｈ）是（ｕｈ，ｐｈ）在Ｈ（ｃｕｒｌ，Ω）×Ｈ
１
０（Ω）

中的下界，故定理１得证。

结合引理４和定理１，（９）式是稳定的变分问题得

证。

５ 误差估计

定理２ 若（ｖｈ，ｐｈ）∈Ｖｈ×Ｓｈ，（ｕ，ｐ）和（ｕｈ，ｐｈ）分

别是（３）和（９）式的解，则

ｕ－ｕｈ ｃｕｒｌ＋ ｐ－ｐｈ １≤

Ｃ（ｉｎｆｑｈ∈Ｓｈ ｐ－ｐｈ １＋ｉｎｆｖｈＶｈ ｕ－ｕｈ ｃｕｒｌ＋

（Ｉ－Π）Ｐ０

证明 因为（Ｖｈ×Ｓｈ）是Ｈ０（ｃｕｒｌ；Ω）×Ｈ
１
０（Ω）的一

个子空间，则可得

ａ（ｕ，ｖｈ）＋ｂ（ｐ，ｖｈ）＝Ｆ（ｖｈ），ｖｈ∈Ｖｈ
ｂ（ｑｈ，ｕ）＝０，ｑｈ∈Ｓｈ （１４）

（１４）式与（９）式相减得

ａ（ｕｈ－ｕ，ｖｈ）＋ｂ（ｐｈ－ｐ，ｖｈ）＝０，ｖｈ∈Ｖｈ
ｂ（ｑｈ，ｕｈ－ｕ）＝Ｇ（ｐｈ，ｑ），ｑｈ∈Ｓｈ

或者等价于

Ｑｈ（ｕｈ－ｕ，ｐｈ－ｐ；ｖｈ，ｑｈ）＝

Ｇ（ｐｈ，ｑ），（ｖｈ，ｑｈ）∈Ｖｈ×Ｓｈ
由弱正则性得

Ｃ（ｕｈ－ｗｈ ｃｕｒｌ＋ ｐｈ－ｒｈ １）≤

ｓｕｐ（ｖｈ，ｑｈ）∈Ｖｈ×Ｓｈ
Ｑ（ｕｈ－ｗｈ，ｐｈ－ｒｈ；ｖｈ，，ｑｈ）

ｖｈ ｃｕｒｌ＋ ｑｈ １ｌ

＝

ｓｕｐ（ｖｈ，ｑｈ）∈Ｖｈ×Ｓｈ
Ｑ（ｕｈ－ｕ，ｐｈ－ｐ；ｖｈ，ｑｈ）＋Ｑ（ｕ－ｗｈ，ｐ－ｒｈ；ｖｈ，ｑｈ）

ｖｈ ｃｕｒｌ＋ ｑｈ １

＝

ｓｕｐ（ｖｈ，ｑｈ）∈Ｖｈ×Ｓｈ
Ｇ（ｐ，ｑｈ）＋Ｑ（ｕ－ｗｈ，ｐ－ｒｈ；ｖｈ，ｑｈ）

ｖｈ ｃｕｒｌ＋ ｑｈ １

由连续性可得

Ｑｈ（ｕｈ－ｕ，ｐｈ－ｐ；ｖｈ，ｑｈ）≤
Ｃ（ｕ－ｗｈ ｃｕｒｌ＋ ｐ－ｒｈ １）（ｖｈ ｃｕｒｌ＋ ｑｈ １）

因为

（Πｐｈ）０≤Ｃｐ０

得

Ｇ（ｐ，ｑｈ）≤ＣＧ（ｐ．ｐ）
１
２ ｑｈ ０

则存在正常数Ｃ使得

Ｃ（ｕｈ－ｗｈ ｃｕｒｌ＋ ｐｈ－ｒｈ １）≤
ｓｕｐ（ｖｈ，ｑｈ）∈Ｖｈ×Ｓｈ

Ｇ（ｐ，ｐ）
１
２ ｑｈ０＋（ ｕ－ｗｈ ｃｕｒｌ＋ ｐ－ｒｈ１）（ ｖｈ ｃｕｒｌ＋ ｑｈ１）

ｖｈ ｃｕｒｌ＋ ｑｈ１ｌ
≤

Ｇ（ｐ，ｐ）
１
２ ＋（ｕ－ｗｈ ｃｕｒｌ＋ ｐ－ｒｈ １）＝

（ｕ－ｗｈ ｃｕｒｌ＋ ｐ－ｒｈ １）＋ （Ｉ－Π）Ｐ０

利用三角不等式，得

ｕ－ｗｈ ｃｕｒｌ＋ ｐ－ｒｈ １≤

（ｕ－ｗｈ ｃｕｒｌ＋ ｐ－ｒｈ １）＋

（ｕｈ－ｗｈ ｃｕｒｌ＋ ｐｈ－ｒｈ １）≤

Ｃ（ｕ－ｗｈ ｃｕｒｌ＋ ｐ－ｒｈ １＋ （Ｉ－Π）ｐ０）

结合假设（１）式，（９）式的解的收敛性得证。

推论１ 假设（ｕ，ｐ）∈（Ｈ０（ｃｕｒｌ；Ω）∩Ｈ
２（Ω））×

（Ｈ１０（Ω）∩Ｈ
２（Ω））是原问题的解，则存在与 ｈ无关的

正常数Ｃ使得

ｕ－ｗｈ ｃｕｒｌ＋ ｐ－ｒｈ １≤

Ｃｈ（ｕ２＋ ｐ２）
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