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基于历史索赔不同分布的信度估计
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　　摘　要：基于加权平衡损失函数和 Ｅｓｓｃｈｅｒ损失函数，考虑在给定条件下历史时期的保费仅在相互

独立的情形时，得到信度因子表达式，并以此给出了下一期的信度保费。
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　　信度模型是在非寿险精算中对未来保费的厘定具

有重要意义，发展已有８０多年。它的主要思想是通过

结合投保人个人的索赔经历与先验保费来共同决定保

费，所制定的保费为两者的加权和［１］。

为了计算各种情况下的信度保费，广大学者建立了

各种各样的信度模型，多数是在假设历史时期的保费在

给定条件下是相互独立同分布的。ＨａｎｓＵＧｅｒｂｅｒ［２］在

指数加权损失函数下得到了 Ｅｓｓｃｈｅｒ保费的信度估计。

ＰａｎＭａｏｌｉｎ［３］指出该保费估计不具有相合性，修正了文

献［２］的结果，得到了具有相合性的Ｅｓｓｃｈｅｒ信度保费公

式。ＣｅｎｔｅｎｏＬｏｕｒｄｅｓ［４］考虑了方差保费原理下的信度估

计问题，ＫａｍｐｓＵｄｏ［５］引入Ｅｓｓｃｈｅｒ损失函数讨论了保费

原理，ＦｕｒｍａｎａＥｄｗａｒｄ［６］更进一步在损失函数基础上研

究了加权保费原理。

最近，王伟［７］比较了Ｅｓｓｃｈｅｒ保费原理下信度估计，

给出了更完善的结果。在大多数文献中，通过选取不同

的损失函数来研究信度估计问题［８１０］。然而，在大量的

研究成果中，并没有考虑历史索赔不是同分布的情形。

在实际中，各时期的历史数据不一定是同分布的，本文

给出一种非同分布的假设，得到了只考虑相互独立条件

下的信度模型。

１ 加权平衡损失函数下的信度保费

令Ｘｊ表示某个投保个体第 ｊ个时期的历史索赔数

据，其中ｊ＝１，２，…，ｎｉ，类似于文献［９］中的假设，认为

该个体未来索赔 Ｘｎｉ＋１是由所有历史索赔数据 Ｘ１，Ｘ２，

…，Ｘｎ决定的。本文考虑的模型假设如下。

假设１ Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ是由风险参数 Θ决定的，Θ
的先验分布为π（θ）。

假设 ２ 给定 Θ，Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ相互独立的，且有

Ｖａｒ（Ｘｊ｜Θ）＝τｊ（Θ）＋φｊｖ（Θ），Ｅ（Ｘｊ｜Θ）＝βｊμ（Θ）。

目标是基于历史索赔数据 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ的线性函

数α０＋α１Ｘ＋…αｎＸｎ来预测下一期的保费Ｘｎ＋１。记μ＝

Ｅ［μ（Θ）］，ｖ ＝ Ｅ［ｖ（Θ）］，τｊ ＝ Ｅ［τｊ（Θ）］，ａ ＝

Ｖａｒ［μ（Θ）］。从而可得到

Ｅ（Ｘｊ）＝βｊμ

Ｖａｒ（Ｘｊ）＝τｊ＋φｊｖ＋β
２
ｊａ

Ｃｏｖ（Ｘｉ，Ｘｊ）＝βｉβｊａ，ｉ≠ｊ

在均方损失函数Ｌ（ｘ，ｐ）＝（ｘ－ｐ）２下得到信度保

费公式

珘α０＋∑
ｎ

ｊ＝１
珘αｊＸｊ＝（１－Ｚ）Ｅ（Ｘｎ＋１）＋Ｚβｎ＋１珔Ｘ （１）

其中

珔Ｘ＝∑
ｎ

ｊ＝１

ｍｊ
ｍ
Ｘｊ
βｊ

Ｚ＝ａｍ（１＋ａｍ）－１

ｍ＝ｍ１＋…ｍｎ
ｍｊ＝β

２
ｊ（τｊ＋φｊｖ）

－１



考虑加权平衡损失函数

Ｌ（ｘ，ｐ）＝ｗｈ（ｘ）（δ０（ｘ）－ｐ）
２＋（１－ｗ）ｈ（ｘ）（ｘ－ｐ）２

其中δ０（ｘ）是观测数据的函数，０≤ ｗ≤１是一个

加权因子。求解最小化问题

Ｅ｛ｗｈ（ｘ）［δ０（ｘ）－（α０＋∑
ｎ

ｊ＝１
αｊＸｊ）

２］＋

（１－ｗ）ｈ（ｘ）［βｎ＋１μ（Θ）－（α０＋∑
ｎ

ｊ＝１
αｊＸｊ）

２］｝ （２）

可得如下定理。

定理１ 在假设１、２下，求解问题（２）得到Ｘｎ＋１的最

优估计为：

Ｘ^ｎ＋１ ＝ｗδ０（ｘ）＋（１－ｗ）［Ｚβｎ＋１珔Ｘ＋（１－Ｚ）Ｘｎ＋１］

（３）

其中Ｚ＝ａｍ（１＋ａｍ）－１称为信度因子。

证明 令最小化问题（２）为Ｑ，由 Ｑ
α０

＝０得

２Ｅ｛ｗ［δ０（ｘ）－（α０＋∑
ｎ

ｊ＝１
αｊＸｊ）］（－１）＋

（１－ｗ）［βｎ＋１μ（Θ）－（α０＋∑
ｎ

ｊ＝１
αｊＸｊ）

２］（－１）｝＝０

整理化解可得

Ｅ（μ（Θ））＝
珘α０＋∑

ｎ

ｊ＝１
珘αｊβｊμ－ｗδ０（ｘ）

（１－ｗ）βｎ＋１
（４）

由于

Ｅ（Ｘｎ＋１）＝Ｅ［Ｅ（Ｘｎ＋１）｜Θ］＝Ｅ（βｎ＋１μ（Θ））＝

βｎ＋１μ
所以（４）式蕴含着

Ｅ（Ｘｎ＋１）＝
珘α０＋∑

ｎ

ｊ＝１
珘αｊβｊμ－ｗδ０（ｘ）

１－ｗ （５）

对ｉ＝１，２，…，ｎ，令 Ｑ
αｊ
＝０有

２Ｅ｛ｗ［δ０（ｘ）－（α０＋∑
ｎ

ｊ＝１
αｊＸｊ）］（－Ｘｉ）＋

（１－ｗ）［βｎ＋１μ（Θ）－（α０＋∑
ｎ

ｊ＝１
αｊＸｊ）

２］（－Ｘｉ）｝＝０

即

Ｅ（ＸｉＸｎ＋１）＝
珘α０βｉμ＋∑

ｎ

ｊ＝１
Ｅ（ＸｉＸｊ）－ｗδ０（ｘ）βｉμ

１－ｗ

（６）

在给定Θ下，Ｘｉ和Ｘｎ＋１是相互独立的，（５）式两端同时

乘以Ｅ（Ｘｉ）有

Ｅ（Ｘｉ）Ｅ（Ｘｎ＋１）＝
珘α０Ｅ（Ｘｉ）＋∑

ｎ

ｊ＝１
珘αｊＥ（Ｘｉ）Ｅ（Ｘｊ）

１－ｗ －

ｗδ０（ｘ）Ｅ（Ｘｉ）
１－ｗ （７）

进一步对于ｉ＝１，２，…，ｎ，有

Ｃｏｖ（Ｘｉ，Ｘｎ＋１）＝
１
１－ｗ∑

ｎ

ｊ＝１
珘αｊＣｏｖ（Ｘｉ，Ｘｊ） （８）

结合假设２，通过式（５）、式（８）可得：

珘αｊ＝ａ
βｉ
μ
（珘α０－ｗδ０（ｘ））（τｊ＋φｊｖ）

－１ （９）

从而

珘α０ ＝ｗδ０（ｘ）＋（１－ｗ）
βｎ＋１μ
１＋ｍａ （１０）

将（１０）式代入（９）式，有珘αｊ＝（１－ｗ）
βｎ＋１μ
１＋ｍａｍｊ，于是有

基于加权平衡损失函数下的信度保费公式为

Ｘ^ｎ＋１ ＝ｗδ０（ｘ）＋

（１－ｗ） βｎ＋１μ
１＋ｍａ＋ １－

ｍａβｎ＋１
１( )＋ｍａ∑

ｎ

ｊ＝１

ｍｊ
ｍ
Ｘｊ
β[ ]
ｊ

＝

ｗδ０（ｘ）＋（１－ｗ）［Ｚβｎ＋１珔Ｘ＋（１－Ｚ）Ｘｎ＋１］

注 如果假设βｊ＝１，τｊ＝１，φｊ＝１，此时所得结果

便是独立同分布假设下的结果。事实上，定理１是经典

模型的推广。

２ Ｅｓｓｃｈｅｒ损失函数下的信度保费

通过在Ｅｓｓｃｈｅｒ损失函数下建立信度模型，计算相

应的最优线性保费。Ｅｓｓｃｈｅｒ损失函数的形式为：Ｌ（ｘ，

ｐ）＝ｅｈｘ（ｘ－ｐ）２，在假设的条件下，讨论情形为：ｐ＝

Ｃ０＋Ｃ珔Ｘ。为推导简便，给出以下定义：

Ｈ（Ｘｎ＋１）＝
Ｅ（Ｘｎ＋１ｅ

ｈＸｎ＋１）

Ｅ（ｅｈＸｎ＋１）
Ｈ（Ｘｎ＋１｜Θ）＝

Ｅ（Ｘｎ＋１ｅ
ｈＸｎ＋１｜Θ）

Ｅ（ｅｈＸｎ＋１｜Θ）

对任意的函数ｇ（Θ），有

Ｅ［ｇ（Θ）］＝
Ｅ［ｇ（Θ）ｍｈ（Θ）］
Ｅ［ｍｈ（Θ）］

Ｅ［ｇ（Ｘｎ＋１）］＝Ｅ
｛Ｅ［ｇ（Ｘｎ＋１）｜Θ］｝

Ｃｏｖ（Ｘ１，Ｘ２）＝

Ｅ［（Ｘ１－Ｅ
（Ｘ１））（Ｘ２－Ｅ

（Ｘ２））ｍｈ（Θ）］
Ｅ［ｍｈ（Θ）］

定理２ 假设１、２及上述的定义下，在Ｅｓｓｃｈｅｒ损失

函数的信度估计为

Ｘ^ｎ＋１ ＝Ｚ
珔Ｘ＋ １－珔βＺ Ｅ

（μ（Θ））
Ｈ（Ｘｎ＋１

[ ]）
Ｈ（Ｘｎ＋１）

其中

Ｚ ＝
珔βＣｏｖ（Ｈ（Ｘｎ＋１），μ（Θ））

珔β２Ｖａｒ（μ（Θ））＋１ｎＥ∑
ｎ

ｊ＝１
τｊ（Θ）

ｍｈ（Θ）
ｍ[ ]
ｈ

＋珔φＥ ｖ（Θ）
ｍｈ（Θ）
ｍ[ ]
ｈ
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珔φ＝１ｎ∑
ｎ

ｊ＝１
φｊ

证明 考虑最小化问题

Ｌ＝Ｅ｛［Ｘｎ＋１－（Ｃ０＋Ｃ珔Ｘ）］
２ｅｈＸｎ＋１｝ （１１）

对Ｃ０求导，并令其导数为０，化简有

Ｃ０ ＝Ｈ（Ｘｎ＋１）－Ｃ珔βＥ
（μ（Θ）） （１２）

在这里珔β＝１ｎ∑
ｎ

ｊ＝１
βｊ。将式（１２）代入式（１１）中，有

Ｌ＝Ｅ｛Ｘｎ＋１－Ｈ（Ｘｎ＋１）－Ｃ（珔Ｘ－珔βＥ
（μ（Θ）））２ｅｈＸｎ＋１｝

令
Ｌ
Ｃ
＝０，得

Ｃ＝
Ｅ｛Ｘｎ＋１－Ｈ（Ｘｎ＋１）（珔Ｘ－珔βＥ

（μ（Θ）））２ｅｈＸｎ＋１｝
Ｅ［（珔Ｘ－珔βＥ（μ（Θ）））２ｅｈＸｎ＋１］

对Ｃ化简有

Ｃ＝
珔βＣｏｖ（Ｈ（Ｘｎ＋１），μ（Θ））

珔β２Ｖａｒ（μ（Θ））＋１ｎＥ∑
ｎ

ｊ＝１
τｊ（Θ）

ｍｈ（Θ）
ｍ[ ]
ｈ

＋珔φＥ ｖ（Θ）
ｍｈ（Θ）
ｍ[ ]
ｈ

令Ｃ＝Ｚ，此时有下一期线性信度保费为

Ｘ^ｎ＋１ ＝Ｃ０＋Ｃ珔Ｘ＝

Ｚ珔Ｘ＋ １－珔βＺ Ｅ
（μ（Θ））
Ｈ（Ｘｎ＋１

[ ]）
Ｈ（Ｘｎ＋１）

３ 结束语

本文仅在投保人历史数据相互独立的条件下，考虑

了加权平衡损失函数和 Ｅｓｓｃｈｅｒ损失函数下的估计问

题，分别给出了相应的线性信度保费计算公式，推广了

经典的Ｂüｈｌｍａｎｎ信度模型。
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