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Ｍ矩阵的 Ｈａｄａｍａｒｄ积的最小特征值下界的估计

李艳艳

（文山学院数理系，云南 文山 ６６３０００）

　　摘　要：借助非奇异Ｍ矩阵Ａ的逆矩阵Ａ－１的元素的一些估计式和组合优化的思想，给出非奇异Ｍ

矩阵Ｂ与Ａ－１的Ｈａｄａｍａｒｄ积ＢＡ－１的最小特征值下界的一些新估计式。这些估计式比现有的仅依赖于

矩阵元素的估计式更加精确。

关键词：Ｍ矩阵；Ｈａｄａｍａｒｄ积；最小特征值

中图分类号：Ｏ１５１２１ 文献标志码：Ａ

　　非奇异Ｍ矩阵Ａ的逆矩阵Ａ－１与Ｍ矩阵Ｂ的Ｈａｄ

ａｍａｒｄ积Ｂ°Ａ－１的最小特征值 τ（Ｂ°Ａ－１）的下界已有许

多学者研究并且取得了诸多的估计式［１７］，但这些估计

式有的涉及到矩阵的特征值或谱半径，当矩阵的阶数较

大时不容易计算；有的虽然仅依赖于矩阵的元素但是估

计还不是太精确。本文利用组合优化的思想继续研究

该问题，给出只与矩阵元素有关的一些新的估计式，这

些估计式不仅容易计算，而且比参考文献中的估计式更

加精确。
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定义１［１］ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ，若ａｉｊ≤０，ｉ≠ｊ，则

称Ａ为Ｚ矩阵。

定义２［１］ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ且为Ｚ矩阵，若Ａ能

表示为Ａ＝αＩ－Ｐ，其中Ｐ≥０，α≥ρ（Ｐ），则称Ａ为Ｍ

矩阵。当α＞ρ（Ｐ）时，称 Ａ为非奇异 Ｍ矩阵；当 α＝

ρ（Ｐ）时，称Ａ为奇异Ｍ矩阵，Ｍｎ表示非奇异Ｍ矩阵的

集合。



定义 ３［１］ 设 σ（Ａ）＝｛λ１，λ２，…，λｎ｝表示矩阵

Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃ
ｎ×ｎ的特征值组成的集合，其中Ａ的最小特

征值记作 τ（Ａ）＝ｍｉｎ｛Ｒｅ（λ）：λ∈ σ（Ａ）｝（Ｒｅ（λ）表

示λ的实部），记ｑ（Ａ）＝ｍｉｎ｛Ｒｅ（λ）：λ∈σ（Ａ）｝，称

ｑ（Ａ）为Ａ的最小特征值。

定义４［１］ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃ
ｍ×ｎ，Ｂ＝（ｂｉｊ）∈Ｃ
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，称为 Ａ与 Ｂ的

Ｈａｄａｍａｒｄ积。

定义５［１］ 若Ａｅ＝ｅ，ＡＴｅ＝ｅ，ｅ＝（１，１，…，１）Ｔ，则

称Ａ－１为双随机矩阵。

若Ａ＝（ａｉｊ）∈ Ｒ
ｎ×ｎ是行严格对角占优矩阵且

Ａ－１ ＝（βｉｊ），则由文献［２－４］分别知
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引理１［１］ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃ
ｎ×ｎ，ｘ１，ｘ２，…ｘｎ是一组正

实数。则Ａ的所有特征值包含在复平面 Ｃ的如下区域

中：∪｛ｚ∈Ｃ：ｚ－ａｉｉ≤ｘｉ∑
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ａｊｉ，ｉ∈Ｎ｝。

引理２［１］ 若Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ是Ｍ矩阵，则存在正

对角矩阵Ｄ，使 Ｄ－１ＡＤ是严格对角占优矩阵也是 Ｍ矩

阵。

引理３［１］ 设Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ∈Ｒｎ×ｎ，其中Ｄ，Ｅ为对角矩

阵。则
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２ 主要结果

定理１ 设 Ａ＝（ａｉｊ），Ｂ＝（ｂｉｊ）∈ Ｍｎ，且 Ａ
－１ ＝

（βｉｊ）。则

τ（Ｂ°Ａ－１）≥ｍｉｎ
ｉ

ｂｉｉ－ｓｉ∑ｊ≠ｉ

１
ｓｊ
ｂｊｉｍｊｉ

ａ
{ }

ｉｉ

（８）

证明 因为Ａ是Ｍ矩阵，应用引理２与引理３知，存

在正对角矩阵Ｄ且有τ（Ｂ°Ａ－１）＝τ（Ｄ－１（Ｂ°Ａ－１）Ｄ）＝

τ（Ｂ°（Ｄ－１ＡＤ）－１），所以设Ａ是严格对角占优矩阵，有可
约与不可约两种情况。
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当Ａ，Ｂ有一个可约时，类似文献［５］的证明知此时
定理１也成立。

应用定理１与式（５），式（６），式（７）分别可得
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类似定理１利用组合优化的思想通过对ｘ的不同选

取得
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类似定理１的推论也可得相似的推论。

３ Ｖ数值算例
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０５ １

应用（８）式，（１２）式，（１３）式，（１４）式，（１５）式，

（１６）式分别得

τ（Ｂ°Ａ－１）≥００６８

τ（Ｂ°Ａ－１）≥０１０４９

τ（Ｂ°Ａ－１）≥００６８

τ（Ｂ°Ａ－１）≥０１１１８

τ（Ｂ°Ａ－１）≥００５９８

τ（Ｂ°Ａ－１）≥０１９５３

而事实上τ（Ｂ°Ａ－１）＝０２２６６。这些结果比文献［３，

５］中的相应结果更精确。并且本文所得的估计式只依

赖于矩阵的元素易于计算，也就要比文献［６，７］中的相

应结果应用更加广泛。
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