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一类非扩张映射可数族公共不动点的带误差项的

修正 Ｉｓｈｉｋａｗａ迭代算法

马剑鹏，何中全

（西华师范大学数学与信息学院，四川 南充 ６３７０００）

　　摘　要：在Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中，研究了可数族逐点渐进非扩张映射的公共不动点，利用单调混合迭代方

法给出一个新的带误差项的Ｉｓｈｉｋａｗａ迭代算法，并在适当条件下证明了此迭代序列强收敛于这族逐点渐

进非扩张映射的公共不动点。这些结果改进和推广了这类问题的一些最新研究结果。
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引 言

１９５３年，ＭａｎｎＷＲ［１］介绍了一种迭代方法逼近非

扩张映射的不动点，即著名的 Ｍａｎｎ迭代算法：ｘｎ＋１ ＝

αｎｘｎ＋（１－αｎ）Ｔｘｎ，其中ｘ０∈Ｃ，０＜αｎ ＜１。

许多研究者［１３］在 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间和 Ｂａｎａｃｈ空间中研

究了Ｍａｎｎ迭代方式的不动点用于解决非线性算子以及

变分不等式。

为了适宜渐进非扩张映射 Ｔ，提出修正 Ｍａｎｎ迭

代［４５］：

ｘｎ＋１ ＝αｎｘｎ＋（１－αｎ）Ｔ
ｎｘｎ，ｘ０∈Ｃ，｛αｎ｝［０，１］

２００８年Ｉｎｃｈａｎ［６］在Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中引入了一种新的

非扩张映射的Ｍａｎｎ混合型迭代算法：

Ｃ１ ＝Ｃ，ｘ１ ＝ＰＣ１（ｘ０）

ｙｎ ＝βｎｘｎ＋（１－βｎ）Ｔ
ｎｘｎ

Ｃｎ＋１ ＝｛ｚ∈Ｃｎ：ｙｎ－ｚ
２≤ ｙｎ－ｚ

２＋θｎ｝

ｘｎ＋１ ＝ＰＣｎ＋１（ｘ０），ｎ≥










０

这里ｄｉａｍＣ＜∞，θｎ ＝（１－βｎ）（ｋ
２
ｎ －１）（ｄｉａｍＣ）

２且

θｎ→０，（ｎ→∞），证明了满足０＜βｎ ＜１，此迭代序列

｛ｘｎ｝强收敛于ＰＦ（Ｔ）（ｘ０）。

１９７４年，Ｉｓｈｉｋａｗａ［７］推广了 Ｍａｎｎ迭代算法，提出

Ｉｓｈｉｋａｗａ迭代算法：

ｘｎ＋１ ＝αｎｘｎ＋（１－αｎ）Ｔｙｎ
ｙｎ ＝βｎｘｎ＋（１－βｎ）Ｔｘ

{
ｎ

其中ｘ０∈Ｃ，０≤αｎ，βｎ≤１，ｎ≥０。

为了适宜渐进非扩张映射 Ｔ，提出修正 Ｉｓｈｉｋａｗａ迭

代［８］：

ｘｎ＋１ ＝αｎｘｎ＋（１－αｎ）Ｔ
ｎｙｎ

ｙｎ ＝βｎｘｎ＋（１－βｎ）Ｔ
ｎｘ{
ｎ

其中ｘ０∈Ｃ，数列｛αｎ｝，｛βｎ｝［０，１］。

２００８年，Ｋｉｒｋ和Ｘｕｎ［９］，首次引入了一类更广泛的

渐进非扩张映射即逐点渐进非扩张映射，并研究了这类

映射在一致凸Ｂａｎａｃｈ空间的公共不动点

２０１１年，ＢａｌｏｏｅｅＪ［１０］研究了一个无限可数族逐点

渐进非扩张映射的公共不动点的强收敛性。

受文献［１－１０］启发，本文在 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中构造了

可数族逐点渐进非扩张映射的公共不动点的带误差项

迭代算法，在适当条件下，证明了该迭代序列强收敛于

此族渐进非扩张映射的公共不动点，改进了 Ｃｈｅｎ［１１］和

ＢａｌｏｏｅｅＪ［１０］等人的研究结果。



１ 预备知识

设Ｈ是实Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，Ｃ是 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｈ的非空

闭凸子集，Ｔ：Ｃ→ Ｃ是一个映射，设 Ｆ（Ｔ）＝｛ｘ∈ Ｃ，
Ｔ（ｘ）＝ｘ｝为 Ｔ：Ｃ→ Ｃ的不动点集。· 表示上范数，

＜·，·＞表示上内积，记 ｄｃ（·）为 Ｃ上通常距离函数，
ｄｃ（ｕ）＝ｉｎｆｖ∈Ｃ ｕ－ｖ。设ｕＣ，点ｖ∈Ｃ是ｕ到Ｃ的最

近点或者投影点，如果有ｄｃ（ｕ）＝ ｕ－ｖ，即 ｖ＝ＰＣｕ

当且仅当 ｕ－ＰＣｕ≤ ｕ－ｗ，ｗ∈ Ｃ。根据定义知

投影点是唯一的，且投影映射是非扩张映射，其中 Ｎ表

示正整数集合，当ａ，ｂ≥０有

ａ２＋ｂ槡
２≤ａ＋ｂ （１）

定义１ 设Ｔ：Ｃ→Ｃ是一个映射，称Ｔ是非扩张的，
如果

Ｔ（ｘ）－Ｔ（ｙ）≤ ｘ－ｙ，ｘ，ｙ∈Ｃ

称Ｔ是渐进非扩张的［１２］，如果存在数列 ｛ｋｎ｝ ［０，＋

∞）且ｌｉｍ
ｎ→∞
ｋｎ ＝０，使得：

Ｔｎ（ｘ）－Ｔｎ（ｙ）≤（１＋ｋｎ）ｘ－ｙ，ｘ，ｙ∈Ｃ

称Ｔ是一致 Ｌ－Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚｉａｎ，如果存在常数 Ｌ＞０，使

得：

Ｔｎ（ｘ）－Ｔｎ（ｙ）≤Ｌｘ－ｙ，ｘ，ｙ∈Ｃ，ｎ≥１

称Ｔ是逐点渐进非扩张的［９］，如果存在序列 ｛ａｎ｝
［１，＋∞）且ａｎ→１，（ｎ→∞），都有

Ｔｎ（ｘ）－Ｔｎ（ｙ）≤ａｎ（ｘ）ｘ－ｙ，ｘ，ｙ∈Ｃ

显然，渐进非扩张映射是逐点渐进非扩张映射，当Ｃ

有界时，逐点渐进非扩张映射是渐进非扩张映射非扩张

型［１３］。

引理１［１４］ 设 Ｃ是实 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｈ的一非空闭凸
子集，则对所有ｘ∈Ｈ和ｙ∈Ｃ有

（ａ）＜ｚ－ＰＣｘ，ＰＣｘ－ｘ＞≥０，ｚ∈Ｃ
（ｂ）＜ｚ－ｙ，ｙ－ｘ＞≥０，ｚ∈Ｃ，则ｙ＝ＰＣ（ｘ）

引理２［１５］ 设Ｈ是实Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，对每一个 ｘ，ｙ∈
Ｃ和每一个ｔ∈［０，１］都有：

（ａ） ｘ－ｙ２ ＝ ｘ２－２＜ｘ，ｙ＞＋ ｙ２

（ｂ） ｔｘ＋（１－ｔ）ｙ２ ＝ｔｘ２

＋（１－ｔ）ｙ２－ｔ（１－ｔ）ｘ－ｙ２

（ｃ）若 Ｈ 中 的 序 列 ｛ｘｎ｝弱 收 敛 于 ｚ，则
ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｕｐｘｎ－ｙ

２ ＝ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｕｐｘｎ－ｚ

２＋ ｚ－ｙ２

引理３ 设Ｈ是实Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，Ｃ是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Ｈ
非空闭凸子集，ＰＣ为Ｈ到Ｃ度量投影，给定 ｘ∈ Ｈ和 ｚ

∈Ｃ，则ｚ＝ＰＣ（ｘ）当且仅当对任意ｙ∈Ｃ时，有 ＜ｘ－

ｚ，ｙ－ｚ＞≤０。

引理４ 设Ｈ是实Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，Ｃ是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Ｈ

非空闭凸子集，Ｈ中的序列 ｛ｘｎ｝，令 ｕ∈ Ｈ和 ｑ＝

ＰＣ（ｕ），如果｛ｘｎ｝满足 ωｗ｛ｘｎ｝ Ｃ，并且 ｘｎ－ｕ≤

ｕ－ｑ，对于 ｎ≥１，则 ｘｎ→ ｑ，其中 ωｗ｛ｘｎ｝＝｛ｘ：

ｘｎｊ→
ω

ｘ｝表示弱极限。

引理５［１６］ 设Ｈ是实的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，Ｃ是Ｈｉｌｂｅｒｔ空

间 Ｈ的非空闭凸子集，ＰＣ：Ｈ→ Ｃ的度量投影，则

ｙ－ＰＣ（ｘ）
２＋ ｘ－ＰＣ（ｘ）

２≤ ｘ－ｙ２

命题１［１０］ 设Ｈ是实Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，Ｃ是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间

Ｈ非空闭凸子集，Ｔ：Ｃ→Ｃ是一个一致Ｌ－Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚｉａｎ

和存在非负序列｛αｎ｝［１，＋∞），满足ｌｉｍｎ→∞αｎ ＝１的

逐点渐进扩张映射，则Ｉ－Ｔ半闭为零，即若Ｃ中的序列

｛ｘｎ｝满足ｘｎ→
ω
ｑ和ｌｉｍ

ｍ→∞
ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｕｐｘｎ－Ｔ

ｍｘｎ ＝０，则（Ｉ－

Ｔ）ｑ＝０。

命题２［１０］ 设Ｈ是实Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，Ｃ是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间

Ｈ非空闭凸子集，Ｔ：Ｃ→Ｃ是一个一致Ｌ－Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚｉａｎ

和存在非负序列｛αｎ｝［１，＋∞），满足ｌｉｍｎ→∞αｎ ＝１的

逐点渐进扩张映射，则Ｔ的不动点集Ｆｉｘ（Ｔ）是闭凸的。

２ 主要结论

定理１ 设Ｈ是实Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，Ｃ是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Ｈ

一个非空闭凸子集，Ｔｉ：Ｃ→Ｃ是一致Ｌｉ－Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚｉａｎ的

和存在序列｛ａｉ，ｎ｝［１，＋∞），满足ｌｉｍｎ→∞ａｉ，ｎ ＝１，（ｉ∈

Ｎ）的逐点渐进扩张映射，存在 ｛βｉ，ｎ｝∞ｎ＝０，｛γｉ，ｎ｝∞ｎ＝０，

｛β′ｉ，ｎ｝∞ｎ＝０，｛γ′ｉ，ｎ｝∞ｎ＝０都是 ［０，１］中的 ４个序列，且

｛ｕｉ，ｎ｝，｛ｖｉ，ｎ｝是有界序列，若满足 βｉ，ｎ，β′ｉ，ｎ∈ （０，１），

∑
∞

ｎ＝０
γｉ，ｎ ＜∞和∑

∞

ｎ＝０
γ′ｉ，ｎ ＜∞，给定的初始点ｘ０∈Ｃ，

再令Ｆ：＝∩
∞

ｉ＝１
Ｆｉｘ（Ｔｉ）≠Ф，定义序列｛ｘｎ｝如下形式：

Ｃｉ，１ ＝Ｃ，Ｃ１ ＝∩
∞

ｉ＝１
Ｃｉ，１，ｘ１ ＝ＰＣ１（ｘ０）

ｙｉ，ｎ ＝（１－βｉ，ｎ－γｉ，ｎ）ｘｎ＋βｉ，ｎＴ
ｎ
ｉｚｉ，ｎ＋γｉ，ｎｕｉ，ｎ

ｚｉ，ｎ ＝（１－β′ｉ，ｎ－γ′ｉ，ｎ）ｘｎ＋β′ｉ，ｎＴ
ｎ
ｉｘｎ＋γ′ｉ，ｎｖｉ，ｎ

Ｃｉ，ｎ＋１ ＝｛ｚ∈Ｃｉ，ｎ：ｙｉ，ｎ－ｚ
２≤ ｘｎ－ｚ

２＋θｉ，ｎ｝

Ｃｎ＋１ ＝∩
∞

ｉ＝１
Ｃｉ，ｎ＋１

ｘｎ＋１ ＝ＰＣｎ＋１（ｘ０

















）

（２）

其中

θｉ，ｎ ＝βｉ，ｎ（ａ
２
ｉ．ｎ（ｐ）（β′ｉ，ｎａ

２
ｉ，ｎ（ｐ）＋１－β′ｉ，ｎ）－１）Ｍ

２＋

βｉ，ｎａ
２
ｉ．ｎ（ｐ）γ′ｉ，ｎＭｉ，２＋γｉ，ｎＭｉ，１

且ｌｉｍ
ｎ→∞
θｉ，ｎ ＝０，Ｍ ＝ｓｕｐｎ∈Ｎ｛ｘｎ－ｐ：ｐ∈Ｆ｝＜∞，

２βｉ，ｎ Ｔｎｉｚｉ，ｎ－ｐ ｕｉ，ｎ－ｘｎ ＋γｉ，ｎ ｕｉ，ｎ－ｘｎ
２＋
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２（１－βｉ，ｎ）ｘｎ－ｐ ｕｉ，ｎ－ｘｎ ≤Ｍｉ，１
２（β′ｉ，ｎａｉ，ｎ（ｐ）＋（１－β′ｉ，ｎ））ｘｎ－ｐ ｖｉ，ｎ－ｘｎ ＋

γ′ｉ，ｎ ｖｉ，ｎ－ｘｎ
２≤Ｍｉ，２

则序列｛ｘｎ｝强收敛于ＰＦ（ｘ０）。

证明 根据命题２知，Ｆｉｘ（Ｔｉ），（ｉ∈Ｎ）是Ｃ非空闭

凸子集，则Ｆ是Ｃ非空闭凸子集。为证明Ｃｎ＋１，ｎ≥１是

闭凸集，而只需证明Ｃｉ，ｎ是闭凸集。

采取对每一个ｉ∈Ｎ所对应的ｎ进行归纳。当ｎ＝

１，Ｃｉ，１ ＝Ｃ是闭凸集，假设Ｃｉ，ｎ，ｎ≥１也是闭凸集，则再

根据Ｃｉ，ｎ＋１，ｎ≥１的定义和引理３可得Ｃｉ，ｎ＋１，ｎ≥１是闭

凸集，综上Ｃｉ，ｎ是闭凸集，则Ｃｎ是闭凸集。

事实上，由ｘｎ＋１ ＝ＰＣｎ＋１（ｘ０），ｘｎ＋１∈Ｃｎ，投影映射的

唯一性，ＰＦ（ｘ０）∈ＦＣｎ以及Ｃｎ的凸性知：

ｘｎ＋１－ｘ０ ≤ ＰＦ（ｘ０）－ｘ０ （３）

那么 ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ－ｘ０ 存在，即序列 ｛ｘｎ｝是有界的，再由

｛ｕｉ，ｎ｝，｛ｖｉ，ｎ｝是Ｃ中有界序列和ｐ∈Ｆ，则

ｍａｘ｛ｓｕｐ
ｎ≥１
ｕｉ，ｎ－ｐ，ｓｕｐｎ≥１ ｖｉ，ｎ－ｐ：ｐ∈Ｆ｝＜∞

又 由 ｕｉ，ｎ－ｘｎ ≤ ｕｉ，ｎ－ｐ ＋ ｘｎ－ｐ， 则

ｕｉ，ｎ－ｘｎ 是有界的，同理 ｖｉ，ｎ－ｘｎ 也是有界的，因为

Ｆ：＝∩
∞

ｉ＝１
Ｆｉｘ（Ｔｉ）≠Ф，则 Ｔｎｉｚｉ，ｎ－ｐ有界。再由（２）式

和引理 ２（ｂ），ｐ∈ Ｆ，ｉ∈ Ｎ，ｎ≥ １和 Ｍ ＝

ｓｕｐ
ｎ∈Ｎ
｛ｘｎ－ｐ：ｐ∈Ｆ｝＜∞有：

ｙｉ，ｎ－ｐ
２ ＝ αｉ，ｎｘｎ＋βｉ，ｎＴ

ｎ
ｉｚｉ，ｎ＋γｉ，ｎｕｉ，ｎ－ｐ

２ ＝

βｉ，ｎ（Ｔ
ｎ
ｉｚｉ，ｎ－ｐ＋γｉ，ｎ（ｕｉ，ｎ－ｘｎ））＋

（１－βｉ，ｎ）（ｘｎ－ｐ＋γｉ，ｎ（ｕｉ，ｎ－ｘｎ））
２ ＝

βｉ，ｎ Ｔｎｉｚｉ，ｎ－ｐ＋γｉ，ｎ（ｕｉ，ｎ－ｘｎ）
２＋

（１－βｉ，ｎ）（ｘｎ－ｐ＋γｉ，ｎ（ｕｉ，ｎ－ｘｎ））
２－

（１－βｉ，ｎ）βｉ，ｎ Ｔｎｉｚｉ，ｎ－ｘｎ
２≤

βｉ，ｎ Ｔｎｉｚｉ，ｎ－ｐ
２＋（１－βｉ，ｎ）ｘｎ－ｐ

２－

（１－βｉ，ｎ）βｉ，ｎ Ｔｎｉｘｎ－ｘｎ
２＋

２βｉ，ｎγｉ，ｎ Ｔｎｉｚｉ，ｎ－ｐ ｕｉ，ｎ－ｘｎ ＋

γ２ｉ，ｎ ｕｉ，ｎ－ｘｎ
２＋

２（１－βｉ，ｎ）γｉ，ｎ ｘｎ－ｐ ｕｉ，ｎ－ｘｎ ≤

βｉ，ｎａ
２
ｉ．ｎ（ｐ）ｚｉ，ｎ－ｐ

２＋

（１－βｉ，ｎ）ｘｎ－ｐ
２＋γｉ，ｎＭｉ，１ （４）

ｚｉ，ｎ－ｐ
２ ＝ α′ｉ，ｎｘｎ＋β′ｉ，ｎＴ

ｎ
ｉｘｎ＋γ′ｉ，ｎｖｉ，ｎ－ｐ

２ ＝

β′ｉ，ｎ （Ｔｎｉｘｎ－ｐ＋γ′ｉ，ｎ（ｖｉ，ｎ－ｘｎ））
２＋

（１－β′ｉ，ｎ）（ｘｎ－ｐ＋γ′ｉ，ｎ（ｖｉ，ｎ－ｘｎ））
２－

（１－β′ｉ，ｎ）β′ｉ，ｎ Ｔｎｉｘｎ－ｘｎ
２≤

β′ｉ，ｎａ
２
ｉ，ｎ（ｐ）ｘｎ－ｐ

２＋

（１－β′ｉ，ｎ）ｘｎ－ｐ
２＋

２β′ｉ，ｎγ′ｉ，ｎａｉ，ｎ（ｐ）ｘｎ－ｐ ｖｉ，ｎ－ｘｎ ＋

２（１－β′ｉ，ｎ）γ′ｉ，ｎ ｘｎ－ｐ ｖｉ，ｎ－ｘｎ ＋

γ′２ｉ，ｎ ｖｉ，ｎ－ｘｎ
２≤

（β′ｉ，ｎａ
２
ｉ，ｎ（ｐ）＋（１－β′ｉ，ｎ））ｘｎ－ｐ

２＋

γ′ｉ，ｎＭｉ，２ （５）
结合（４）式和（５）式得：

ｙｉ，ｎ－ｐ
２≤βｉ，ｎａ

２
ｉ．ｎ（ｐ）ｚｉ，ｎ－ｐ

２＋

（１－βｉ，ｎ）ｘｎ－ｐ
２＋γｉ，ｎＭｉ，１ ＝

ｘｎ－ｐ
２＋

βｉ，ｎβ′ｉ，ｎａ
４
ｉ，ｎ（ｐ）ｘｎ－ｐ

２＋

βｉ，ｎ（ａ
２
ｉ．ｎ（ｐ）（１－β′ｉ，ｎ）－１）ｘｎ－ｐ

２＋

βｉ，ｎａ
２
ｉ．ｎ（ｐ）γ′ｉ，ｎＭｉ，２＋γｉ，ｎＭｉ，１

则

ｙｉ，ｎ－ｐ
２≤ ｘｎ－ｐ

２＋θｉ，ｎ （６）

那么ｐ∈Ｃｉ，ｎ（ｉ∈Ｎ，ｎ≥１），即证明ＦＣｎ。
由于 ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ－ｘ０ 存在，假设 ｍ ＞ｎ，则 ｘｍ ＝

ＰＣｍ（ｘ０）∈ＣｍＣｎ，再由Ｃｎ的凸性和ｘｎ ＝ＰＣｎ（ｘ０）以
及引理１知：＜ｘｍ －ｘｎ，ｘｎ－ｘ０ ＞≥０，那么，

ｘｍ －ｘｎ
２ ＝ ｘｍ －ｘ０

２＋ ｘｎ－ｘ０
２－

２＜ｘｍ －ｘｎ，ｘｎ－ｘ０ ＞≤

ｘｍ －ｘ０
２＋

ｘｎ－ｘ０
２→０（ｎ→∞）

所以 ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｍ －ｘｎ ＝０成立，即 ｛ｘｎ｝是 Ｃａｕｃｈｙ列，则

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ＋１－ｘｎ ＝０。

根据ｘｎ＋１∈Ｃｉ，ｎ以及序列｛ｘｎ｝的定义知

β２ｉ，ｎ Ｔｎｉｚｉ，ｎ－ｘｎ
２＝ ｙｉ，ｎ－ｘｎ＋γｉ，ｎ（ｘｎ－ｕｉ，ｎ）

２≤

（ｙｉ，ｎ－ｘｎ＋１ ＋ ｘｎ＋１－ｘｎ ＋

γｉ，ｎ ｘｎ－ｕｉ，ｎ ）
２ ＝

ｙｉ，ｎ－ｘｎ＋１
２＋ ｘｎ＋１－ｘｎ

２＋

２ｙｉ，ｎ－ｘｎ＋１ ｘｎ＋１－ｘｎ ＋

γ２ｉ，ｎ ｘｎ－ｕｉ，ｎ
２＋

２γｉ，ｎ ｘｎ－ｕｉ，ｎ （ｙｉ，ｎ－ｘｎ＋１ ＋

ｘｎ＋１－ｘｎ ）≤

ｙｉ，ｎ－ｘｎ＋１
２＋θｉ，ｎ＋ ｘｎ＋１－ｘｎ

２＋

２ｙｉ，ｎ－ｘｎ＋１ ｘｎ＋１－ｘｎ ＋

γ２ｉ，ｎ ｘｎ－ｕｉ，ｎ
２＋

２γｉ，ｎ ｘｎ－ｕｉ，ｎ ｛ｘｎ＋１－ｘｎ ＋

（ｘｎ－ｘｎ＋１
２＋θｉ，ｎ）

１
２
｝ （７）

由ｌｉｍ
ｎ→∞
θｉ，ｎ ＝０，∑

∞

ｎ＝１
γｉ，ｎ ＜∞，ｌｉｍｎ→∞ｓｕｐβｉ，ｎ ＜１，（７）式
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和ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ－ｘｎ＋１ ＝０知：ｌｉｍｎ→∞ Ｔ

ｎ
ｉｚｉ，ｎ－ｘｎ

２ ＝０。

由于｛ｘｎ｝是有界的，设序列 ｛ｘｎｊ｝是序列 ｛ｘｎ｝的
子序列，使得ｌｉｍ

ｊ→∞
ｘｎｊ－ｐ＝ｌｉｍｎ→∞ｓｕｐｘｎ－ｐ，再由ｊ≥

１，ｐ∈Ｆ，

ｘｎｊ－ｐ≤ ｘｎｊ－Ｔ
ｎｊ
ｉｚｉ，ｎｊ ＋ Ｔｎｊｉｚｉ，ｎｊ －ｐ＝

ｘｎｊ－Ｔ
ｎｊ
ｉｚｉ，ｎｊ ＋ａｉ，ｎ（ｐ）ｚｉ，ｎｊ －ｐ

则ｌｉｍ
ｊ→∞
ｉｎｆｘｎｊ－ｐ≤ｌｉｍｊ→∞ｉｎｆｚｉ，ｎｊ －ｐ，再由式（１）和

式（５）知：

ｚｉ，ｎｊ －ｐ≤（β′ｉ，ｎｊａ
２
ｉ，ｎｊ（ｐ）＋

（１－β′ｉ，ｎｊ））
１
２ ｘｎｊ－ｐ＋（γ′ｉ，ｎｊＭｉ，２）

１
２

则：ｌｉｍ
ｊ←∞
ｓｕｐｚｉ，ｎｊ －ｐ≤ｌｉｍｊ←∞ｓｕｐｘｎｊ－ｐ。

综上得：ｌｉｍ
ｊ←∞
ｚｉ，ｎｊ －ｐ＝ｌｉｍｊ←∞ ｘｎｊ－ｐ，再由式（５）可

知：

（１－β′ｉ，ｎ）β′ｉ，ｎ Ｔｎｉｘｎ－ｘｎ
２≤

β′ｉ，ｎａ
２
ｉ，ｎ（ｐ）ｘｎ－ｐ

２＋

（１－β′ｉ，ｎ）ｘｎ－ｐ
２＋

γ′ｉ，ｎＭｉ，２－ ｚｉ，ｎ－ｐ
２

根据β′ｉ，ｎ∈［δ，１－δ］，δ∈（０，１）和∑
∞

ｎ＝１
γ′ｉ，ｎ ＜∞

知：

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｔｎｉｘｎ－ｘｎ ＝０ （８）

所以，

Ｔｉｘｎ－ｘｎ ≤ Ｔｉｘｎ－Ｔ
ｎ＋１
ｉ ｘｎ ＋

Ｔｎ＋１ｉ ｘｎ－Ｔ
ｎ＋１
ｉ ｘｎ＋１ ＋

Ｔｎ＋１ｉ ｘｎ＋１－ｘｎ＋１ ＋ ｘｎ＋１－ｘｎ ≤

Ｌｉ Ｔｉｘｎ－Ｔ
ｎ＋１
ｉ ｘｎ ＋Ｌｉ ｘｎ－ｘｎ＋１ ＋

Ｔｎ＋１ｉ ｘｎ＋１－ｘｎ＋１ ＋ ｘｎ＋１－ｘｎ
根据式（８）和ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ＋１－ｘｎ ＝０知：

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｔｉｘｎ－ｘｎ ＝０ （９）

根据式（９）、命题 １和 ｛ｘｎ｝是有界性知：Φ≠
ωｗ｛ｘｎ｝Ｆ，由式（３）以及引理４知：ｘｎ→ＰＦ（ｘ０）。证
明完毕。

推论１ 设Ｈ是实Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，Ｃ是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Ｈ
的一个非空闭凸子集，Ｔｉ：Ｃ→Ｃ是一致Ｌｉ－Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚｉａｎ
的和存在序列｛ａｉ，ｎ｝［１，＋∞），满足ｌｉｍｎ→∞ａｉ，ｎ ＝１，（ｉ

∈Ｎ）的逐点渐进扩张映射，存在｛βｉ，ｎ｝∞ｎ＝０，｛β′ｉ，ｎ｝∞ｎ＝０都
是［０，１］中的２个序列，若满足 βｉ，ｎ，β′ｉ，ｎ∈ （０，１），任

意给定的初始点ｘ０∈Ｃ，再令Ｆ：＝∩
∞

ｉ＝１
Ｆｉｘ（Ｔｉ）≠Ф，定

义序列｛ｘｎ｝如下形式：

｛Ｃｉ，１ ＝Ｃ，Ｃ１ ＝∩
∞

ｉ＝１
Ｃｉ，１，ｘ１ ＝ＰＣ１（ｘ０）

ｙｉ，ｎ ＝（１－βｉ，ｎ）ｘｎ＋βｉ，ｎＴ
ｎ
ｉｚｉ，ｎ

ｚｉ，ｎ ＝（１－β′ｉ，ｎ）ｘｎ＋β′ｉ，ｎＴ
ｎ
ｉｘｎ

Ｃｉ，ｎ＋１ ＝｛ｚ∈Ｃｉ，ｎ：ｙｉ，ｎ－ｚ
２≤ ｘｎ－ｚ

２＋θｉ，ｎ｝

Ｃｎ＋１ ＝∩
∞

ｉ＝１
Ｃｉ，ｎ＋１

ｘｎ＋１ ＝ＰＣｎ＋１（ｘ０）

其 中 θｉ，ｎ ＝ （βｉ，ｎ（ａ
４
ｉ，ｎ（ｐ） － １））Ｍ２， 且 Ｍ ＝

ｓｕｐ
ｎ∈Ｎ
｛ｘｎ－ｐ：ｐ∈ Ｆ｝＜∞，则序列 ｛ｘｎ｝强收敛于

ＰＦ（ｘ０）。

证明 在定理１的带误差项的修正 Ｉｓｈｉｋａｗａ迭代算

法的序列｛ｘｎ｝中取γｉ，ｎ ＝γ′ｉ，ｎ ＝０，证明方法同定理１。
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