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非负矩阵 Ｈａｄａｍａｒｄ积谱半径的上界

刘 新，杨晓英

（四川信息职业技术学院基础教育部，四川 广元 ６２８０１７）

　　摘　要：设矩阵Ａ与Ｂ是非负矩阵，给出 Ａ与 Ｂ的 Ｈａｄａｍａｒｄ积 Ａ°Ｂ谱半径 ρ（Ａ°Ｂ）上界的新估计

式。新估计式只与矩阵的元素有关，易于计算。理论分析和数值算例也说明所得估计式改进了现有的

一些结果。
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引 言

非负矩阵理论研究已成为数学的—个重要分支，在

经济学、概率统计、最优控制和工程学上有着广泛的应

用，是解决现代科技生产中重大问题的重要工具之一。

矩阵的Ｈａｄａｍａｒｄ积是一种特殊的矩阵乘积，常出现在

诸如偏微分方程中的弱极小原理、组合论中的结合方案

等领域。其中关于非负矩阵的 Ｈａｄａｍａｒｄ积谱半径上界

的估计，近年来受到了国内外许多学者的广泛关注和研

究，得到了一系列估计式［１７］。

Ｎ表示集合 ｛１，２，…，ｎ｝，Ｒｍ×ｎ表示 ｍ×ｎ阶实矩

阵，Ｃｍ×ｎ表示ｍ×ｎ阶复矩阵，ρ（Ｐ）表示ｎ×ｎ阶非负

矩阵Ｐ的谱半径。

定义１［１］ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ，如果ａｉｊ≥０（ｉ，ｊ＝

１，２，…，ｎ），则称矩阵 Ａ为非负矩阵，记为 Ａ≥ ０；若

ａｉｊ＞０（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ），则称矩阵 Ａ为正矩阵，记为

Ａ＞０。

定义２［１］ 设Ａ∈Ｃｎ×ｎ，当ｎ≥２时，若存在ｎ×ｎ阶

置换矩阵Ｐ，使得

ＰＴＡＰ＝
Ａ１１ Ａ１２
０ Ａ[ ]

２２

其中Ａ１１是ｒ×ｒ阶子矩阵，Ａ２２是（ｎ－ｒ）×（ｎ－ｒ）阶子

矩阵（１≤ｒ＜ｎ），则称矩阵Ａ为可约矩阵。若没有置

换矩阵Ｐ存在，则称矩阵Ａ为不可约矩阵。

定义３［２］ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｃ
ｍ×ｎ，Ｂ＝（ｂｉｊ）∈Ｃ

ｍ×ｎ，

用Ａ°Ｂ表示Ａ和Ｂ对应元素相乘而成的ｍ×ｎ阶矩阵，

即Ａ°Ｂ＝（ａｉｊｂｉｊ）∈ Ｃ
ｍ×ｎ。则 Ａ°Ｂ称为 Ａ和 Ｂ的 Ｈａｄ

ａｍａｒｄ积。

若Ａ为非负矩阵，则由Ｐｅｒｒｏｎ－Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ定理可知，

ρ（Ａ）∈σ（Ａ）（其中σ（Ａ）是矩阵Ａ的谱）［２］。

在文献［１］中首先给出了Ａ°Ｂ的谱半径上界的估计

式：ρ（Ａ°Ｂ）≤ ρ（Ａ）ρ（Ｂ）。２００７年，Ｆａｎｇ在文献［３］给

出了：

ρ（Ａ°Ｂ）≤ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ
｛２ａｉｉｂｉｉ＋ρ（Ａ）ρ（Ｂ）－

ａｉｉρ（Ｂ）－ｂｉｉρ（Ａ）｝

２００８年，Ｈｕａｎｇ［４］给出上界估计式：

ρ（Ａ°Ｂ）≤（１＋ρ（Ｊ′Ａ）ρ（Ｊ′Ｂ））ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ
（ａｉｉｂｉｉ）

２００９年，Ｌｉｕ等在文献［５］中得出

ρ（Ａ°Ｂ）≤ｍａｘ
ｉ≠ｊ

１
２｛ａｉｉｂｉｉ＋ａｊｊｂｊｊ＋

［（ａｉｉｂｉｉ－ａｊｊｂｊｊ）
２＋４（ρ（Ａ）－ａｉｉ）

（ρ（Ｂ）－ｂｉｉ）（ρ（Ａ）－ａｊｊ）（ρ（Ｂ）－ｂｊｊ）］
１
２
｝

２０１０年，Ｌｉ等在文献［６］中给出 ρ（Ａ°Ｂ）一个只依赖于

矩阵元素的估计式：



ρ（Ａ°Ｂ）≤ｍａｘ
ｉ
ａｉｉｂｉｉ＋ｍｉ∑

ｊ≠ｉ

ｂｊｉ
ｈ{ }
ｊ

２０１０年，刘新等在文献［７］中又给出一个新估计式：

ρ（Ａ°Ｂ）≤ｍａｘ
ｉ
ａｉｉｂｉｉ＋ｓｉ∑

ｊ≠ｉ

ｂｊｉ
ｈ{ }
ｊ

本文给出了非负矩阵Ａ与Ｂ的Ｈａｄａｍａｒｄ积谱半径

ρ（Ａ°Ｂ）上界的新估计式，新估计式在理论上改进了文

献［７］中的结果，同时，通过算例分析说明新估计式也改

进了现有的结果。

１ 非负矩阵Ｈａｄａｍａｒｄ积谱半径的上界估计

首先，给出一些记号，它们会在后面的讨论中用到。

记：

ｃｉｌ＝
ａｉｌ

ａｌｌ －∑
ｋ≠ｌ，ｉ

ａｋｌ
，ｌ≠ｉ

ｃｉ＝ｍａｘｌ≠ｉ｛ｃｉｌ｝，ｉ∈Ｎ

ｓｊｉ＝ ａｊｉｈｊ，ｈｊ＝
ｃｊ， ｃｊ≠０

１， ｃｊ＝{ ０

ｓｉ＝ｍａｘｊ≠ｉ｛ｓｊｉ｝，ｉ，ｊ∈Ｎ

引理１［１］ 设Ａ，Ｂ∈Ｒｎ×ｎ，Ｄ∈Ｒｎ×ｎ与Ｅ∈Ｒｎ×ｎ都

是对角矩阵，则

Ｄ（Ａ°Ｂ）Ｅ＝（ＤＡＥ）°Ｂ＝（ＤＡ）°（ＢＥ）＝

（ＡＥ）°（ＤＢ）＝Ａ°（ＤＢＥ）

引理２［８］ 设Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ是任意复矩阵，则Ａ的所

有特征值都位于下列区域之中

∪
ｎ

ｉ，ｊ＝１ｉ≠ｊ
｛ｚ∈Ｃ：ｚ－ａｉｉ ｚ－ａｊｊ≤∑

ｋ≠ｉ
ａｋｉ∑

ｋ≠ｊ
ａｋｊ｝

定理１ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ，Ｂ∈Ｒｎ×ｎ是非负矩阵，

则

ρ（Ａ°Ｂ）≤ｍａｘ
ｉ≠ｊ

１
２｛ａｉｉｂｉｉ＋ａｊｊｂｊｊ＋［（ａｉｉｂｉｉ－ａｊｊｂｊｊ）

２＋

４ｓｉｓｊ∑
ｋ≠ｉ

ｂｋｉ
ｈｋ∑ｋ≠ｊ

ｂｋｊ
ｈｋ

（１）

证明 若 Ａ°Ｂ不可约，则 Ａ，Ｂ不可约。令 Ｓ＝

ｄｉａｇ（ｓ１，ｓ２，…，ｓｎ） 且 Ｓ ＞ ０， 而 且 σ（Ａ°Ｂ） ＝

σ（Ｓ－１（Ａ°Ｂ）Ｓ）＝σ（Ｓ（ＡＴ°ＢＴ）Ｓ－１）。因为 ρ（Ａ°Ｂ）是

Ａ°Ｂ的一个特征值，那么ρ（Ａ°Ｂ）∈σ（Ｓ（ＡＴ°ＢＴ）Ｓ－１）。

设ρ（Ａ°Ｂ）＝λ，由引理２知，存在数对 （ｉ，ｊ），ｉ≠
ｊ（１≤ｉ，ｊ≤ｎ），使得

λ－ａｉｉｂｉｉ λ－ａｊｊｂｊｊ≤∑
ｋ≠ｉ

ａｋｉｂｋｉ
ｓｋ
ｓｉ∑
ｋ≠ｊ

ａｋｊｂｋｊ
ｓｋ
ｓｊ＝

∑
ｋ≠ｉ，ａｋｉ≠０

ａｋｉｂｋｉ
ｓｋ
ｓｉ∑
ｋ≠ｊ，ａｋｊ≠０

ａｋｊｂｋｊ
ｓｋ
ｓｊ≤

∑
ｋ≠ｉ，ａｋｉ≠０

ａｋｉｂｋｉ
ａｋｉｈｋ

ｓｉ∑
ｋ≠ｊ，ａｋｊ≠０

ａｋｊｂｋｊ
ａｋｊｈｋ
ｓｊ≤

ｓｉｓｊ∑
ｋ≠ｉ

ｂｋｉ
ｈｋ∑ｋ≠ｊ

ｂｋｊ
ｈｋ

即

λ≤ １
２｛ａｉｉｂｉｉ＋ａｊｊｂｊｊ＋［（ａｉｉｂｉｉ－ａｊｊｂｊｊ）

２＋

４ｓｉｓｊ∑
ｋ≠ｉ

ｂｋｉ
ｈｋ∑ｋ≠ｊ

ｂｋｊ
ｈｋ
］

１
２
｝

则

ρ（Ａ°Ｂ）≤ｍａｘ
ｉ≠ｊ

１
２｛ａｉｉｂｉｉ＋ａｊｊｂｊｊ＋［（ａｉｉｂｉｉ－ａｊｊｂｊｊ）

２＋

４ｓｉｓｊ∑
ｋ≠ｉ

ｂｋｉ
ｈｋ∑ｋ≠ｊ

ｂｋｊ
ｈｋ
］

１
２
｝

若Ａ°Ｂ可约。令Ｔ＝（ｔｉｊ）是ｎ×ｎ阶置换矩阵，且

ｔ１２ ＝ｔ２３ ＝… ＝ｔｎ－１，ｎ ＝ｔｎ１ ＝１，其余的ｔｉｊ＝０，则对于

任意正实数η，当η充分小时，使得Ａ＋ηＴ和Ｂ＋ηＴ都

是不可约非负矩阵，若用Ａ＋ηＴ，Ｂ＋ηＴ代替Ａ，Ｂ，并令

η→０，则结论仍然成立。证毕。

定理２ 设Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ，Ｂ＝（ｂｉｊ）∈Ｒ

ｎ×ｎ是非

负矩阵，则

ｍａｘ
ｉ≠ｊ

１
２｛ａｉｉｂｉｉ＋ａｊｊｂｊｊ＋［（ａｉｉｂｉｉ－ａｊｊｂｊｊ）

２＋

４ｓｉｓｊ∑
ｋ≠ｉ

ｂｋｉ
ｈｋ∑ｋ≠ｊ

ｂｋｊ
ｈｋ
］

１
２
｝≤

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

ａｉｉｂｉｉ＋ｓｉ∑
ｊ≠ｉ

ｂｊｉ
ｈ{ }
ｊ

证明 不失一般性，对于ｉ≠ｊ（１≤ｉ，ｊ≤ｎ），设

ａｉｉｂｉｉ＋ｓｉ∑
ｋ≠ｉ

ｂｋｉ
ｈｋ
≥ａｊｊｂｊｊ＋ｓｊ∑

ｋ≠ｊ

ｂｋｊ
ｈｋ

（２）

则（２）式等价于

ｓｊ∑
ｋ≠ｊ

ｂｋｊ
ｈｋ
≤ａｉｉｂｉｉ－ａｊｊｂｊｊ＋ｓｉ∑

ｋ≠ｉ

ｂｋｉ
ｈｋ

（３）

由（１）式与（３）式，可知

１
２｛ａｉｉｂｉｉ＋ａｊｊｂｊｊ＋［（ａｉｉｂｉｉ－ａｊｊｂｊｊ）

２＋

４ｓｉｓｊ∑
ｋ≠ｉ

ｂｋｉ
ｈｋ∑ｋ≠ｊ

ｂｋｊ
ｈｋ
］

１
２
｝≤

１
２｛ａｉｉｂｉｉ＋ａｊｊｂｊｊ＋［（ａｉｉｂｉｉ－ａｊｊｂｊｊ）

２＋

４ｓｉ∑
ｋ≠ｉ

ｂｋｉ
ｈｋ
（ａｉｉｂｉｉ－ａｊｊｂｊｊ＋ｓｉ∑

ｋ≠ｉ

ｂｋｉ
ｈｋ
）］

１
２
｝＝

１
２｛ａｉｉｂｉｉ＋ａｊｊｂｊｊ＋［（ａｉｉｂｉｉ－ａｊｊｂｊｊ）

２＋

４（ａｉｉｂｉｉ－ａｊｊｂｊｊ）ｓｉ∑
ｋ≠ｉ

ｂｋｉ
ｈｋ
＋（２ｓｉ∑

ｋ≠ｉ

ｂｋｉ
ｈｋ
）２］

１
２
｝＝
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１
２ ａｉｉｂｉｉ＋ａｊｊｂｊｊ＋［（ａｉｉｂｉｉ－ａｊｊｂｊｊ＋２ｓｉ∑ｋ≠ｉ

ｂｋｉ
ｈｋ
）２］{ }１

２ ＝

１
２ ａｉｉｂｉｉ＋ａｊｊｂｊｊ＋ａｉｉｂｉｉ－ａｊｊｂｊｊ＋２ｓｉ∑

ｋ≠ｉ

ｂｋｉ
ｈ{ }
ｋ

＝

ａｉｉｂｉｉ＋ｓｉ∑
ｋ≠ｉ

ｂｋｉ
ｈｋ

故

ｍａｘ
ｉ≠ｊ

１
２ ａｉｉｂｉｉ＋ａｊｊｂｊｊ＋［（ａｉｉｂｉｉ－ａｊｊｂｊｊ）{ ２＋

４ｓｉｓｊ∑
ｋ≠ｉ

ｂｋｉ
ｈｋ∑ｋ≠ｊ

ｂｋｊ
ｈｋ
］ }１

２ ≤

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

ａｉｉｂｉｉ＋ｓｉ∑
ｊ≠ｉ

ｂｊｉ
ｈ{ }
ｊ

注 定理２说明，定理１的结果改进了文献［７］中定

理２的结果。

２ 实 例

例 设

Ａ＝

４ １ １ １

２ ５ １ １

０ ２ ４ １











１ １ １ ４

，Ｂ＝

１ １ ０ ０

１ ３ ２ ０

０ １ ４ ３











０ ０ １ ５

由估计式

ρ（Ａ°Ｂ）≤ρ（Ａ）ρ（Ｂ）＝５０１２７４

ρ（Ａ°Ｂ）≤ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ
｛２ａｉｉｂｉｉ＋ρ（Ａ）ρ（Ｂ）－

ａｉｉρ（Ｂ）－ｂｉｉρ（Ａ）｝＝２５５３６４

ρ（Ａ°Ｂ）≤（１＋ρ（Ｊ′Ａ）ρ（Ｊ′Ｂ））

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ
（ａｉｉｂｉｉ）＝３９７４６８

由文献［５］中的定理４，得

ρ（Ａ°Ｂ）≤２５３６４４

由估计式

ρ（Ａ°Ｂ）≤ｍａｘ
ｉ
ａｉｉｂｉｉ＋ｍｉ∑

ｊ≠ｉ

ｂｊｉ
ｈ{ }
ｊ

＝２３２

由文献［７］中定理２，得

ρ（Ａ°Ｂ）≤ｍａｘ
ｉ
ａｉｉｂｉｉ＋ｓｉ∑

ｊ≠ｉ

ｂｊｉ
ｈ{ }
ｊ

＝２３

应用本文的定理１，得

ρ（Ａ°Ｂ）≤２２

而ρ（Ａ°Ｂ）的真值为：

ρ（Ａ°Ｂ）＝２０７４３９

注 通过数值算例的结果，可知定理 １的结果有效

地改进了文献［７］中定理２的结果，也改进了其他文献

的结果。
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