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空间扩散方程 Ｃａｕｃｈｙ问题的解及其正规性

郭时光，刘仕田

（四川理工学院理学院，四川 自贡 ６４３０００）

　　摘　要：文章研究了三维扩散方程Ｃａｕｃｈｙ问题。使用变数替换方法得到一个形式解表达式，最后给

出了这个形式解是正规解的一个条件。此结果有利于理论分析和应用。
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　　对于三维无限区域扩散方程Ｃａｕｃｈｙ问题
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其中：ａ是正数；Ｒ是实数域。如果其中函数 ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，

ｔ）与ｇ（ｘ，ｙ，ｚ）均分别关于ｘ，ｙ，ｚ存在Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，ｆ

（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）关于ｔ存在Ｌａｐｌａｃｅ变换，则使用这些变换，

可求得该问题的形式解的积分表达式［１８］：
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然而，该形式解的表达式，当ｔ＝０时无意义；而如果

取ｔ趋近于零，也不能得到好结果［９１２］。所以，这个解不

能是问题（１）的任何正规解的表达式。鉴于正规解的重

要性，就要研究其正规解的形式，以及其为正规时自由

项所需要满足的条件。

１ 形式解的积分变数替换

采用变数替换，将表达式（２）中前面一个积分做下

列变数替换

ｘ０ ＝ｘ＋２槡ａｔα，ｙ０ ＝ｙ＋２槡ａｔβ，ｚ０ ＝ｚ＋２槡ａｔγ

而后面一个积分做下列变数替换

ｘ０ ＝ｘ＋２ａ ｔ－槡 τα，ｙ０ ＝ｙ＋２ａ ｔ－槡 τβ

ｚ０ ＝ｚ＋２ａ ｔ－槡 τγ

即可得
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ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）ｄαｄβｄγ （３）

２ 解的正规性

定理１ 对于扩散方程 Ｃａｕｃｈｙ问题（１），在定解区

域，如果其中



１０函数ｇ（ｘ，ｙ，ｚ）满足条件：

ｇ（ｘ＋２槡ａｔα，ｙ＋２槡ａｔβ，ｚ＋２槡ａｔγ）×

ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）

及其关于变数ｔ的偏导数，以及它关于变数 ｘ，ｙ，ｚ的各

个二阶偏导数均一致连续，关于变数 α，β，γ绝对可积，

且使得成立下列三个极限等式

ｌｉｍ
α→∞
［ｇ１（ｘ＋２槡ａｔα，ｙ＋２槡ａｔβ，ｚ＋２槡ａｔγ）

ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）］＝０

ｌｉｍ
β→∞
［ｇ２（ｘ＋２槡ａｔα，ｙ＋２槡ａｔβ，ｚ＋２槡ａｔγ）

ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）］＝０

ｌｉｍ
γ→∞
［ｇ３（ｘ＋２槡ａｔα，ｙ＋２槡ａｔβ，ｚ＋２槡ａｔγ）

ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）］＝０

２０函数ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）满足条件：

ｆ（ｘ＋２ａ ｔ－槡 τα，ｙ＋２ａ ｔ－槡 τβ，ｚ＋２ａ ｔ－槡 τγ，τ）×

ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）

及其关于变数ｔ的偏导数，以及关于变数 ｘ，ｙ，ｚ的各个

二阶偏导数均一致连续，关于变数 α，β，γ，τ绝对可积，

且使得成立下列三个极限等式

ｌｉｍ
α→∞
［ｆ１（ｘ＋２ａ ｔ－槡 τα，ｙ＋２ａ ｔ－槡 τβ，

ｚ＋２ａ ｔ－槡 τγ，τ）ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）］＝０
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β→∞
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ｚ＋２ａ ｔ－槡 τγ，τ）ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）］＝０

则表达式为式（３）所示的函数 ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）是问题

（１）正规解。

证明 在定解区域内，用 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）的表达式（３）

计算。当ｔ＝０时，有

ｕｔ＝０ ＝ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，０）＝
１

槡
( )π

３

∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

ｇ（ｘ，ｙ，ｚ）×

ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）ｄαｄβｄγ＋０＝ｇ（ｘ，ｙ，ｚ）

用条件，交换微积分次序，化为累次积分，并用分部积分

法，得


ｔ
－ａ２ 

２

ｘ２
－ａ２ 

２

ｙ２
－ａ２

２

ｚ( )２ ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝
１

槡
( )π

３ 
ｔ
－ａ２ 

２

ｘ２
－ａ２ 

２

ｙ２
－ａ２

２

ｚ( )２

∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

[ ｇ（ｘ＋２槡ａｔα，ｙ＋２槡ａｔβ，ｚ＋２槡ａｔγ）×

ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）ｄαｄβｄγ＋

１

槡
( )π

３

∫
ｔ

０

ｄτ∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

ｆ（ｘ＋２ａ ｔ－槡 τα，

ｙ＋（２ａ ｔ－槡 τβ，ｚ＋２ａ ｔ－槡 τγ，τ）×

ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）ｄαｄβｄγ］＝

１

槡
( )π

３

∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞


ｔ
－ａ２

２

ｘ２
－ａ２

２

ｙ２
－ａ２

２

ｚ( )２ ×
ｇ（ｘ＋２槡ａｔα，ｙ＋２槡ａｔβ，ｚ＋２槡ａｔγ）×

ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）ｄαｄβｄγ＋

１

槡
( )π

３

∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）

ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）ｄαｄβｄγ＋

１

槡
( )π

３

∫
ｔ

０

ｄτ∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞


ｔ
－ａ２ 

２

ｘ２
－ａ２ 

２

ｙ２
－ａ２

２

ｚ( )２
ｆ（ｘ＋２ａ ｔ－槡 τα，ｙ＋２ａ ｔ－槡 τβ，ｚ＋２ａ ｔ－槡 τγ，τ）×

ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）ｄαｄβｄγ＝ １

槡
( )π

３

×

∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

ａα
槡ｔ
ｇ１（ｘ＋２槡ａｔα，ｙ＋２槡ａｔβ，ｚ＋２槡ａｔγ）[ －

ａ２ｇ１１（ｘ＋２槡ａｔα，ｙ＋２槡ａｔβ，ｚ＋２槡ａｔγ）］×

ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）ｄαｄβｄγ＋ １

槡
( )π

３

×

∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

ａβ
槡ｔ
ｇ２（ｘ＋２槡ａｔα，ｙ＋２槡ａｔβ，ｚ＋２槡ａｔγ）[ －

ａ２ｇ２２（ｘ＋２槡ａｔα，ｙ＋２槡ａｔβ，ｚ＋２槡ａｔγ）］×

ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）ｄαｄβｄγ＋ １

槡
( )π

３

×

∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

ａγ
槡ｔ
ｇ３（ｘ＋２槡ａｔα，ｙ＋２槡ａｔβ，ｚ＋２槡ａｔγ）[ －
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（ｙ＋２ａ ｔ－槡 τβ，ｚ＋２ａ ｔ－槡 τγ，τ）－

ａ２ｆ２２（ｘ＋２ａ ｔ－槡 τα，ｙ＋２ａ ｔ－槡 τβ，ｚ＋

２ａ ｔ－槡 τγ，τ）］ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）ｄαｄβｄγ＋
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∫
ｔ
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∫
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ｔ－槡

[ τ
ｆ３（ｘ＋２ａ ｔ－槡 τα，

ｙ＋２ａ ｔ－槡 τβ，ｚ＋２ａ ｔ－槡 τγ，τ）－

ａ２ｆ３３（ｘ＋２ａ ｔ－槡 τα，ｙ＋２ａ ｔ－槡 τβ，ｚ＋

２ａ ｔ－槡 τγ，τ）］ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）ｄαｄβｄγ＝
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槡
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３
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＋∞
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∫
＋∞
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∫
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－∞

ａα
槡ｔ
ｇ１（ｘ＋２槡ａｔα，ｙ＋２槡ａｔβ，ｚ＋２槡ａｔγ[{ ）

－ａ２ｇ１１（ｘ＋２槡ａｔα，ｙ＋２槡ａｔβ，ｚ＋２槡ａｔγ）］×

ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）ｄα｝ｄβｄγ＋ １
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∫
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∫
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ａβ
槡ｔ
ｇ２（ｘ＋２槡ａｔα，ｙ＋２槡ａｔβ，ｚ＋２槡ａｔγ[{ ）

－ａ２ｇ２２（ｘ＋２槡ａｔα，ｙ＋２槡ａｔβ，ｚ＋２槡ａｔγ）］×

ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）ｄβ｝ｄαｄγ＋ １

槡
( )π

３

×

∫
＋∞

－∞
∫
＋∞
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∫
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－∞

ａγ
槡ｔ
ｇ３（ｘ＋２槡ａｔα，ｙ＋２槡ａｔβ，ｚ＋２槡ａｔγ[{ ）

－ａ２ｇ３３（ｘ＋２槡ａｔα，ｙ＋２槡ａｔβ，ｚ＋２槡ａｔγ）］×

ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）ｄγ｝ｄαｄβ＋ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＋

１

槡
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３

∫
ｔ

０

ｄτ∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞
∫
＋∞
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ａα
ｔ－槡

[{ τ
ｆ１（ｘ＋２ａ ｔ－槡 τα，ｙ＋

２ａ ｔ－槡 τβ，ｚ＋２ａ ｔ－槡 τγ，τ）－

ａ２ｆ１１（ｘ＋２ａ ｔ－槡 τα，ｙ＋２ａ ｔ－槡 τβ，ｚ＋

２ａ ｔ－槡 τγ，τ）］ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）ｄα｝ｄβｄγ＋

１

槡
( )π

３

∫
ｔ

０

ｄτ∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

ａβ
ｔ－槡

[{ τ
ｆ２（ｘ＋２ａ ｔ－槡 τα，ｙ＋

２ａ ｔ－槡 τβ，ｚ＋２ａ ｔ－槡 τγ，τ）－

ａ２ｆ２２（ｘ＋２ａ ｔ－槡 τα，ｙ＋２ａ ｔ－槡 τβ，ｚ＋

２ａ ｔ－槡 τγ，τ）］ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）ｄβ｝ｄαｄγ＋

１

槡
( )π

３

∫
ｔ

０

ｄτ∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

ａγ
ｔ－槡

[{ τ
ｆ３（ｘ＋２ａ ｔ－槡 τα，ｙ＋

２ａ ｔ－槡 τβ，ｚ＋２ａ ｔ－槡 τγ，τ）－

ａ２ｆ３３（ｘ＋２ａ ｔ－槡 τα，ｙ＋２ａ ｔ－槡 τβ，ｚ＋

２ａ ｔ－槡 τγ，τ）］ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）ｄγ｝ｄαｄβ＝

１

槡
( )π

３ －ａ
２槡

( )ｔ∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

［ｇ１（ｘ＋２槡ａｔα，ｙ＋２槡ａｔβ，

ｚ＋２槡ａｔγ）ｅｘｐ（－α
２－β２－γ２）］α→＋∞α→－∞ｄβｄγ＋

１

槡
( )π

３ －ａ
２槡

( )ｔ∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

［ｇ２（ｘ＋２槡ａｔα，ｙ＋２槡ａｔβ，

ｚ＋２槡ａｔγ）ｅｘｐ（－α
２－β２－γ２）］β→＋∞β→－∞ｄαｄγ＋

１

槡
( )π

３ －ａ
２槡

( )ｔ∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

［ｇ３（ｘ＋２槡ａｔα，ｙ＋２槡ａｔβ，

ｚ＋２槡ａｔγ）ｅｘｐ（－α
２－β２－γ２）］γ→＋∞γ→－∞ｄαｄβ＋ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＋

１

槡
( )π

３

∫
ｔ

０

－ａ
２ ｔ－槡 τ

ｄτ∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

［ｆ１（ｘ＋２ａ ｔ－槡 τα，

ｙ＋２ａ ｔ－槡 τβ，ｚ＋２ａ ｔ－槡 τγ，τ）×

ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）］α→＋∞α→－∞ｄβｄγ＋

１

槡
( )π

３

∫
ｔ

０

－ａ
２ ｔ－槡 τ

ｄτ∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

［ｆ２（ｘ＋２ａ ｔ－槡 τα，

ｙ＋２ａ ｔ－槡 τβ，ｚ＋２ａ ｔ－槡 τγ，τ）×

ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）］β→＋∞β→－∞ｄαｄγ＋

１

槡
( )π

３

∫
ｔ

０

－ａ
２ ｔ－槡 τ

ｄτ∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

［ｆ３（ｘ＋２ａ ｔ－槡 τα，

ｙ＋２ａ ｔ－槡 τβ，ｚ＋２ａ ｔ－槡 τγ，τ）×

ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）］γ→＋∞γ→－∞ｄαｄβ＝ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）

由此可见，表达式为式（３）的函数 ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）

满足问题（１），所以它是问题（１）的正规解。证毕。

３ 实例

求下列定解问题的解

ｕ
ｔ
－

２ｕ
ｘ２
－

２ｕ
ｙ２
－

２ｕ
ｚ２
＝０

ｕｔ＝０ ＝ｘｙｚ

（（ｘ，ｙ，ｚ）∈Ｒ３，０＜ｔ＜＋∞










）

（４）

解：用公式（３），其中代以

ａ＝１，ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝０，ｇ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｘｙｚ

得解

ｕ＝ １

槡
( )π

３

∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

（ｘ＋２槡ａｔα）×

（ｙ＋２槡ａｔβ）（ｚ＋２槡ａｔγ）×

ｅｘｐ（－α２－β２－γ２）ｄαｄβｄγ＝ｘｙｚ
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