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一类三次多项式系统的定性分析

蒋自国

（阿坝师范高等专科学校数学与财经系，四川 汶川 ６２３００２）

　　摘　要：研究一类具有二实不变直线的三次多项式微分系统 ｘ＇＝ｙ（１－ｘ２），ｙ＇＝－ｘ＋δｙ＋ｎｘ２＋ｍｘｙ

＋ｌｙ２＋ｂｘｙ２，分析了奇点的性态，并运用形式级数法对原点Ｏ进行了中心－焦点判定。利用旋转向量场

的理论和Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ判据得出了系统不存在极限环的充分条件，利用Ｈｏｐｆ分支问题的Ｌｉａｐｕｎｏｖ第二方法

得到了该系统极限环存在性和稳定性的若干充分条件。
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引 言

对平面二次系统的定性分析已经形成了一些成熟

的方法，并且有着广泛的应用［１２］。随着系统次数的增

加，对系统的定性分析的困难程度也会随之增大。近年

来，对于平面三次系统的研究越来越多［３９］。但仍有许

多类型的三次系统有待深入讨论。２００４年，谢向东和张

剑峰［１０］引入了相伴系统的概念。对于多项式微分系统

ｘ＝Ｐ（ｘ，ｙ），ｙ＝Ｑ（ｘ，ｙ） （１）
ｘ＝Ｐ（ｘ，ｙ），ｙ＝Ｑ（ｘ，ｙ）Ｒ（ｙ） （２）

其中Ｐ，Ｑ，Ｒ为多项式，Ｒ（ｙ）＝０的根 ｙ＝ｙ０是系统（２）

的不变直线，系统（２）称为系统（１）的相伴系统，亦称系

统（１）、（２）为一对相伴系统。而部分三次系统可以看

成是二次或三次系统的相伴系统。２００５年，谢向东和陈

凤德［１１－１２］讨论了两类三次系统

ｘ＝－ｙ＋δｘ＋ｌｘ２＋ｍｘｙ＋ｎｙ２，ｙ＝ｘ（１－ｙ２）
ｘ＝－ｙ＋δｘ＋ｌｘ２＋ｍｘｙ＋ｎｙ２，ｙ＝ｘ（１＋ｙ２）

它们是二次系统Ｉ类方程
ｘ＝－ｙ＋δｘ＋ｌｘ２＋ｍｘｙ＋ｎｙ２，ｙ＝ｘ

的分别具有二实、虚不变直线的相伴系统。同年，谢向

东［１３］完整地讨论了一类三次系统

ｘ＝ｙ，ｙ＝－ｘ＋δｙ＋ｎｘ２＋ｍｘｙ＋ｌｙ２＋ｂｘｙ２

２００９年，郑燕花和谢向东［１４］讨论了该三次系统的具有

二虚不变直线的一类相伴系统

ｄｘ
ｄｔ＝ｙ（１＋ｘ

２）

ｄｙ
ｄｔ＝－ｘ＋δｙ＋ｎｘ

２＋ｍｘｙ＋ｌｙ２＋ｂｘｙ{ ２

（３）

其中，ｂ，ｌ，ｍ，ｎ均为实常数。对系统（３）进行了定性分

析，给出了该系统极限环不存在性、唯一性的充分条件。

本文考虑与其相对应的具有二实不变直线的另一

类相伴系统

ｄｘ
ｄｔ＝ｙ（１－ｘ

２）

ｄｙ
ｄｔ＝－ｘ＋δｙ＋ｎｘ

２＋ｍｘｙ＋ｌｙ２＋ｂｘｙ{ ２

（４）

其中，ｂ，ｌ，ｍ，ｎ均为实常数。与系统（３）比较，系统（４）

中的Ｐ（ｘ，ｙ）变为ｙ（１－ｘ２），系统（４）的奇点情况将比系

统（３）复杂。同时，在讨论系统（４）的极限环的存在性

时，由于在文献［１４］中１＋ｘ２恒不为零，而在系统（４）中

１－ｘ２可能为零，则文献［１４］中的方法将失效。本文在

讨论极限环存在性的时候，利用无切直线，将包含原点



的极限环的存在区域缩小为 ｘ＜１，从而避免了零作为

分母的情况发生。同时，利用Ｈｏｐｆ分支问题的Ｌｉａｐｕｎｏｖ

第二方法得到了该系统极限环存在性和稳定性的若干

充分条件。

作变换（ｘ，ｔ）→（－ｘ，－ｔ）可改变ｎ的符号，但不改

变ｍ的符号，又令（ｙ，ｔ）→（－ｙ，－ｔ），可改变ｍ的符号，

但不改变ｎ的符号，所以不妨假设ｎ≥０，ｍ≤０。

１ 奇点的性态

系统（４）的奇点即为方程组

ｙ（１－ｘ２）＝０

－ｘ＋δｙ＋ｎｘ２＋ｍｘｙ＋ｌｙ２＋ｂｘｙ２ ＝{ ０
（５）

的解。令 Δ－１ ＝（δ－ｍ）
２ ＋４（ｂ－ｌ）（ｎ＋１），Δ１ ＝

（δ＋ｍ）２＋４（ｂ＋ｌ）（１－ｎ），当ｂ≠ｌ且Δ－１≥０时，令

ｙ１ ＝
－ｍ＋δ－ Δ－槡 １

２（ｂ－ｌ） ，ｙ２ ＝
－ｍ＋δ＋ Δ－槡 １

２（ｂ－ｌ） ；当ｂ≠－ｌ

且 Δ１ ≥ ０ 时，令 ｙ３ ＝
－ｍ－δ－ Δ槡 １

２（ｂ＋ｌ） ，ｙ４ ＝

－ｍ－δ＋ Δ槡 １

２（ｂ＋ｌ） ；当 ｍ－δ≠ ０时，令 ｙ５ ＝
１＋ｎ
ｍ－δ

；当

ｍ＋δ≠０时，令ｙ６ ＝
１－ｎ
ｍ＋δ

，于是，当ｎ≠０时，有

（ｉ）当｜ｂ｜≠｜ｌ｜时，若 Δ－１≥０，Δ１≥０，则方程组

（５）有６组解：（０，０），（１／ｎ，０），（－１，ｙ１），（－１，ｙ２），

（１，ｙ３），（１，ｙ４）；若Δ－１ ＜０，Δ１≥０，则方程组（５）有４

组解：（０，０），（１／ｎ，０），（１，ｙ３），（１，ｙ４）；若 Δ－１≥ ０，

Δ１ ＜０，则方程组（５）有４组解：（０，０），（１／ｎ，０），（－１，

ｙ１），（－１，ｙ２）；若Δ－１＜０，Δ１＜０，则方程组（５）有２组

解：（０，０），（１／ｎ，０）。

（ｉｉ）当ｂ－ｌ＝０，ｂ＋ｌ≠０时，若ｍ－δ≠０，Δ－１≥０，

则方程组（５）有５组解：（０，０），（１／ｎ，０），（１，ｙ３），（１，

ｙ４），（－１，ｙ５）；若ｍ－δ≠０，Δ１ ＜０，则方程组（５）有３

组解：（０，０），（１／ｎ，０），（－１，ｙ５）；若 ｍ－δ＝０，则直线

ｘ＝－１上的所有点都是方程组（５）的解。

（ｉｉｉ）当ｂ－ｌ≠０，ｂ＋ｌ＝０时，若ｍ－δ≠０，Δ－１≥０，

则方程组（５）有 ５组解：（０，０），（１／ｎ，０），（－１，ｙ１），

（－１，ｙ２），（１，ｙ６）；若ｍ－δ≠０，Δ１＜０，则方程组（５）有

３组解：（０，０），（１／ｎ，０），（１，ｙ６）；若 ｍ－δ＝０，则直线

ｘ＝１上的所有点都是方程组（５）的解。

（ｉｖ）当ｂ－ｌ＝０，ｂ＋ｌ＝０时，若ｍ－δ≠０，则方程组

（５）有４组解：（０，０），（１／ｎ，０），（－１，ｙ５），（１，ｙ６）；若

ｍ－δ＝０，则方程组（５）有２组解：（０，０），（１／ｎ，０）。

系统（４）的雅可比矩阵为：

Ｊ（ｘ，ｙ）＝
－２ｘｙ １－ｘ２

－１＋２ｎｘ＋ｍｙ＋ｂｙ２ δ＋ｍｘ＋２ｌｙ＋２( )ｂｘｙ

则

ＪＯ ＝Ｊ（０，０）＝
０ １

－１( )δ
ＪＮ ＝Ｊ（

１
ｎ，０）＝

０ １－１
ｎ２

１ δ＋ｍ









ｎ

ＪＡｉ
＝Ｊ（－１，ｙｉ）＝

２ｙｉ ０

－１－２ｎ＋ｍｙｉ＋ｂｙ
２
ｉ （－１）

ｉ＋１ Δ－槡
( )

１

，ｉ＝１，２

ＪＡｉ
＝Ｊ（１，ｙｉ）＝

－２ｙｉ ０

－１－２ｎ＋ｍｙｉ＋ｂｙ
２
ｉ （－１）

ｉ＋１ Δ槡
( )

１

，ｉ＝３，４

ＪＡｉ
＝Ｊ（（－１）ｉ，ｙｉ）＝

（－１）ｉ＋１２ｙｉ ０

－１－２ｎ＋ｍｙｉ＋ｂｙ
２
ｉ δ＋（－１）

ｉ( )ｍ，ｉ＝５，６
首先讨论当 δ≠０时的情况，根据上面的分析以及

奇点类型判定的经典理论，有下面两个定理：

定理１ 当δ≠０，ｎ＝０时，系统（４）可能的有限处

实奇点为：Ｏ（０，０），Ａ１（－１，ｙ１），Ａ２（－１，ｙ２），Ａ３（１，

ｙ３），Ａ４（１，ｙ４），Ａ５（－１，ｙ５），Ａ６（１，ｙ６）。当以上奇点存

在时：

（１）若δ＜－２时，Ｏ为稳定的结点；若 －２＜δ＜０

时，Ｏ是稳定的粗焦点；若０＜δ＜２时，Ｏ为不稳定的粗

焦点，若δ＞２时，Ｏ为不稳定的结点。

（２）若 ｂ－ｌ＞０时，Ａ１，Ａ２为鞍点；若 ｂ－ｌ＜０，

δ－ｍ＞０时，Ａ１为鞍点，Ａ２为不稳定的结点；若 ｂ－ｌ＜

０，δ－ｍ＜０时，Ａ１为不稳定的结点，Ａ２为鞍点。

（３）若ｂ＋ｌ＞０时，Ａ３，Ａ４为鞍点；若 ｂ＋ｌ＜０，δ＋

ｍ＞０时，Ａ３为不稳定的结点，Ａ４为鞍点；若 ｂ＋ｌ＜０，

δ－ｍ＜０时，Ａ３为鞍点，Ａ４为不稳定的结点。

（４）若ｍ－δ 槡＜－ ２或０＜ｍ－δ 槡＜ ２时，Ａ５为不稳

定的结点；若 槡－ ２＜ｍ－δ＜０或ｍ－δ 槡＞ ２时，Ａ５为稳

定的结点。

（５）Ａ６为鞍点。

定理２ 当δ≠０，ｎ≠０时，系统（４）可能的有限处实

奇点为：Ｏ（０，０），Ｎ（１／ｎ，０），Ａ１（－１，ｙ１），Ａ２（－１，ｙ２），
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Ａ３（１，ｙ３），Ａ４（１，ｙ４），Ａ５（－１，ｙ５），Ａ６（１，ｙ６）。当以上奇

点存在时：

（１）Ｏ，Ａ１，Ａ２的性态同定理１。

（２）若０＜ｎ＜１时，Ａ３，Ａ４，Ａ６的性态同定理１，Ｎ为

焦点或结点。

（３）若ｎ＞１时，Ｎ为鞍点，Ａ６为不稳定的结点，若

ｂ＋ｌ＞０，δ＋ｍ＞０，则 Ａ３为鞍点，Ａ４为不稳定的结点；

若ｂ＋ｌ＞０，δ＋ｍ＜０或 ｂ＋ｌ＜０，则 Ａ３为稳定的结点，

Ａ４为鞍点。

（４）若 ｍ－δ＜－ ２（１＋ｎ槡 ）或 ０＜ｍ－δ＜

２（１＋ｎ槡 ）时，Ａ５为不稳定的结点；当 － ２（１＋ｎ槡 ）

＜ｍ－δ＜０或ｍ－δ＞ ２（１＋ｎ槡 ）时，Ａ５为稳定的结

点。

其次，当δ＝０时，Ｏ（０，０）是系统（４）所对应线性系

统的中心，需要对奇点进行中心 －焦点判定，采用形式

级数法来研究当δ＝０时奇点Ｏ（０，０）的性态。

定理３ 当δ＝０时，有

（１）若ｍ（ｎ＋ｌ）＞０时，Ｏ（０，０）为系统（４）的一阶

不稳定细焦点。

（２）若ｍ（ｎ＋ｌ）＜０时，Ｏ（０，０）为系统（４）的一阶

稳定细焦点。

（３）若ｍ＝０或ｎ＝ｌ＝０时，Ｏ（０，０）为系统（４）的中

心。

证明 当δ＝０时，令 Ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ２＋ｙ２＋Ｆ３＋Ｆ４＋

…，其中Ｆｍ是ｘ与ｙ的ｍ次齐次多项式（ｍ＝３，４，…），

则有

ｄＦ
ｄｔ（４）

＝ ２ｘ＋
Ｆ３
ｘ
＋
Ｆ４
ｘ
＋( )… （ｙ－ｘ２ｙ）＋

２ｙ＋
Ｆ３
ｘ
＋
Ｆ４
ｘ
＋( )… （－ｘ＋ｎｘ２＋ｍｘｙ＋ｌｙ２＋ｂｘｙ２）

（６）

令（６）式右端的３次项为０，有

ｙ
Ｆ３
ｘ
－ｘ
Ｆ３
ｙ
＋２ｙ（ｎｘ２＋ｍｘｙ＋ｌｙ２）＝０

取极坐标ｘ＝ｒｃｏｓθ，ｙ＝ｒｓｉｎθ，并消去ｒ３后可得

ｄＦ３（ｃｏｓθ，ｓｉｎθ）
ｄｔ ＝２ｎｃｏｓ２θｓｉｎθ＋

２ｍｃｏｓθｓｉｎ２θ＋２ｌｓｉｎ３θ
从而，

Ｆ３（ｃｏｓθ，ｓｉｎθ）＝－
２
３（２ｌ＋ｎ）ｃｏｓ

３θ－

２ｌｃｏｓθｓｉｎ２θ＋２３ｍｓｉｎ
３θ

即

Ｆ３（ｘ，ｙ）＝－
２
３（２ｌ＋ｎ）ｘ

３－２ｌｘｙ２＋２３ｍｘ
３

令（６）式右端的４次项为０，有

ｘ
Ｆ４
ｙ
－ｙ
Ｆ４
ｘ
＝－２（１＋２ｎｌ）ｘ３ｙ＋２ｍ（ｎ－２ｌ）ｘ２ｙ２＋

２（ｂ－２ｌ２＋ｍ２）ｘｙ３＋２ｌｍｙ４

式中取极坐标ｘ＝ｒｃｏｓθ，ｙ＝ｒｓｉｎθ，并消去ｒ４后化简得

ｄＦ４（ｃｏｓθ，ｓｉｎθ）
ｄｔ ＝－２（１＋２ｎｌ）ｃｏｓ３θｓｉｎθ＋

２ｍ（ｎ－２ｌ）ｃｏｓ２θｓｉｎ２θ＋

２（ｂ－２ｌ２＋ｍ２）ｃｏｓθｓｉｎ３θ＋

２ｌｍｓｉｎ４θ

因为

∫
２π

０

ｄＦ４（ｃｏｓθ，ｓｉｎθ）
ｄｔ ｄθ＝１２ｍ（ｎ＋ｌ）π

改取Ｆ４满足方程

ｄＦ４（ｃｏｓθ，ｓｉｎθ）
ｄｔ ＝－２（１＋２ｎｌ）ｃｏｓ３θｓｉｎθ＋

２ｍ（ｎ－２ｌ）ｃｏｓ２θｓｉｎ２θ＋

２（ｂ－２ｌ２＋ｍ２）ｃｏｓθｓｉｎ３θ＋

２ｌｍｓｉｎ４θ－Ｃ４

其中，Ｃ４＝
１
４ｍ（ｎ＋ｌ）。设Φ（ｘ，ｙ）＝ｘ

２＋ｙ２＋Ｆ３＋Ｆ４，

则有
ｄΦ
ｄｔ（４）

＝Ｃ４ｒ
４＋°（ｒ４），于是，由基于Ｌｉａｐｕｎｏｖ思想

的形式级数法可知，当ｍ（ｎ＋ｌ）＞０时，Ｏ为一阶不稳定

细焦点；当ｍ（ｎ＋ｌ）＜０时，Ｏ为一阶稳定细焦点。当

ｍ＝０时，有Ｐ（ｘ，－ｙ）＝ －Ｐ（ｘ，ｙ），Ｑ（ｘ，－ｙ）＝Ｑ（ｘ，

ｙ），则Ｏ为系统（２）的中心。当 ｌ＝ｎ＝０时，有 Ｐ（－ｘ，

ｙ）＝Ｐ（ｘ，ｙ），Ｑ（－ｘ，ｙ）＝－Ｑ（ｘ，ｙ），则Ｏ为系统（２）的

中心。

２ 极限环的存在性

引理１ 系统（４）的包围奇点 Ｏ（０，０）的闭轨必在

区域ｎｘ＜１中。

证明 对系统（４）而言，当 ｎ≠０时，有 ｄｘ
ｄｔ１－ｎｘ＝０

＝

ｙ１－１
ｎ( )２ ，于是，直线１－ｎｘ＝０被系统（４）的奇点 Ｎ

（１／ｎ，０）所分割成的两段是无切的，故系统（４）的包围

奇点Ｏ（０，０）的闭轨不能与直线１－ｎｘ＝０相交，所以，

包围点Ｏ（０，０）的闭轨若存在，必在区域 ｎｘ＜１中。当

ｎ＝０时结论自然成立。
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引理２ 系统（４）的包围奇点 Ｏ（０，０）的闭轨必在

区域 ｘ＜１中。

证明 对系统（４）而言，易知直线 ｘ＝±１是系统

（４）的两条不变直线，于是，系统（４）的包围奇点 Ｏ（０，

０）的闭轨不能与直线ｘ＝±１相交，所以系统（４）的包围

奇点Ｏ（０，０）的闭轨必在区域 ｘ＜１中。

注 由引理１、２可知，系统（４）在 Ｏ外围的极限环

必在区域Ｄ＝｛（ｘ，ｙ）｜ｎｘ＜１，ｘ＜１中。

为了后面讨论问题的方便，采用文［１］的方法将系

统（４）化为Ｌｉéｎａｒｄ方程

ｄｘ
ｄｔ＝ｙ－Ｆ（ｘ）

ｄｙ
ｄｔ＝－ｇ（ｘ

{ ）

（７）

其中

Ｆ′（ｘ）≡ｆ（ｘ）＝－（１－ｘ２）
ｂ－２
２ １－ｘ
１( )＋ｘ

ｌ
２

（ｍｘ＋δ）ｇ（ｘ）＝

－（１－ｘ２）ｂ－１ １－ｘ
１( )＋ｘ

ｌ

（ｎｘ２－ｘ）

定理４ 当下列条件之一成立时，系统（４）在 Ｏ外

围无极限环。

（１）ｍ＝０。

（２）ｍ＜０且δ≤ｍ。

（３）ｍ＜０且δ≥－ｍ。

证明 （１）当δ＝０时，由定理３可知，奇点 Ｏ（０，０）

为系统（４）ｍ＝０的中心，从而系统（４）ｍ＝０无极限环。当 δ

≠０时，因为包围奇点 Ｏ的闭轨只能在区域 Ｄ中，而在

区域Ｄ内有，当δ在实数域 Ｒ上变动时，系统（４）ｍ＝０的

奇点不变，且对任意固定的点Ｐ（ｘ，ｙ）和任意实数δ１＜δ２
有

ｙ（１－ｘ２） －ｘ＋δ２ｙ＋ｎｘ
２＋ｌｙ２＋ｂｘｙ２

ｙ（１－ｘ２） －ｘ＋δ１ｙ＋ｎｘ
２＋ｌｙ２＋ｂｘｙ２

＝

ｙ２（δ１－δ２）（１－ｘ
２）≤０

且等号不在系统（４）ｍ＝０的任意整条轨线上成立。则系

统（４）ｍ＝０关于δ构成广义旋转向量场
［１５］，又δ＝０时，Ｏ

为系统（４）ｍ＝０的中心，所以，由旋转向量场的性质可知，

当δ≠０时，系统（４）在Ｏ外围无极限环。于是，当ｍ＝０

时，系统（４）在Ｏ外围无极限环。

（２）当ｍ＜０时，由引理２可知，系统（４）的包含 Ｏ

的极限环必在区域｜ｘ｜＜１中，从而１－ｘ２＞０。当 δ≤ ｍ

时，
δ
ｍ≥１，于是，ｍｘ＋δ＝ｍ（ｘ＋

δ
ｍ）＜０，从而Ｆ′（ｘ）

≡ｆ（ｘ）＞０。根据Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ判据（文献［１］定理１１０），

有δ≤ ｍ时，系统（４）在Ｏ外围无极限环。同理可证，当

条件（３）成立时，系统（４）在Ｏ外围无极限环。

以下的讨论均假设ｍ＜０。

定理５ 下列条件之一成立时，系统（４）在 Ｏ外围

至少存在一个极限环，且 δ＜０时所产生的极限环不稳

定，δ＞０时所产成的极限环稳定。

（１）ｎ＋ｌ＜０，－１＜＜δ＜０。

（２）ｎ＋ｌ＞０，０＜δ＜＜１。

证明 在定理５条件（１）下，由定理１、３可知，系统

（４）｜δ＝０以Ｏ（０，０）为不稳定细焦点，而当 －１＜＜δ＜０

时，系统 （４）以Ｏ（０，０）为稳定粗焦点，由 Ｈｏｐｆ分支问

题的Ｌｉａｐｕｎｏｖ第二方法（文献［１６］第８章定理１１）可

知在此两种参数条件下系统（４）在点 Ｏ（０，０）外围至少

产生一个不稳定的极限环。

在定理的条件（２）下，由定理 １、３可知，系统（４）

δ＝０以Ｏ（０，０）为稳定细焦点，而当 ０＜δ１时，系统

（４）以 Ｏ（０，０）为不稳定粗焦点，由 Ｈｏｐｆ分支问题的

Ｌｉａｐｕｎｏｖ第二方法（见文献［１６］第８章定理１１）可知在

此两种参数条件下系统（４）在点 Ｏ（０，０）外围至少产生

一个稳定的极限环。
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