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人口的预测和控制模型

王光清

（四川理工学院理学院，四川 自贡 ６４３０００）

　　摘　要：针对人口的预测和控制问题，在综合考虑到人口有一定增长的前提下，为了适当控制和调

整人口日益老化的问题，建立了人口分布数学模型，研究控制人口增长和老化的生育策略。利用微分法

对模型进行了求解，并对结果进行了可行性分析。结果表明该数学模型对人口发展进行分析和预测具

有一定的参考价值。
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１ 问题的提出

人口在一定增长的前提下适当控制和调整人口日

益老化的问题是当今世界上最令人关注的问题之一。

很多发展中国家的人口出生率过高，越来越严重地威胁

着人类的正常生活，有些发达国家的自然增长率趋近于

零，甚至变负，造成劳动力短缺，也是不容忽视的问

题［１］。对于中国而言，不但应该努力提高生产力，集中

精力搞好经济建设，而且有效地控制好人口的增长，是

中国能否达到小康水平，进而跻身中等发达国家行列的

关键。由于我国五六十年代的人口政策失误，造成我国

的人口总数增长太快，年龄结构方面也非常不合理，使

得对人口增长的严格控制会导致人口老化问题严重，因

此为了把年龄分布的结构调整到合适的水平，首先应该

保证人口有一定增长的前提下适当控制人口的日益老

化［２］，这是一项长期而又艰巨的任务。

２ 模型假设

本文讨论的模型除了时间变量外，年龄是另一个重

要的自变量。

假设１ 模型属于连续型，用偏微分方程描述，其特

点是便于理论分析［３］。

假设２ 人口数量和结构变化的主要因素是出生、

死亡和迁移等。本文不计迁移等社会因素的影响，只考

虑自然的出生与死亡两种情况［４］。

假设３ 在时刻ｔ，年龄小于ｎ的人口记作Ｆ（ｎ，ｔ），ｔ

和ｎ均为连续变量。设Ｆ是连续、可微函数，称人口分布

函数。时刻 ｔ的人口总数记作 Ｎ（ｔ），最高年龄记作

ｒｍ
［５］，于是对于非负非降函数Ｆ（ｎ，ｔ）有

Ｆ（０，ｔ）＝０，Ｆ（ｒｍ，ｔ）＝Ｎ（ｔ） （１）

假设４ 定义年龄密度函数

Ｑ（ｎ，ｔ）＝Ｆ
ｒ
，０≤ｎ≤ｒｍ （２）

其中Ｑ（ｎ，ｔ）表示时刻ｔ年龄在区间［ｎ，ｎ＋ｄｎ）内的人

数．Ｑ（ｎ，ｔ）非负且

Ｑ（ｒｍ，ｔ）＝０ （３）

假设５ 记 φ（ｎ，ｔ）为时刻 ｔ年龄为 ｎ的人的死亡

率，φ（ｎ，ｔ）Ｑ（ｎ，ｔ）表示时刻ｔ年龄在［ｎ，ｎ＋ｄｎ）内单

位时间死亡的人数。

３ 建 模

为得到年龄密度函数 Ｑ（ｎ，ｔ）满足的方程，考察年



龄时刻ｔ到时刻ｔ＋ｄｔ的在［ｎ，ｎ＋ｄｎ）内的人，他们中

活着的人的年龄变为 ［ｎ＋ｄｎ１，ｎ＋ｄｎ１ ＋ｄｎ），这里

ｄｎ１ ＝ｄｔ，而在 ｄｔ这 段 时 间 内 死 亡 的 人 数 为 φ
（ｎ，ｔ）Ｑ（ｎ，ｔ）ｄｎｄｔ，于是

Ｑ（ｎ，ｔ）ｄｎ－Ｑ（ｎ＋ｄｎ１，ｔ＋ｄｔ）ｄｎ＝

φ（ｎ，ｔ）Ｑ（ｎ，ｔ）ｄｎｄｔ

可写作

［Ｑ（ｎ＋ｄｎ１，ｔ＋ｄｔ）－Ｑ（ｎ，ｔ＋ｄｔ）］＋

［Ｑ（ｎ，ｔ＋ｄｔ）－Ｑ（ｎ，ｔ）］ｄｎｄｔ＝

－φ（ｎ，ｔ）Ｑ（ｎ，ｔ）ｄｎｄｔ

因ｄｎ１ ＝ｄｔ，可得到年龄密度函数 Ｑ（ｎ，ｔ）的一阶偏微

分方程

Ｑ
ｎ
＋Ｑ
ｔ
＝－φ（ｎ，ｔ）Ｑ（ｎ，ｔ） （４）

其中死亡率φ（ｎ，ｔ）为已知函数。

方程（４）有两个定解条件：（１）婴儿出生率是指单

位时间出生的婴儿数记作 Ｑ（０，ｔ）＝ｆ（ｔ）；（２）初始密

度函数记作Ｑ（ｎ，０）＝Ｑ０（ｎ）。Ｑ０（ｎ）可由人口调查资

料得到，属于是已知函数［６］，婴儿出生率 ｆ（ｔ）则对人口

预测和控制起着重要作用。

将方程（４）、（３）及定解条件写作：

Ｑ
ｎ
＋Ｑ
ｔ
＝－φ（ｎ，ｔ）Ｑ（ｎ，ｔ），ｔ≥０，０≤ｎ≤ｒｍ

Ｑ（ｎ，０）＝Ｑ０（ｎ）

Ｑ（０，ｔ）＝ｆ（ｔ）

Ｑ（ｒｍ，ｔ）＝













０

（５）

从方程（５）确定出密度函数Ｑ（ｎ，ｔ）以后，便可以得

到每个年龄的人口数，即人口分布函数［７］

Ｆ（ｎ，ｔ）＝∫
ｎ

０
Ｑ（ｓ，ｔ）ｄｓ （６）

方程（５）的求解过程比较复杂，这里只给出一种特

殊情况下的结果。在社会安定和不太长的时间内，死亡

率大致与时间无关，于是可近似地假设 φ（ｎ，ｔ） ＝

φ（ｎ），这时方程（５）的解为

Ｑ（ｎ，ｔ）＝
Ｑ０（ｎ－ｔ）ｅ

－∫
ｎ

ｎ－ｔ
φ（ｓ）ｄｓ，０≤ｔ≤ｎ

ｆ（ｎ－ｔ）ｅ－∫
ｒ

０
φ（ｓ）ｄｓ，

{ ｔ＞ｎ
（７）

可以验证（７）式满足方程（５）。当ｔ＜ｎ时，Ｑ（ｎ，ｔ）完全

由年龄为ｎ－ｔ的人口初始密度 Ｑ０（ｎ，ｔ）和这些人的死

亡率φ（ｓ）（ｎ－ｔ≤ｓ＜ｔ）决定；而当ｔ＞ｎ时，Ｑ（ｎ，ｔ）则

由未来的生育状况 ｆ（ｔ－ｒ）及死亡率 φ（ｓ）（０≤ ｓ＜ｎ）

决定。可从人口统计数据得到在方程（５）或（７）式中

Ｑ０（ｎ）和 φ（ｎ），也可由 φ（ｎ，０）粗略估计 φ（ｎ，ｔ），这

样，人口的预测和控制的发展状况，婴儿出生率 ｆ（ｔ）就

成为可以用作控制的主要手段了。

记女性性别比函数为 ｋ（ｎ，ｔ），即时刻 ｔ年龄在［ｎ，

ｎ＋ｄｎ）的女性人数为ｋ（ｎ，ｔ）Ｑ（ｎ，ｔ），将这些女性在单

位时间内平均每人的生育数记作 ｂ（ｎ，ｔ），设育龄区间

为［ｎ１，ｎ２］，则

ｆ（ｔ）＝∫
ｎ２

ｎ１
ｂ（ｎ，ｔ）ｋ（ｎ，ｔ）Ｑ（ｎ，ｔ）ｄｎ （８）

再将ｂ（ｎ，ｔ）定义为

ｂ（ｎ，ｔ）＝β（ｔ）ｈ（ｎ，ｔ） （９）

其中ｈ（ｎ，ｔ）满足

∫
ｎ２

ｎ１
ｈ（ｎ，ｔ）ｄｎ＝１ （１０）

于是

β（ｔ）＝∫
ｎ１

ｎ１
ｂ（ｎ，ｔ）ｄｎ （１１）

ｆ（ｔ）＝β（ｔ）∫
ｎ２

ｎ
ｈ（ｎ，ｔ）ｋ（ｎ，ｔ）Ｑ（ｎ，ｔ）ｄｎ （１２）

由（１１）式可以看出，β（ｔ）是时刻ｔ单位时间内平均

每个育龄女性的生育数。如果所有育龄女性在她育龄

期所及的时刻都保持这个生育数，那么 β（ｔ）也表示平

均每个女性一生的总和生育数，所以 β（ｔ）称为总和生

育率或生育胎次。

从（９）式、（１０）式及ｂ（ｎ，ｔ）的含义可以看出，ｈ（ｎ，

ｔ）是年龄为ｎ女性的生育加权因子，称生育模式。在稳

定环境下可以近似地认为它与 ｔ无关，即 ｈ（ｎ，ｔ）＝

ｈ（ｎ），ｈ（ｎ）表示了在哪些年龄生育率高，哪些年龄生

育率低。由人口统计资料可以知道当前实际的ｈ（ｎ，ｔ），

作理论分析时人们常采用的ｈ（ｎ）的一种形式是借用概

率论中的β（ｔ）分布

ｈ（ｎ）＝
（ｎ－ｎ１）

α－１ｅ－
ｎ－ｎ１
θ

θαΓ（α）
，ｎ＞ｎ１ （１３）

取β（ｔ），这时有

ｎｃ＝ｎ１＋Ｎ－２ （１４）

可以看出，提高ｎ１意味着晚婚，而增加 Ｎ意味着晚

育［８］。

这样，人口发展方程（５）和单位时间出生的婴儿数ｆ

（ｔ）的表达式（１２）式构成了连续型人口模型。

模型中死亡率函数φ（ｎ，ｔ）、性别比函数 ｋ（ｎ，ｔ）和

初始密度函数Ｑ０（ｎ）均可以由人口统计资料直接得到，

或在资料的基础上估计，而生育率 β（ｔ）和生育模式

ｈ（ｎ，ｔ）则是可以用于控制人口发展过程的两种手段，

β（ｔ）可以控制生育的多少，ｈ（ｎ，ｔ）可以控制生育的早

晚和疏密，我国的计划生育政策必须严格通过这两种手

段实施。
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４ 结束语

从控制论观点看，在方程（５）描述的人口系统中

Ｑ（ｎ，ｔ）可视为状态变量，Ｑ（０，ｔ）＝ｆ（ｔ）视为控制变

量，是分布参数系统的边界控制函数，（１２）式表明含有

状态变量的控制输入，形成了状态的反馈，β（ｔ）则视为

反馈增益，并且它是一种正的反馈，即人口密度函数

Ｑ（ｎ，ｔ）的增加，通过婴儿出生率ｆ（ｔ）又使Ｑ（ｎ，ｔ）进一

步增大。（７）式中因子ｆ（ｔ－ｎ）表明这种反馈还有相当

大的滞后作用，所以一旦人口政策失误，使Ｑ（ｎ，ｔ）在一

段时间内如果增长得过快过多，再希望通过控制手段

β（ｔ）和ｈ（ｎ，ｔ）把人口增长的势头降下来就很困难［９］，

并且常常需要相当长（几代人）的时间。
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