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一类具有饱和发生率的ＳＩＲＳ传染病模型的全局性分析

崔倩倩，张 强

（石河子大学理学院，新疆 石河子 ８３２００３）

　　摘　要：研究了一类具有饱和发生率且总人口具有常数输入的 ＳＩＲＳ型传染病模型，得到了地方病

平衡点存在的阈值条件。通过构造合适的李雅普诺夫函数，得到了模型无病平衡点和地方病平衡点的

全局渐近稳定性，最后对所得理论结果进行了数值模拟。
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　　早在１９２７年，Ｋｅｒｍａｃｋ－Ｍｃｋｅｎｄｒｉｃｈ在基于三个假
设的基础上，建立了传染病动力学中经典的 ＳＩＲ模型
（简称Ｋ－Ｍ模型）。在Ｋ－Ｍ模型中把人群分为三类：
易感者类、染病者类和移出者类，分别用数学符号Ｓ（ｔ）、
Ｉ（ｔ）和Ｒ（ｔ）表示这三类人群在时刻ｔ的人群数量，并假
设传染力与易感者类成正比，这在一定程度上是成立

的，因为，若易感者类人数多，则一个病人与易感者接触

的机会就多，因而传染率就大，但是在易感者人数很大

时，一个病人与他人的接触能力总是有限的，这个时候

再假设传染力与易感者成正比就显得不合理了，因此，

由于接触能力的限制，传染力总有一个饱和状态。对

此，Ｍａｙ和Ａｎｄｅｒｓｏｎ提出了用饱和发生率的模型作为例
子来说明可以产生稳定的极限环［１］。文献［２］考虑具有

饱和发生率
βＳＩｐ

１＋αＩｑ
的传染病模型，文献［３］采用了当

ｐ＝ｑ＝１的情况，研究了人类免疫缺陷病毒１型和丙
型肝炎病毒，文献［４］讨论了当ｐ＝ｑ＝２时的 ＳＩＲＳ型
传染病模型，并分析了这类模型的分支情况，文献

［５－８］同样也研究了饱和发生率的传染病模型。受文
献［３，６］的启发，本文考虑输入人群不是仅进入易感者
类的 ＳＩＲＳ传染病模型，而分别是易感者类和移除者类
的情况，并建立、讨论此类模型的全局性性质，最后通过

数值模拟验证结论的正确性。

１ 模型及其平衡点

设Ｓ（ｔ）、Ｉ（ｔ）和Ｒ（ｔ）分别表示易感者类、感染者类
和移除者类在时刻ｔ的人数，Ａ是常数输入率，ａＡ为进
入易感者类的输入率，ｂＡ为进入移出者类的输入率，且
ａ＋ｂ＝１，ａ，ｂ＞０，ｄ是自然死亡率系数，ｕ是因病死亡
率系数，γ是恢复率系数，δ是失去免疫率系数，则易感

者和移除者具有人口变动和饱和发生率为
βＳＩ
１＋αＩ

的

ＳＩＲＳ传染病模型为
ｄＳ
ｄｔ＝ａＡ－

βＳＩ
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＋δＲ－ｄＳ

ｄＩ
ｄｔ＝

βＳＩ
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－（ｕ＋γ＋ｄ）Ｉ

ｄＲ
ｄｔ＝ｂＡ－（δ＋ｄ）Ｒ＋γ











 Ｉ

（１）

其中总人口数Ｎ＝Ｓ＋Ｉ＋Ｒ，Ａ，β，γ，ｄ，ｕ，δ均为正常数，
因此，由模型（１）知Ｎ′（ｔ）满足方程

Ｎ′（ｔ）＝Ａ－ｄＮ－ｕＩ （２）
由方程（２）知，当疾病不存在时，总人口数 Ｎ（ｔ）最

终趋向于常数
Ａ
ｄ且当Ｎ＞

Ａ
ｄ时，Ｎ′（ｔ）＜０，因此，模

型（１）的全部解（Ｓ，Ｉ，Ｒ）最终趋向进入或者停留在区域
Ｄ内，其中



Ｄ＝ （Ｓ，Ｉ，Ｒ）∈Ｒ３＋：０＜Ｓ＋Ｉ＋Ｒ≤
Ａ{ }ｄ

显然，区域 Ｄ是模型（１）的正不变集，这里 Ｒ３＋＝
｛（ｘ１，ｘ２，ｘ３）：ｘｉ≥０，ｉ＝１，２，３｝。

定义

Ｒ０ ＝
βＡ（ａδ＋ｂδ＋ａｄ）
ｄ（δ＋ｄ）（ｕ＋γ＋ｄ）

易知Ｒ０是模型（１）的基本再生数。

定理１ 模型（１）总是存在无病平衡点 Ｅ０（Ｓ０，Ｉ０，
Ｒ０），其中

Ｓ０ ＝Ａ（ａδ＋ｂδ＋ａｄ）ｄ（δ＋ｄ）
Ｉ０ ＝０

Ｒ０ ＝ ｂＡ
δ＋ｄ

当Ｒ０ ＞１时，模型（１）存在唯一的地方病平衡点

Ｅ（Ｓ，Ｉ，Ｒ），其中

Ｓ ＝（ｕ＋γ＋ｄ）（１＋αＩ）
β

Ｒ ＝ｂＡ＋γＩ
δ＋ｄ

Ｉ ＝
ｄ（δ＋ｄ）（ｕ＋γ＋ｄ）（Ｒ０－１）

（β＋αｄ）（δ＋ｄ）（ｕ＋γ＋ｄ）－βδγ
易证定理１。

２ 平衡点的全局渐近稳定性

定理２ 当Ｒ０≤１时，无病平衡点Ｅ
０（Ｓ０，Ｉ０，Ｒ０）在

区域Ｄ内是全局渐近稳定的。
证明 定义如下的李雅普诺夫函数

Ｖ（Ｓ，Ｉ，Ｒ）＝１２（Ｓ＋Ｉ＋Ｒ－Ｓ
０－Ｉ０－Ｒ０）２＋

ｕ
β
Ｉ＋ｕ２γ

（Ｒ－Ｒ０）２

计算Ｖ（Ｓ，Ｉ，Ｒ）沿着模型（１）轨线求导可得
ｄＶ（Ｓ，Ｉ，Ｒ）

ｄｔ ＝（Ｓ＋Ｉ＋Ｒ－Ｓ０－Ｉ０－Ｒ０）

（－ｄ（Ｓ＋Ｉ＋Ｒ－Ｓ０－Ｉ０－Ｒ０）－

ｕ（Ｉ－Ｉ０））＋ｕ
β
Ｉ βＳ
１＋αＩ

－ βＳ
１＋αＩ( ０＋

βＳ０

１＋αＩ０
－ βＳ０

１＋αＩ０
＋ βＳ０

１＋αＩ０
－（ｕ＋γ＋ｄ )）＋

ｕ
γ
（Ｒ－Ｒ０）（－（δ＋ｄ）（Ｒ－Ｒ０）＋γ（Ｉ－Ｉ０））＝

－ｄ（Ｓ＋Ｉ＋Ｒ－Ｓ０－Ｉ０－Ｒ０）２－ｕ（Ｉ－Ｉ０）２－
ｕ（Ｓ－Ｓ０）（Ｉ－Ｉ０）－ｕ（Ｉ－Ｉ０）（Ｒ－Ｒ０）－
ｕαＳＩ（Ｉ－Ｉ０）

（１＋αＩ）（１＋αＩ０）
＋ ｕ
１＋αＩ０

Ｉ（Ｓ－Ｓ０）＋

ｕ（ｕ＋γ＋ｄ）
β

βＳ０

（１＋αＩ０）（ｕ＋γ＋ｄ）
－( )１－

ｕ（δ＋ｄ）
γ

（Ｒ－Ｒ０）２＋ｕ（Ｉ－Ｉ０）（Ｒ－Ｒ０） （３）

将Ｓ０、Ｉ０和Ｒ０的表达式以及基本再生数Ｒ０的表达
式代入式（３）整理可得

ｄＶ（Ｓ，Ｉ，Ｒ）
ｄｔ ＝－ｄ（Ｓ＋Ｉ＋Ｒ－Ｓ０－Ｒ０）２－

ｕＩ２－ ｕα
（１＋αＩ）

ＳＩ２－

ｕ（δ＋ｄ）
γ

（Ｒ－Ｒ０）２＋ｕ（ｕ＋γ＋ｄ）
β

（Ｒ０－１）

由Ｒ０≤１，则对所有的（Ｓ，Ｉ，Ｒ）≠（Ｓ
０，Ｉ０，Ｒ０），有

ｄＶ（Ｓ，Ｉ，Ｒ）
ｄｔ ＜０，从而由 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数理论可得模型

（１）的无病平衡点Ｅ０（Ｓ０，Ｉ０，Ｒ０）是全局渐近稳定的。
定理３ 当 Ｒ０ ＞１时，模型（１）的地方病平衡点

Ｅ（Ｓ，Ｉ，Ｒ）在区域Ｄ内是全局渐近稳定的。
证明 定义李雅普诺夫函数

Ｖ（Ｓ，Ｉ，Ｒ）＝（１＋αＩ
）

β
（Ｉ－Ｉ －ＩｌｎＩ

Ｉ
）＋

１
２γ
（Ｒ－Ｒ）２＋１２ｕ（Ｓ＋Ｉ＋Ｒ－Ｓ

 －Ｉ －Ｒ）２

计算此函数沿模型（１）的轨线求导，整理可得
ｄＶ（Ｓ，Ｉ，Ｒ）

ｄｔ ＝（Ｓ＋Ｉ＋Ｒ－Ｓ －Ｉ －Ｒ）

（－ｄ（Ｓ＋Ｉ＋Ｒ－Ｓ －Ｉ －Ｒ）－ｕ（Ｉ－Ｉ））＋
ｕ（１＋αＩ）

β
（Ｉ－Ｉ）

βＳ
１＋αＩ

－ βＳ
１＋αＩ

＋ βＳ
１＋αＩ

－ βＳ

１＋αＩ( ) ＋
ｕ
γ
（Ｒ－Ｒ）（－（δ＋ｄ）（Ｒ－Ｒ）＋γ（Ｉ－Ｉ））＝

－ｄ（Ｓ＋Ｉ＋Ｒ－Ｓ －Ｉ －Ｒ）２－ｕ（Ｉ－Ｉ）２－
ｕαＳ
１＋αＩ

（Ｉ－Ｉ）２－ｕ（δ＋ｄ）
γ

（Ｒ－Ｒ）２

从而可知对所有的 （Ｓ，Ｉ，Ｒ）≠ （Ｓ，Ｉ，Ｒ），有
ｄＶ（Ｓ，Ｉ，Ｒ）

ｄｔ ＜０。由李雅普诺夫函数理论知，模型（１）的

地方病平衡点Ｅ（Ｓ，Ｉ，Ｒ）是全局渐近稳定的。

３ 数值模拟

选取初始值 （Ｓ０，Ｉ０，Ｒ０）＝（１０，１０，１０）。首先验证

定理２的正确性，选取参数Ａ＝２，ａ＝０６，ｂ＝０４，β＝
０２，α＝０６，δ＝０５，ｄ＝０５，μ＝０３，γ＝０２，通过
计算可得Ｒ０＝０８＜１，（Ｓ，Ｉ，Ｒ）＝（４，０，０８），其图像
如图１所示。
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图１ 当Ｒ０ ＞１时，各类人数变化图

由图１知，当Ｒ０≤１时，模型的解趋向于无病平衡

点Ｅ０（Ｓ０，Ｉ０，Ｒ０），从而验证定理２的正确性。
其次，在初值不变的情况下，选取如下参数 Ａ＝４，

ａ＝０６，ｂ＝０４，β＝０７，α＝０６，δ＝０５，ｄ＝０５，

μ＝０３，γ＝０２，通过计算可得Ｒ０＝５６＞１，（Ｓ，Ｉ，Ｒ）＝
（３１４，１９８，２１２），其图像如图２所示。

图２ 当Ｒ０ ＞１时，各类人数变化图

由图２知，当Ｒ０ ＞１时，模型的解稳定于地方病平
衡点处，从而验证了本文结论的正确性。

４ 结束语

当Ｒ０≤１时，模型（１）有全局渐近稳定的平衡点

Ｅ０（Ｓ０，Ｉ０，Ｒ０），这是疾病消除；而当Ｒ０ ＞１时，模型（１）

有全局渐近稳定的平衡点 Ｅ（Ｓ，Ｉ，Ｒ），此时疾病

流行形成地方病，说明 Ｒ０ ＝
βＡ（ａδ＋ｂδ＋ａｄ）
ｄ（δ＋ｄ）（ｕ＋γ＋ｄ）

＝１

是疾病消除与否的阈值。

因此，在实际的疾病防控工作中，可以通过控制基

本再生数Ｒ０在小于等于１的范围内，从而控制疾病的扩
散。可见本文的结论对疾病的预防和控制，有理论和实

际的指导意义。

参 考 文 献：

!"# CLN>9=:L P:J 3&36J P:D>9@ 3$O:7SG6@8:L D8:G:RJ :K

8LK><@8:S= N8=>6=>=!%#$H6@S9>&"./.&"2(,10"


10/$

!'# Q8S Y>8M8L&_>@5<:@> _>9D>9@ Y$ Q>I8L 48M:L C$ XJ


L6M8<6G D>56I8:9 :K >78N>M8:G:R8<6G M:N>G= W8@5 L:L


G8L>69 8L<8N>L<> 96@>=!%#$ %$36@5$F8:G$".2/&'- *)+,1-.


12($

!1# 4:LR `&H>SM6LL C c$bG:D6G =@6D8G8@J 6LN 7>98:N8< =:


GS@8:L :K @5> <896G NJL6M8<6= ! % #$ %$ 36@5$ CL6G$ C77G$

'(("&1'.*"+'2"


'./$

!)# PS6L 458RS8&Y6LR Y>LN8$XJL6M8<6G D>56I8:9 :K 6L >78


N>M8< M:N>G W8@5 6 L:LG8L>69 8L<8N>L<> 96@>!%#$%$X8KK>9


>L@86G EdS6@8:L=&'((1&"22,"1-


"01$

!-#

季 语
&

闵乐泉
&

苏永美
&

等
$

具有饱和发生率的病毒感

染模型的全局稳定性分析
!%#$

生物数学学报
&'(()&

"2*"+,-'


-0$

!0#

高淑京
&

滕志东
$

一类具有饱和传染力和常数输入

的
4TP4

脉冲接种模型研究
!%#$

生物数学学报
&'((2&

'1*'+,'(2


'"/$

!/#

苟清明
&

王稳地
$

一类具有饱和发生率的
4ET4

模型

的全局渐进稳定性
!%#$

生物数学学报
&'((2&'1 *'+,

'0-


'/'$

!2#

徐文雄
&

张仲华
&

徐宗本
$

具有一般形式的饱和发生

率和接触率
4ET4

模型的渐近分析
!%#$

生物数学学

报
&'((-&'(*1+,'./


1('$

ＧｌｏｂａｌＡｎａｌｙｓｉｓｆｏｒａＣｌａｓｓｏｆＳＩＲＳＥｐｉｄｅｍｉｃＭｏｄｅｌｗｉｔｈＳａｔｕｒａｔｉｏｎＩｎｃｉｄｅｎｃｅ

ＣＵＩＱｉａｎｑｉａｎ，ＺＨＡＮＧＱｉａｎｇ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＳｃｉｅｎｃｅ，ＳｈｉｈｅｚｉＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｓｈｉｈｅｚｉ８３２００３，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＡｃｌａｓｓｏｆＳＩＲＳｅｐｉｄｅｍｉｃｍｏｄｅｌｗｉｔｈｓａｔｕｒａｔｉｏｎｉｎｃｉｄｅｎｃｅａｎｄｃｏｎｓｔａｎｔｉｎｐｕｔｎｕｍｂｅｒｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｅｄ，ａｎｄｔｈｅ

ｔｈｒｅｓｈｏｌｄｆｏｒｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｅｎｄｅｍｉｃｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｉｓｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ．ＢｙｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇｓｕｉｔａｂｌｅＬｙａｐｕｎｏｖｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｇｌｏｂａｌａｓｙｍｐ

ｔｏｔｉｃａｌｓｔａｂｉｌｉｔｙｆｏｒｔｈｅｄｉｓｅａｓｅｆｒｅｅｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍａｎｄｅｎｄｅｍｉｃｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｏｆｔｈｉｓｍｏｄｅｌｉｓｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ

ａｒｅｃａｒｒｉｅｄｏｕｔｔｏｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｓａｔｕｒａｔｉｏｎｉｎｃｉｄｅｎｃｅ；ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｓｔａｂｉｌｉｔｙ；Ｌｙａｐｕｎｏｖｆｕｎｃｔｉｏｎ

５８第２５卷第６期　　 　　崔倩倩等：一类具有饱和发生率的ＳＩＲＳ传染病模型的全局性分析




