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Ｂａｎａｃｈ空间中向量优化问题解集的刻画

李柳芬

（四川理工学院理学院，四川 自贡 ６４３０００）

　　摘　要：在有限维空间中，当目标函数凸下半连续时，向量优化问题一定有解，并且解集是紧的。但

在无穷维空间中，这不一定成立。不过可以通过在对偶空间中构造一个集合，减弱对目标函数的假设之

后，把之前关于有限维空间中向量优化问题的解集的研究，推广到实自反Ｂａｎａｃｈ空间中。
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　　人们一直在探索着偏序线性空间中向量优化问题

的最优元素，比如极小元、强极小元、真极小元或弱极小

元。这类问题不仅在数学领域，而且在经济领域和机械

设计领域都很常见，比如多目标规划、多指标决策、统

计、合作游戏理论等。近十年来，向量优化问题被延拓

到集值映射问题中，这一新的集合优化领域对于研究各

种不等式及多值数值优化问题都起着非常重要的作用。

直到今天向量优化已发展将近６０年的历史，在社会经

济中向量优化起着越来越重要的作用。对于带约束条

件的向量优化问题在实际应用中很重要，我们有必要研

究其解的存在性，甚至是更好的结果。

受Ｓ．Ｄｅｎｇ在文献［１－２］中的一些思想的启示，基

于Ｆｌｏｒｅｓ－Ｂａｚａｎ，Ｆ．在文献［３－４］中对非凸向量优化问

题的研究以及Ｘ．Ｘ．Ｈｕａｎｇ在文献［５－６］中对锥约束凸
向量优化问题的研究，本文把 Ｆｌｏｒｅｓ－Ｂａｚａｎ和 Ｖｅｒａ在

文献［７］有限维空间中关于向量优化问题解集的一些刻
画推广到实自反Ｂａｎａｃｈ空间中。

１ 预备知识

设Ｘ为实自反Ｂａｎａｃｈ空间，ＥＸ为非空闭凸集，
ＣＲｍ（ｍ＞１）为闭凸锥，并且 Ｃ的拓扑内部 ｉｎｔＣ≠
Φ，ｆ：Ｅ→Ｒｍ为向量值函数，考虑优化问题（Ｐ）找ｘ∈Ｅ
使得ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）ｉｎｔＣ，ｙ∈Ｅ。向量ｘ０∈Ｅ称为问

题（Ｐ）的弱有效解或弱 Ｐａｒｅｔｏ解，若 ｆ（ｘ０）－ｆ（ｙ）
ｉｎｔＣ，ｙ∈Ｅ。问题（Ｐ）的解集记为Ｅｗ。

定义１ 设ｈ：Ｘ→Ｒ∪｛＋∞｝为广义实值函数，称

ｈ在ｘ０∈Ｘ是下半连续的（简记为 ｌ．ｓ．ｃ），若对任意的

｛ｘｎ｝ Ｘ且 ｘｎ→ ｘ０（ｎ→＋∞），都有 ｌｉｍ
ｎ→＋∞
ｈ（ｘｎ）≥

ｈ（ｘ０），称ｈ在ｘ０∈Ｘ是弱下半连续的（简记为 ｗ．ｌ．ｓ．

ｃ），若对任意｛ｘｎ｝Ｘ并且ｘｎ →
ｗ
ｘ０（ｎ→＋∞），都有

ｌｉｍ
ｎ→＋∞
ｈ（ｘｎ）≥ｈ（ｘ０）其中 →

ｗ
表示按弱拓扑收敛。

定义２ 设ｈ：Ｘ→Ｒ∪｛＋∞｝为广义实值函数，称ｈ

是０－强制的，若｛ｘｎ｝Ｘ，有 ｌｉｍ
ｘｎ→＋∞

ｈ（ｘｎ）＝＋∞。

定义３ 设ＥＸ是非空凸集，ｈ：Ｅ→Ｒ为实值函

数，称ｈ在Ｅ上是凸的，若ｘ１，ｘ２∈Ｅ，有ｈ（ｔｘ１＋（１－

ｔ）ｘ２）≤ｔｈ（ｘ１）＋（１－ｔ）ｈ（ｘ２），ｔ∈［０，１］。

定义４ 设Ｙ为实赋范向量空间，ｆ：Ｅ→Ｙ为向量值

函数，称ｆ在ｘ０∈Ｅ是Ｃ－下半连续的（简记作Ｃ－ｌ．ｓ．ｃ．），

若任给Ｖ∈ＮＹ（ｆ（ｘ０）），存在Ｕ∈ ＮＸ（ｘ０）使得 ｆ（Ｕ∩
Ｅ）Ｖ＋Ｃ，若ｆ在Ｅ上每一点均Ｃ－ｌ．ｓ．ｃ．，则称ｆ在

Ｅ上是Ｃ－ｌ．ｓ．ｃ．的。

对于非空集合ＥＸ，如文献［８］中定义 Ｅ的回收

锥为Ｅ∞ ＝｛ｖ∈Ｘ｜ｘｎ∈Ｅ，ｔｎ→０
＋使得ｔｎｘｎ →

ｗ
ｖ｝，

特别地，当 Ｅ是闭凸集时，Ｅ∞ ＝｛ｖ∈ Ｘｘ＋ｔｖ∈Ｅ，



ｔ＞０，ｘ∈Ｅ｝；当Ｅ＝Φ时，Ｅ∞ ＝Φ。对于定义在Ｅ
上的下半连续凸函数ｈ，定义其弱序列回收函数为

ｈ∞（ｖ）＝ｌｉｍ
λ→＋∞

ｈ（ｘ＋λｖ）－ｈ（ｘ）
λ

＝

ｓｕｐ
λ＞０

ｈ（ｘ＋λｖ）－ｈ（ｘ）
λ

ｘ∈｛ｘ∈Ｅｈ（ｘ）＜＋∞｝

因为ｉｎｔＣ≠Φ，则对某个ｘ０∈ｉｎｔＣ，可令Ａ＝｛ｒ∈

Ｒｍ ＜ｒ，ｃ０ ＞＝１｝，设Ａ０为 Ａ的端点组成的集合，则

Ａ＝ｃｏ（Ａ０），从而 Ｃ的极锥 Ｃ
  Ｒｍ 可写为 Ｃ ＝

ｃｏｎｅ（ｃｏ（Ａ０）），用 ＜ｘ，ｙ＞表示ｘ，ｙ∈Ｒｍ的内积。容

易证明当Ｃ 是闭凸尖锥时，若Ａ０闭，则
ｃ∈ｉｎｔＣ ＜ａ，ｃ＞＞０，ａ∈Ａ０
ｃ∈Ｃ ＜ａ，ｃ＞≥０，ａ∈Ａ０
设ｈａ：Ｅ→Ｒ为ｈａ（ｘ）＝＜ａ，ｆ（ｘ）＞，ａ∈Ａ０，ｘ∈

Ｅ，则Ｅｗ ＝∩ｙ∈Ｅ∪ａ∈Ａ０｛ｘ∈Ｅｈａ（ｘ）≤ｈａ（ｙ）｝。

引理１ 如果ｆ：Ｅ→Ｒｍ是Ｃ－ｌ．ｓ．ｃ．的，则ａ∈
Ａ０，ｈａ：Ｅ→Ｒ是ｌ．ｓ．ｃ．的。

引理２ （１）设Ｅ１Ｅ２Ｘ非空，则Ｅ∞１ Ｅ∞２。
（２）对某个指标集Ｉ，若ｉ∈Ｉ，ＥｉＸ非空闭凸，

且∩
ｉ∈Ｉ
Ｅｉ≠Φ，则（∩ｉ∈ＩＥｉ）

∞ ＝∩
ｉ∈Ｉ
Ｅ∞ｉ。

２ 主要结果

在有限维空间中，ＥＸ有界Ｅ∞ ＝｛０｝。但在无
穷维空间中Ｅ∞ ＝｛０｝只是Ｅ有界的必要条件，而非充
分条件。不过可以构造一个集合Ｎ（ｅ），任给ｅ∈Ｅ，令
Ｎ（ｅ）＝｛ｘ∈Ｅｈａ（ｘ）≤ｈａ（ｅ），ａ∈Ａ０｝，该集合在

后面的证明中起着非常重要的作用。另外给出如下的

假设：

假设 （Ｈ０）任给｛ｘｎ｝Ｅ，ｌｉｍｎ→＋∞ ｘｎ ＝＋∞，存在

｛ｘｎｋ｝｛ｘｎ｝及ｔｋ→０
＋使得ｔｋｘｎｋ →

ｗ
ｄ∈Ｘ且ｄ≠０。

注１ 把文献［１］中的假设 （Ｈ１）减弱为上面的假
设（Ｈ０），可得下面的结论。

命题１ 设ＥＸ非空闭，且满足假设（Ｈ０），任取
ａ∈Ａ０，ｈａ是ｌ．ｓ．ｃ．的，则ｅ∈Ｅ，Ｎ（ｅ）非空有界，当

且仅当，［Ｎ（ｅ）］∞ ＝｛０｝。
证明 “”是显然的。
＂＂：ｅ∈Ｅ，因为 ｅ∈ Ｎ（ｅ），所以 Ｎ（ｅ）非空。

倘若 Ｎ（ｅ）无界，则 ｘｎ Ｎ（ｅ）使得 ｘｎ →＋∞（ｎ

→＋∞），从而 ｛
ｘｎ
ｘｎ
｝有界。因为 Ｘ自反，则 ｛

ｘｎ
ｘｎ
｝

存在弱收敛的子列，不妨设
ｘｎ
ｘｎ

→
ｗ
ｄ，由Ｅ满足假设

（Ｈ０）知ｄ≠０，显然ｄ∈［Ｎ（ｅ）］∞，这与［Ｎ（ｅ）］∞ ＝

｛０｝矛盾。

为了方便起见，把后面将常用到的前提条件写为：

假设（Ｈ１）设Ｘ为自反 Ｂａｎａｃｈ空间，Ｅ Ｘ为非

空、闭、凸集，Ｃ Ｒｍ（ｍ ＞１）为闭、凸锥，ｉｎｔＣ≠ Φ，

Ｃ ＝ｃｏｎｅ（ｃｏ（Ａ０）），Ａ０闭，ｆ：Ｅ→Ｒ
ｍ是Ｃ－ｌ．ｓ．ｃ．的，

任取ａ∈Ａ０，ｈａ（ｘ）凸。

注 ２ 在假设 （Ｈ１）下，容易证明 ｅ∈ Ｅ，

［Ｎ（ｅ）］∞  Ｅ∞ｗ，则 ∩
ｅ∈Ｅ
［Ｎ（ｅ）］∞  Ｅ∞ｗ。事实上，

∩
ｅ∈Ｅ
［Ｎ（ｅ）］∞ ＝∩

ｅ∈Ｅ
（∩
ａ∈Ａ０
｛ｘ∈ Ｅｈａ（ｘ）≤ｈａ（ｅ）｝）

∞。另

外一方面，因为ｆ是Ｃ－ｌ．ｓ．ｃ．的，则ｈａ是ｌ．ｓ．ｃ．的，从

而 ∪
ａ∈Ａ０
｛ｘ∈Ｅｈａ（ｘ）≤ｈａ（ｅ）｝闭凸，而Ｅｗ非空，由引理

２（２）知，Ｅ∞ｗ ＝∩ｙ∈Ｅ（∪ａ∈Ａ０｛ｘ∈Ｅｈａ（ｘ）≤ｈａ（ｙ）｝）
∞。

注３ 当 ｈａ凸且 ｌ．ｓ．ｃ．时，［Ｎ（ｅ）］∞ ＝∩ａ∈Ａ０｛ｖ∈

Ｅ∞ ｈ∞ａ（ｖ）≤０｝，ｅ∈Ｅ。

事实上，ｖ∈｛ｘ∈Ｅｈａ（ｘ）≤ｈａ（ｅ）｝
∞，ｘｎ∈

Ｅ且ｈａ（ｘｎ）≤ｈａ（ｅ）及ｔｎ→０
＋使得ｔｎｘｎ →

ｗ
ｖ，由ｈａ凸

知，λ＞０及充分大的ｋ，有ｈａ（λｔｋｘｎｋ＋（１－λｔｋ）ｅ）≤
ｈａ（ｅ），因为凸下半连续函数必定是弱下半连续的，所以

当ｋ充分大时，有ｈａ（λｖ＋ｅ）≤ｈａ（ｅ），则

ｈ∞ａ（ｖ）＝ｓｕｐλ＞０
ｈａ（ｅ＋λｖ）－ｈａ（ｅ）

λ ≤０，ｅ∈Ｅ

显然ｖ∈Ｅ∞，故ｖ∈｛ｖ∈Ｅ∞ ｈ∞ａ（ｖ）≤０｝。反

之，ｄ∈｛ｖ∈Ｅ∞ ｈ∞ａ（ｖ）≤０｝有ｄ∈Ｅ
∞且ｈ∞ａ（ｄ）≤

０，即ｓｕｐ
λ＞０

ｈａ（ｅ＋λｄ）－ｈａ（ｅ）
λ ≤０，所以ｈａ（λｄ＋ｅ）≤

ｈａ（ｅ），λ＞０，ｅ∈Ｅ，令ｘｎ＝ｅ＋ｎｄ，ｔｎ＝
１
ｎ，则ｘｎ∈

｛ｘ∈Ｅｈａ（ｘ）≤ｈａ（ｅ）｝且ｔｎ→０
＋，使得ｔｎｘｎ ＝

１
ｎｅ＋

ｄ →
ｗ
ｄ，故ｄ∈｛ｘ∈Ｅｈａ（ｘ）≤ｈａ（ｅ）｝

∞。

命题２ 在假设（Ｈ１）下考虑问题（Ｐ），若Ｅｗ非空

弱紧，则ｅ∈Ｅ，Ｎ（ｅ）非空弱紧。

证明 因为Ｅｗ弱紧，则Ｅｗ有界，从而Ｅ∞ｗ ＝｛０｝。对

ｅ∈Ｅ，因为ｅ∈Ｎ（ｅ），则Ｎ（ｅ）非空，从而［Ｎ（ｅ）］∞

≠Φ。由注２知道，ｅ∈ Ｅ，［Ｎ（ｅ）］∞  Ｅ∞ｗ 且 Ｎ（ｅ）

闭，故只可能 ［Ｎ（ｅ）］∞ ＝｛０｝，由命题１知，Ｎ（ｅ）有

界，从而弱紧。

根据文献［１］中命题４．２和推论３１有下面的结

论。

命题３ 在假设（Ｈ１）下考虑问题 （Ｐ），若 Ｅ满足
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假设 （Ｈ０），且 ∪
ａ∈Ａ０
｛ｖ∈ Ｅ∞ ｈ∞ａ（ｖ）≤０｝＝｛０｝，则

ａ∈Ａ０，ａｒｇｍｉｎＥ ｈａ是非空弱紧集。

证明 倘若对某个ａ０∈Ａ０，ａｒｇｍｉｎＥ ｈａ０无界，则存在

｛ｘｎ｝ａｒｇｍｉｎＥ ｈａ０使得 ｘｎ →＋∞（ｎ→＋∞），记ｍａ０ ＝

ｍｉｎ
Ｅ
ｈａ０（ｘ），显然ｈａ０（ｘｎ）≤ｍａ０，且｛

ｘｎ
ｘｎ
｝有界。因为

Ｘ自反，则｛
ｘｎ
ｘｎ
｝存在弱收敛的子列，不妨设

ｘｎ
ｘｎ

→
ｗ

ｄ，由Ｅ的回收紧性知道ｄ≠０，另外ｈａ０的凸性意味着，

λ＞０及充分大的ｋ，有

ｈａ０（
λ
ｘｎ
ｘｎ＋（１－

λ
ｘｎ
）ｙ）≤

λ
ｘｎ
ｈａ０（ｘｎ）＋（１－

λ
ｘｎ
）ｈａ０（ｙ）≤

λｍａ０
ｘｎ
＋（１－ λ

ｘｎ
）ｈａ０（ｙ）

因为ｈａ０凸ｌ．ｓ．ｃ．，所以ｈａ０弱ｌ．ｓ．ｃ．，从而当ｎ充分

大时，ｈａ０（λｄ＋ｙ）≤ｈａ０（ｙ）ｈ
∞
ａ０（ｄ）≤０，取ｔｎ＝

１
ｘｎ
，

因为ｘｎ∈Ｅ，则ｔｎｘｎ ＝
ｘｎ
ｘｎ

→
ｗ
ｄ，故ｄ∈Ｅ∞，即０≠

ｄ∈ ｛ｖ∈ Ｅ∞ ｈ∞ａ０（ｖ）≤０｝。但是 ｛０｝ ＝ ∪
ａ∈Ａ０
｛ｖ∈

Ｅ∞ ｈ∞ａ（ｖ）≤０｝＝Ｅ
∞ ∩ （∪

ａ∈Ａ０
｛ｖｈ∞ａ（ｖ）≤０｝）意味

着，Ｅ∞ ∩｛ｖｈ∞ａ（ｖ）≤０｝＝｛ｖ∈Ｅ
∞ ｈ∞ａ（ｖ）≤０｝＝

｛０｝矛盾。

命题４ 在假设（Ｈ１）下考虑问题 （Ｐ），若 Ｅ满足

假设（Ｈ０），则Ｅｗ非空弱紧，当且仅当，任给ａ∈Ａ０，ａｒｇ

ｍｉｎ
Ｅ
ｈａ非空弱紧。

证明 “”：任取ａ∈Ａ０，因ａｒｇｍｉｎＥ ｈａＥｗ，所以

Ｅｗ非空。设ｙｎ∈Ｅｗ且ｙｎ →
ｗ
ｙ０，则存在ａ０∈Ａ０使得

ｈａ０（ｙｎ）≤ｈａ０（ｙ），ｙ∈Ｅ，因为ｈａ０是ｗ．ｌ．ｓ．ｃ．的，则当

ｎ充分大时，

ｈａ０（ｙ０）≤ ｌｉｍｎ→＋∞ｈａ０（ｙｎ）≤ｈａ０（ｙ）

即ｙ０∈Ｅｗ，故Ｅｗ弱闭。下面证明Ｅｗ有界。倘若Ｅｗ无

界，则存在｛ｘｎ｝Ｅｗ使得 ｘｎ →＋∞（ｎ→＋∞），从而

｛
ｘｎ
ｘｎ
｝有界，则 ｛

ｘｎ
ｘｎ
｝存在弱收敛的子列，不妨设

ｘｎ
ｘｎ

→
ｗ
ｄ，则ｄ≠０，因为ｘｎ∈Ｅｗ，则存在ａ１∈Ａ０使

得ｈａ１（ｘｎ）≤ｈａ１（ｙ），ｙ∈Ｅ，由ｈａ１凸知，λ＞０及

ｙ∈Ｅ有

ｈａ１（
λ
ｘｎ
ｘｎ＋（１－

λ
ｘｎ
）ｙ）≤

λ
ｘｎ
ｈａ１（ｘｎ）＋（１－

λ
ｘｎ
）ｈａ１（ｙ）≤

λ
ｘｎ
ｈａ１（ｙ）＋（１－

λ
ｘｎ
）ｈａ１（ｙ）＝ｈａ１（ｙ）

又 ｈａ０ 弱 ｌ．ｓ．ｃ．，则当 ｎ充分大时，由 ｈａ１（λｄ＋ｙ）≤

ｈａ１（ｙ），λ＞０，ｙ∈Ｅ可知ｈ
∞
ａ１（ｄ）≤０，显然ｄ∈Ｅ

∞，

故０≠ｄ∈｛ｖ∈Ｅ∞ ｈ∞ａ１（ｖ）≤０｝，因为ａ∈Ａ０，ａｒｇ

ｍｉｎ
Ｅ
ｈａ弱紧，从而有界，所以

（ａｒｇｍｉｎ
Ｅ
ｈａ１）

∞ ＝｛ｘ∈Ｅ｜ｈａ１（ｘ）≤

ｈａ１（ｙ），ｙ∈Ｅ｝
∞ ＝｛ｖ∈Ｅ∞ ｜ｈ∞ａ１（ｖ）≤０｝＝｛０｝

矛盾。所以Ｅｗ有界，从而弱紧。
“”：设Ｅｗ非空弱紧。倘若存在某个ａ０∈Ａ０使得

ａｒｇｍｉｎ
Ｅ
ｈａ０ ＝，取 ｘ０∈ ａｒｇｍｉｎＥｗ ｈａ０（ｘ）及 ｘ∈ Ｅ使得

ｈａ０（ｘ） ＜ ｈａ０（ｘ０），由 引 理 ２知，Ｎ（ｘ） ＝ ｛ｘ∈
Ｅｈａ（ｘ）≤ｈａ（ｘ），ａ∈ Ａ０｝非空弱紧。因为 ｈａ（ｘ）

在Ｅ上ｗ．ｌ．ｓ．ｃ．，所以ｈａ（ｘ）在Ｎ（ｘ）上一定有极小值，
即 ｘ０∈Ｎ（ｘ），使得ｈａ（ｘ０）≤ｈａ（ｘ），ｘ∈Ｎ（ｘ），显
然ｘ０∈Ｅｗ，所以ｈａ０（ｘ０）≤ｈａ０（ｘ）＜ｈａ０（ｘ０），这与ｘ０∈
ａｒｇｍｉｎ

Ｅｗ
ｈａ０（ｘ）矛盾。故 ａ∈ Ａ０，ａｒｇｍｉｎＥ ｈａ（ｘ）非空。

另外，由ａｒｇｍｉｎ
Ｅ
ｈａＥｗ知其有界，由ｈａ（ｘ）的弱下半连

续性知ａｒｇｍｉｎ
Ｅ
ｈａ弱闭，从而弱紧。

命题５ 在假设（Ｈ１）下考虑问题 （Ｐ），若 Ｅ满足
假设（Ｈ０），则任给ａ∈Ａ０，ａｒｇｍｉｎＥ ｈａ是非空弱紧集，当

且仅当，对ａ∈Ａ０，ｈａ（ｘ）在Ｅ上是０－强制的。
证明 “”：倘若对某个ａ０∈Ａ０，ｈａ０（ｘ）在Ｅ上不

是０－强制的。则ｘｎ∈Ｅ及常数Ｍ＞０，当 ｘｎ →＋

∞（ｎ→＋∞）时，ｈａ０（ｘｎ）≤ Ｍ，所以 ｛
ｘｎ
ｘｎ
｝有界，则

｛
ｘｎ
ｘｎ
｝存在弱收敛的子列，不失一般性，设

ｘｎ
ｘｎ

→
ｗ

ｄ，由Ｅ弱回收紧得ｄ≠０，由ｈａ０凸及弱下半连续性知，

ｈ∞ａ０（ｄ）≤０，从而０≠ｄ∈｛ｖ∈Ｅ
∞ ｈ∞ａ０（ｖ）≤０｝导出

矛盾。

“”：对于给定的 ｘ０∈ Ｅ，由 ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｈａ（ｘ）＝＋∞

知，存在ｒ＞０使得当 ｘ＞ｒ时，ｈａ（ｘ）＞ｈａ（ｘ０），令

Ｂｒ＝｛ｘ∈Ｅ ｘ≤ｒ｝，则Ｂｒ弱紧，从而ｈａ（ｘ）在Ｂｒ上

一定有极小值，即存在 ｘ１∈ Ｂｒ使得 ｈａ（ｘ１）≤ ｈａ（ｘ），

ｘ∈Ｂｒ，从而ｈａ（ｘ１）≤ ｈａ（ｘ），ｘ∈ Ｘ，即 ｘ１∈ ａｒｇ

ｍｉｎ
Ｅ
ｈａ（ｘ），ａ∈Ａ０，设ｚｎ∈ａｒｇｍｉｎＥ ｈａ（ｘ）且ｚｎ →

ｗ
ｚ０，

则ｈａ（ｚｎ）≤ｈａ（ｙ），ｙ∈Ｅ，由 ｈａ的弱下半连续性得
ｚ０∈ａｒｇｍｉｎＥ ｈａ（ｘ），ａ∈ Ａ０。倘若对某个 ａ０∈ Ａ０，ａｒｇ

ｍｉｎ
Ｅ
ｈａ０（ｘ）无界。则ｘｎ∈ａｒｇｍｉｎＥ ｈａ０（ｘ）并且 ｘｎ →＋∞
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（ｎ→＋∞），从而 ｌｉｍ
ｘｎ→＋∞
ｈａ０（ｘｎ） ＝＋∞ 与 ｘｎ ∈ ａｒｇ

ｍｉｎ
Ｅ
ｈａ０（ｘ）矛盾。因此ａ∈Ａ０，ａｒｇｍｉｎＥ ｈａ（ｘ），非空弱紧。

定理１ 在假设（Ｈ１）下考虑问题 （Ｐ），若 Ｅ满足

假设（Ｈ０），则下述等价

（１）Ｅｗ非空弱紧。

（２）ａ∈Ａ０，ａｒｇｍｉｎＥ ｈａ非空弱紧。

（３）ａ∈Ａ０，ｈａ（ｘ）在Ｅ上是０－强制的。

（４）∪
ａ∈Ａ０
｛ｖ∈Ｅ∞ ｈ∞ａ（ｖ）≤０｝＝｛０｝。

（５）ｅ∈Ｅ，Ｎ（ｅ）＝∩
ａ∈Ａ０
｛ｘ∈Ｅｈａ（ｘ）≤ｈａ（ｅ）｝

非空弱紧。

（６）对 某 个 ｅ０ ∈ Ｅ，Ｎ（ｅ０） ＝ ∩
ａ∈Ａ０
｛ｘ ∈

Ｅｈａ（ｘ）≤ｈａ（ｅ０）｝非空弱紧。

证明 （１） （２）：命题 ４；（２） （３）：命题 ５；

（２）（４）：对ａ∈Ａ０，因为ａｒｇｍｉｎＥ ｈａ非空弱紧，则

（ａｒｇｍｉｎ
Ｅ
ｈａ）∞ ＝｛ｖ∈Ｅ∞ ｈ∞ａ（ｖ）≤０｝＝｛０｝

所以，∪
ａ∈Ａ０
｛ｖ∈Ｅ∞ ｈ∞ａ（ｖ）≤０｝＝｛０｝。（４）（２）：命

题３；（１）（５）命题２；（６）（４）同（５）（４）；因此

我们只需证明（５）（４）即可。对ｅ∈Ｅ，由Ｎ（ｅ）非

空弱紧得，

｛０｝＝［Ｎ（ｅ）］∞ ＝

∩
ａ∈Ａ０
｛ｖ∈Ｅ∞ ｈ∞ａ（ｖ）≤０｝ ∪ａ∈Ａ０｛ｖｈ

∞
ａ（ｖ）≤０｝

倘若存在ａ０∈Ａ０使得０≠ ｄ∈ ｛ｖｈ∞ａ０（ｖ）≤０｝，

则ｄ∈Ｅ∞ 并且

ｈ∞ａ０（ｖ）≤０ｓｕｐλ＞０
ｈａ０（λｄ＋ｅ）－ｈａ０（ｅ）

λ ≤

０，λ＞０，ｅ∈Ｅ

矛盾。所以｛ｖ∈Ｅ∞ ｈ∞ａ（ｖ）≤０｝＝｛０｝，从而

∪
ａ∈Ａ０
｛ｖ∈Ｅ∞ ｈ∞ａ（ｖ）≤０｝＝｛０｝
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